
Module 8

1. (a) P (rejet) = (1 − ρ)ρK/(1 − ρK+1), ou encore, avec les valeurs numériques données
P (rejet) = π⋆

5 ≈ 0.00728.
(b) On a

E[N ] = ρ

1 − ρ
− (K + 1)ρK

1 − ρK+1 = 0.6827.

(c) E[R] = E[N ]/λ′ = 6.88 secondes.

2. (a) On a une file M/D/1, d’où

E[N ] = ρ

1 − ρ

(
1 − ρ

2

)
= 0.5655.

(b) E[R] = E[N ]/λ = 5.655 secondes.

3. En multipliant la nième équation de balance détaillée par zn on trouve

λznπ⋆
n = µznπ⋆

n+1

En sommant, on obtient successivement
∞∑

n=0
λznπ⋆

n =
∞∑

n=0
µznπ⋆

n+1

λ
∞∑

n=0
znπ⋆

n = µz−1

 ∞∑
n=−1

zn+1π⋆
n+1 − π⋆

0


λGN (z) = µz−1GN (z) − µz−1π⋆

0

dont on tire que

GN (z) = −µπ⋆
0z−1

λ − µz−1 = µπ⋆
0

µ − λz

Comme GN (1) = 1, on en tire que π⋆
0 = 1 − λ/µ et dès lors

E[N ] = dGN

dz
(z = 1) = λ

µ − λ
.

4. (a) On a, si ρ = λ/µ < 1 et q ∈ N0

P (Q = 0) = 1 − ρ2

P (Q = q) = (1 − ρ)ρq+1.

(b) E[Q] = ρ2/(1 − ρ).
(c) On trouve que pour tout w ≥ 0,

fW (w) = (1 − ρ)δ(w) + (1 − ρ)λe−(µ−λ)w.
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(d) On calcule E[W ] = λ
µ(µ−λ) .

5. Pour la file M/M/1, EM/M/1[N ] = ρ/(1 − ρ), avec ρ = λ/2µ′C. On suppose que les deux
lignes partagent le même buffer et que l’ordre de transmission des paquets qui arrivent est
FIFO. Pour la file M/M/2, EM/M/2[N ] = 2ρ/(1 − ρ2). Par conséquent,

EM/M/2[R]
EM/M/1[R] =

EM/M/2[N ]/λ

EM/M/1[N ]/λ
= 2

1 + ρ
> 1

car ρ = λ/2µ′C < 1. Ceci montre que le temps de transmission par 2 lignes de capacités
C, partageant le même buffer, est plus long que le temps de transmission par 1 ligne de
capacité 2C, si les temps entre arrivées et de service sont distribués exponentiellement.

6. Le nombre moyen de clients dans le restaurant est E[N ] = 62.5 clients.

7. (a) On calcule que E[A(k)2] = λ2σ2
S +ρ2 +ρ, en dérivant deux fois GA(z) et en arrangeant

les termes.
(b) On obtient le résultat voulu en calculant que :

E[N̂2(k + 1)] = E[N̂2(k)]
E[12

{N̂(k)≥1}] = 1 − π̂⋆
0 = ρ

E[N̂(k)1{N̂(k)≥1}] = E[N̂(k)]

E[A(k + 1)N̂(k)] = ρE[N̂(k)]
E[A(k + 1)1{N̂(k)≥1}] = ρ2.

8. Ici fS(s) = δ(s − 1/µ).

(a) On en déduit

GA(z) = LA(−λ(z − 1)) =
∫ ∞

0
eλs(z−1)δ(s − 1/µ)ds

= eλ(z−1)/µ
∫ ∞

0
eλ(s−1/µ)(z−1)δ(s − 1/µ)ds = eρ(z−1)

d’où
GN (z) = (1 − ρ)(z − 1)eρ(z−1)

z − eρ(z−1) = (1 − ρ)(1 − z)
1 − zeρ(1−z) .

(b) π⋆
0 = 1 − ρ

(c) π⋆
1 = dGN

dz (z = 0) = · · · = (1 − ρ)(eρ − 1).

9. La variable aléatoire S décrivant les temps de service est une variable géométrique (de
“2ème espèce" selon la terminologie du module 1), de paramètre p = 0.9. Les formules de
Little et de Pollaczek-Kintchine donnent alors E[R] = E[N ]/λ = 1.2857 msec.
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10. (a) Soit NOC(t) le nombre d’appels OC le nombre générés pendant un intervalle de temps
de longueur t à l’intérieur de la micro-cellule. Alors

P (NOC(t) = n) = P (A(t, L) = n) = (λLt)n

n! e−λLt

et NOC(t) est un processus de Poisson (l’hypothèse d’indépendance est assurée par la
définition même de A(t, x)) de taux λOC = λL.

(b) Pour tout n ∈ N,

P (NHC(t) = n) = (λtv/µ)n

n! e−(λtv/µ).

11. A l’état stationnaire, avec ρ = λ/µ

E[N(t)] = λ/µ = ρ

RN (τ) =
{

ρ2 + ρ(1 − µ|τ |) si |τ | ≤ 1/µ
ρ2 si |τ | ≥ 1/µ

12.(a-b) Le diagramme des transitions entre états est représenté à la figure 3. De celui-ci on
déduit un ensemble d’équations de balance

λπ⋆
n−1,0 = µπ⋆

1,J pour 0 ≤ n ≤ J − 1 (7)
λπ⋆

n−1,J + µπ⋆
1,J = µπ⋆

n,J pour 2 ≤ n ≤ J (8)
λπ⋆

n−1,J = µπ⋆
n,J pour n ≥ J + 1 (9)
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Figure 3 – Diagramme des transitions entre états de la question 12. Les états ont deux
composantes : la première est le nombre de clients dans le système, la seconde donne l’état 0 ou
J le plus récemment atteint.

(c) Soit ρ = λ/µ. Les probabilités π⋆
n d’avoir n clients dans le système sont

π⋆
n = π⋆

0,0 = (1 − ρ)/J si n = 0
π⋆

n = π⋆
n,0 + π⋆

n,J = (1 − ρn+1)/J si 1 ≤ n ≤ J − 1
π⋆

n = π⋆
n,J = ρn−J+1(1 − ρJ)/J si n ≥ J.
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(d) E[N ] = (J − 1)/2 + ρ/(1 − ρ).
(e) E[R] = (J − 1)/(2λ) + 1/(µ − λ).

13. Hors matière.

14. Hors matière.

15. Hors matière.

16. Hors matière.

17. Hors matière.

18. Hors matière.

19. Hors matière.

20. Hors matière.

21. Hors matière.

35


