Module 7

1. Pour une chaine de Markov homogene,

pij(ti +12) = P(X(t+t2)=j|X(0)=1)

= Y P(X(ti+t2) =j| X(t2) =k, X(0) = ) P(X(t2) = k | X(0) = i)
keS

= Y P(X(t1+t2) =3 | X(t2) = k)P(X(t2) = k | X(0) =)
keS

= Y P(X(t) =] X(0) = k)P(X(t2) = k | X(0) =)
keS

= Y pi(t1)pr;(t2)-
keS

2. En utilisant le fait qu’a tout instant ¢, mo(t) + m1(¢t) = 1, il suffit de résoudre la premiére
des deux équations

{d;o(t) %(t) = [mo(t) m(t)] _,u)\ —/\,u ]
qui s’écrit
%(t} = p— (A4 p)mo(t).

C’est une équation différentielle linéaire du premier ordre, qu’on peut rSoudre de diverses
maniéres. Par exemple, en prenant la transformée de Laplace des deux membres de cette
equa diff, on trouve

SL(mo)(s) —m(0) = & — (A4 w)L(mo)(s)

dont on tire

L(mo)(s) = —~ m0) _ p 70(0) —pu/(A+p)
’ s(s+A+pu) s+X+p (A+p)s s+ A+ p

et en prenant la transformée de Laplace inverse

p f -
7T(](t) m + ( (O) — w) e (A—Hl)t.

Enfin m1(¢) =1 — mo(t).

Pour les probabilités de transition, on utilise la méme méthode, en s’aidant du fait que

poo(t) +por1(t) = 1
po(t) +pu) = 1
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3.

4.

pour résoudre

%(t) — (A4 )poo(t)
%(t) = A= (A +wpu(t).

Les conditions initiales sont poo(0) = p11(0) = 1. Enfin on obtient pp1(t) = 1 — poo(t) et
pio(t) =1 —pui(?).

(a)

(b)
(a)

On calcule que si 7;() = e (1 — e=*)i"! alors
CZ;’L (t) — e —)\t(l —)\t)z'—l + —At(l e /\t)z 2( ) -t
— )\t(l f)\t)ifl + ef/\ ( /\t)z 2( ))\6
— /\t(l —)\t)i—l + (Z . 1) )\t( —)\t) 2[ —At + (1 o e—)\t)]
_ At(l —At)i—l + (Z _ 1) )\t( )\t)z 2
= —Z)\ﬂi(ﬂ + (2 — 1)/\7Ti_1(t).
E[X(t)] = M.

La seule cause de transition possible a partir de I’état 0 est l'arrivée (la naissance)
d’un “client” quand le sytéme est vide, ce qui se fait avec un taux Ay, d’ou vy = Ag.
Par contre, il y a deux causes de transition possibles a partir d’un état ¢ : U'arrivée
(la naissance) d’un “client”, ce qui se produit au bout d’un temps aléatoire distribué
exponentiellement avec un taux \;, et le départ (la mort) d’un “client”; ce qui se
produit au bout d’un temps aléatoire distribué exponentiellement avec un taux p;. La
transition se fait donc au bout d’un temps aléatoire qui est le minimum de ces deux
v.a. exponentielles indépendantes de taux respectifs \; et ;. Comme le minimum
de deux v.a. exponentielles indépendantes de taux respectifs A; et u; est encore une
v.a. exponentielle de taux \; + p;, comme on ’a montré a ’exercice 7 du module 5,
V; = )\i + i

En appliquant le théoreme des probabilités totales au cas continu

P(X >Y)

| PO YIY =iy = [T PO oY =) )y
Ay

= oopX> d :/OO AXY N\ e AYY Yy = — L
| PE s vy = [ e ave iy = =

La seule transition possible a partir de I’état 0 est de passer a ’état 1, d’out o1 = 1.
D’autre part, si ¢ € Ny, la transition se fera vers I’état (i + 1) si le prochain événement
est une arrivée (une naissance) et non un départ (une mort), donc si la v.a. exponentielle
de taux A; décrivant le temps jusqu’a la prochaine naissance est inférieure a la v.a.
exponentielle de taux p; décrivant le temps jusqu’a la prochaine mort, ce qui se fait
avec une probabilité calculée en b) et qui vaut

i
i+

Giiv1 =
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D.

6.

7.

On déduit enfin ¢; ;-1 =1 — i i+1-

On a, si t; < to,

R (Aw)(tgtl)) (A ( _ A) (/\+u)t1>
Rx(tl,tg)—<)\+u+)\+ue )\+,LL+ 7['1(0) )\Jr,u e

et vice-versa si t1 > to. Pour que le processus soit stationnaire, il faut que

A

0)=n] = ——
71(0) ™ Mt

Dans ce cas en effet, le processus est méme SSS car c’est une chaine de Markov, pour
laquelle stationnarité veut dire stationnarité au sens strict, et avec 7 =t — to,

_ (A p (A+u)|r|) A
Rx(T)()\+H+)\+Ne N

En particulier, si A = u, ces deux derniéres expressions deviennent 71 (0) = 77 = 1/2 et
_ 1 —2)/7]
RX(T)—1<1+€ )7

ce qui est bien la solution de I’exercice 9 du module 3.

(a) Le diagramme des transitions est donné a la figure
(N-DA (N-2)A
(N-Du

FIGURE 1 — Diagramme des transitions de 1’exo 6

* — Ot ,
i N(Aw) (Aw

On constate que la loi de probabilité de X est une loi binomiale Bin (N v ) On
pouvait s’y attendre : X compte le nombre de locuteurs actifs parmi N locuteurs,
chacun d’eux ayant une probabilité p = )\)‘ d’étre actif.

(b) On calcule que

(¢) BIX] = NA/(\+ ).
(a) On vérifie que

1 AT L

mlt) = PX(O) =) = 5 | (1= e)3] exp|-(1= )]



satisfait bien a

%@ = —Amo(t) + pmi(t)
d;i(t) = Amio1(t) — (A +ip)m(t) + (i + Dpmipa (t)

(b) EIX(8)] = (1 — e H)\/p.
(¢) Lorsque t — oo,

*x ()‘/:LL) f/\/,u

:]

=
1
3

&
Ja
1
= >

8. En posant p = A/pu, & =v/u et
1
=35 <1+p+£— \/(1+p+£)2—4p)
la probabilité de trouver n jobs dans le systeme (a 1’état stationnaire) est
=(1-p8)8"

9. Les équations de balance détaillée de la file M/M/s sont

Ay = num,  sil<n<s-—1 (5)
ARy = sum,  sin>s (6)
dont on déduit que
L /2"
T o= ‘(> mp  sil<n<s-—1
n! \ u
1 A\
sls™™5 \

La constante de normalisation est par conséquent avec A/ = p,

s—1 00 -1 s—1 00 -1 s—1 -1
3 1 3 1 P p ptopt 1
* - on n — § —
o= < nt? +n:S stsn—s” ) ( n! s‘ = smp ) (n() n! * stl1—p/s

n=0 n=0

La probabilité de blocage est la probabilité qu'un appel entrant soit mis en attente,
c’est-a-dire avec p = \/p,

p 1
0(37/)) - Zﬂ- = OZS'Sn s _7['08' Zsm — gy p/S

p°/s!
(1—p/s) ZZ;% p/n! + ps/s!

Pour que la chaine soit ergodique, il faut que A < spu.
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Mc +hoc M troc M trog
u 2u (s+1)pn (s+2)u (s+g)u

FIGURE 2 — Diagramme des transitions de I’exo 10

10. (a) Le diagramme des transitions est donné a la figure

(b) La probabilité de blocage d’un appel HC est la probabilité quun appel HC entrant
soit rejeté :

: 1 Aac\? (Amc +roc\’
P(rejet HC) =7, , = ( ) ( ) iy
rejet HE) = oo = g U p °
avec
o i1<)\Hc+)\oc)n+ % < Auc )(n_s)(/\Hc+>\oc>” )
C\gn I wir \AHC + Aoc It

(c) La probabilité de blocage d’un appel OC est la probabilité qu'un appel OC entrant
soit rejeté, c’est-a-dire avec 7} donné ci-dessus,

s+g s+g (n—s) s

—nl \ u I
N )\Hc—l-)\oc s g 1 Arc\™
- WO( o > mzzo(erS)!( o )
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