Module 5

1. En utilisant la fonction génératrice Gy (z;t) = Y oo pn(t)2", et en sommant toutes les
équations de Kolmogorov (1) et (2) multipliées par 2™ pour tout n € N*, on peut mettre
ces derniéres sous la forme

dGN(Z; t)
dt

avec la condition initiale Gn(z;0) = 1. On retrouve alors tous les résultats connus.

=Nz —1)Gn(z;t)

2. Supposons t; < ty. Alors

= E|
= E|
= E|
= N2+ M (A (e —

(
(N (t2) — N(t1))]
(N (t2 — t1))]
t1)) = N2tito + My

On répete le méme raisonnement dans le cas ou t; < g9, et on établit la propriété.
3. Premiere méthode, en utilisant le théoréme des probabilités totales et la formule du binéme :

P(N(t)=n) = P(Ni(t)+ Na(t) = n)

— " P(Na(t) = n— kINy(t) = k)P(Ny(t) = k)
k=0
= > P(Ny(t)=n—k)P(N:(t) =k)
k=0
_ i oot (Mot)" %y (Ait)
= (n —k)! k!
_—aaae U kyn—k _ o—(uag)t (A1 +A2)8)"
— 1+A2 o Z i PLO 1+A2 — )
Deuxieéme méthode, en utilisant les fonctions génératrices :
Gn(zt) = E[N0) = BEMOHNRO] = MO BEY0] = G, (1) G, (2:1)

Atz=1) at(z—1) _ J(a+Aa)t(z—1)

qui est la fonction génératrice de probabilité d’une v.a. de Poisson d’intensité A1 + Az, d’ou

P(N(t) =n) = e—ww)tw_

Donc I’hypothese H2’ définissant (Définition 5.2) un processus de Poisson est vérifiée. L’hy-
potheése H1’ I'est également car le processus Ny (t)+ Nao(t) est & accroissements indépendants
des lors que chaque processus Ny et Ny Dest.
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4. (a) En dérivant

2 s (As)F
Fagn(sim) = P(S(n) < 5) = P(N(s) 2 ) = 32 ¢ o
par rapport & s on obtient
) s o= (As)F IV HUP
fsmy(sin) = —Me ;; e ;T
_ [ee] )\S)k o0 ()\S)k_l
k=n k! k=n (kj*l)'
e (L2090, 00 e
— e > ot o — e —

k=n k=n—1

(b) La solution la plus simple est d’utiliser les fonctions caractéristiques d’une v.a. expo-
nentielle. En effet S(n) =T(0) +T(1) + ...+ T(n — 1), et la fonction caractéristique
de la somme de n v.a. exponentielles indépendantes est le produit de leur fonctions

A n
Dg(ny(win) = ()\ - jw)

caractéristiques, c’est-a-dire

ce qui montre que S(n) est une v.a. Gamma de parameétres (A, n), dont la densité de
probabilité est

1 9 A n—1_—M\s
fsmy(s;n) / (S)—e.

- —jws . —
e e 7P gy (win)dw =)

5. P(N(t') = 1|N(t) = 1) = t'/t.

6. (a) E[T|T >a]=1+a.

(b) E[T|T > a] =1+ a/2. Supposons que T représente l'arrivée d’un événement, dont on
sait qu’il ne se produira qu’apres a secondes. Dans les deux cas, I'espérance a priori
de T est de 1 seconde. Plagons-nous a I'instant a. On remarque que dans le cas d’une
v.a. exponentielle, le fait de savoir qu’il s’est déja écoulé a secondes avant 'arrivée
ne change en rien 'espérance du temps d’attente résiduel, qui reste d’une seconde a
partir de cet instant : c’est dii a I’absence de mémoire de la v.a. exponentielle. Par
contre, dans le cas uniforme, le fait de savoir que 'arrivée aura lieu apres a secondes
réduit 'incertitude sur le temps qu’il reste a attendre : 'arrivée se fait plus imminente ;
I'espérance du temps d’attente résiduel n’est plus que de 1+a/2—a = 1—a/2 secondes,
ce qui est dans tous les cas inférieur a 1.

7. T est distribuée exponentiellement, avec une intensité (parametre) (A1 + Aa).
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8. Soit T" la v.a. décrivant le temps écoulé entre I'arrivée du premier étudiant et le départ du
second. Alors
E[T] =35+ 30 exp(—1/6) ~ 60.39 min.

9. On trouve de maniere similaire a ’exercice précédent

E[T] =3+2exp(—1/2) ~ 4.21 sec.

10. (a) E[N@)|N(t) =n] = X", E[An] = npa, don

o0

EN®)] = Y EIN@)IN(E) =n]P(N(t) =n) = pa ) nP(N(t) = n)
n=0 n=0
= paEB[N(t)] = pait.

(b) E[N2(t)] = o4t + p3 (M + A\2t2).
(c) Supposons t; < to. Alors

Ry(ti,t2) = E[N(t)(N(t1) + (N(t2) — N(t1)))]
= E[N?*(t1)] + E[N(t1)(N(t2) — N(t1))]
= E[N%*(t))] + E[N(t)]E[(N(t2) — N(t1))]
= E[N(t1)] + E[N(t1)| E[(N(t2 — t1))]

= AN+ (0% + p2) A+ padt (pa(ts — 1))
= WA Ntits + (0% + 1AM

On répete le méme raisonnement dans le cas ou t; < g9, et on établit la propriété.
11. On remarque tout d’abord que

XmRg dN

£s(t) = — (1) = (),

et le lemme 1 entraine que

pe () = EL%5(0)] = 2 BN ()] = pa

dt
Ry (t1,t) = 82RN(t ty) = ” (U3 N2t1ty + (0% + p3)Amin(ty, t2))
%\t t2) = 9t,0t5 1,12 = 940t HAA"T1L2 AT HA 1,12
0
= o (ANt + (03 + p2) Al (B — 12)) = A + (07 + pA) A (t — t2),

ce qui montre que le processus Xs(t) est WSS (On s’en serait douté). Par conséquent il
possede une densité spectrale de puissance qui vaut

St (f) = paX6(f) + (0% + ).
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Le processus X, r(t), avec une forme générale de pulse h(t) (on suppose seulement que qu’elle
est absolument intégrable), est obtenu en convoluant le processus X;(t) avec h(t). On peut
appliquer le théoreme 2 du module 3 pour obtenir

S (1) = [H(F)2Sg, () = iEAZHA(0)5(f) + (0% + i) H (f)2
En prenant la transformée de Fourier inverse on trouve

Ry, (1) = WA HH0) + (o4 + A [ |H()PeImdf,

De méme, b, = waAH (0), tandis que

(b) On a
NT2 4+ \NT —|7]) s |7|<T
Rx(r) = { A2T? si |f|>T
(¢) Oui.
(d) P(X(t) =n) =" (\T)"/n!
(e) Oui.
(f) Oui.
13. La limite quantique est
3 Ps wy
SNRPINunmt = ZE?

14. P, = e Bo/hv /2,

(a) pa =2.
(b) pa=38.

15. (a) La probabilité cherchée est P(X > x) = e~ ™",

(b) B[X]=1/(2VN).
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