Solutions succintes des exercices

Solutions... sous réserves de typos et d’erreurs de ma part.

Module 1

1. Comme les événements A;, 1 < i < n, forment une partition de €2, ils sont disjoints et donc

P(B) = P(BNQ)=P(BN(A1UA2U...UA,))
(BNA))U(BNAy)U...U(BNA,))
BNA)+P(BNA2)+...+P(BNA,)

===

P(BAA) = P(B | A)P(A).
1 =1

.
Il

2. En remplagant P(B) par son expression a la suite du théoréme des probabilités totales a la
derniere égalité,
P(A; N B) P(B|| Ai)P(4)

P B) = =By = S, P(B] A4)P(4)

3. ux = E[X] =12 (1—(1—p)").
4. Comme {X >t+T}N{X >t} ={X >t+ T},

P(X>t4+T) e M)
PX>t+T|X >t) = (P(X>t>): i —eM=pPX>T).

5. Si X est Bin(n,p) avec A = np, alors

R

n

Gx(2) = (1 -

qui tend vers exp(A(z — 1)), la fonction génératrice d’une v.a. Poisson(\), lorsque n — oo
etp—>0avecnp=XA>0

6. Comme X est geo(p), on calcule que, avec |z| < 1/(1 — p),

P
G -
x(2) 1-(1—p)2
1—p
nx = T
1_
o% = pzp.



7. Comme X est expo(A), on calcule que

8.

10.

11.

A
Px(w) = A—jw
1
bx = i
1

(a) Enisolant I'intégrale définie sur R d’une densité gaussienne N (m, s) avec m = p+jwo

s = o dans 'expression de ®x(w), on trouve

22

Dy (w) = e 2

(b) Avec u =0,

E[X’ =0
E[X1 =30%

(¢) py = apx +b, O’%/ = azag( et pour tout y € R

_ 1 (z —apx —b)*
fr(y) = mexp <_2a20§(> .

. La densité de probabilité fy (y) est

1 0 si |yl >1
Frw) = 3 (Logeny +60w = 1) = ¢ 3 sty <1
0(yl=1) si [y[=1

ou 14 est 'indicatrice de événement A.
Le domaine Sy de la v.a Y = X? est R et sa densité de probabilité
e V/2

2y

Y est une v.a. Chi-carré a un degré de liberté.

fr(y) =

La densité de probabilité de Y est
1
/1 —y?

siy€[—1,1] et fy(y) =0 sinon. Enfin, uy = E[Y] =0 et 03 =1/2.

fr(y) =

2

I



12. Comme P(X = k) est non croissant en k = 0,1,2,...

00 k 00
E[X]=Y nP(X=n) = Y nP(X=n)+ Y nP(X=n)
n=0 n=0 n=k+1
> Zk: nP(X =n)+0
n=0
> Zk:nP(X:k:):P(X:k)zk:n:P(X:k)k(k;l)
n=0 k2 n=0

d’ot1 I'on tire que P(X = k) < 2E[X]/k?
13. L’inégalité de Markov entraine que si Y > 0 et a > 0
P(Y >a) < E[Y]/a

Pour s fixé, posons X = %lnY et x = %ln a. Des lors Y = e*¥X et a = e°% et I'inegalité de
Markov devient

P(esX > esaz) < E[esX]/esx

Comme P(e%X > e5%) = P(X > z) et E[e’X] = ®x(s) cette inégalité peut s’écrire pour
tout s

P(X > z) < e *dx(s)
et porte le nom d’inégalité de Chernoff.

14. Pour X ~ expo(A),

ny N



Module 2
I (a) P(X =0) = X0, pf.
(b) Pour 1 <j<n-—1,
n—j
P(X =j)=2) pipitj.
i=1
Pour (c) et (d), les formules suivantes sont utiles :

(n—1)n

n—1

(n—1)n(2n—1)

n—1 )
7 =
2 G

(n —1)%n?

n—1 5
7 =
2 i

(¢) px = (n*—=1)/(3n) .
(d)
0% = (n? —1)(n? +2)/(18n?).
2. (a) Pour que [, fxy(z,y)dzdy = 1, il faut que k = 2/7.
(b) Si|z| <1
N
fele) = 25

et sinon fx(z) =0 sinon;etsi0 <y <1

44/1 — 32
T

fr(y) =

et sinon fy (y) = 0.
(c) Silz| <letsi0<y<V1—2a2 alors (z,y) €D et
1
fyix(ylx) = N
et sinon fy|x(y|x) = 0.
3. (a) Pour que [, fxy(z,y)dzdy =1, il faut que k =1
(b) Si |z| <1,
fx(x) =1—[z|

et sinon fx(z) =0sinon;etsi0 <y <1

fr(y) =2(1-y)

et sinon fy (y) = 0.



(c) Silzg|<letsi0<y<1-—][x|,alors (z,y) € D et

x, 1
frix(ylz) = f)}i((m)y) ST

et sinon fy|x (y|r) = 0.
4. (a) fre(r,0) = (r/2n) exp(—r?/2)sir > 0et 0 <6 < 27.

(b) Les densités marginales de R et © sont, respectivement, pour r € R

7“2
i)

et pour 6 € [0, 27]

ce qui montre que
fre(r,0) = fr(r) - fo(0)
et donc que R et © sont deux v.a. indépendantes.
(¢) fr(r) =rexp(—r?/2)sir € RT et fr(r) = 0 sinon.

(d) a=+v2In2.

5. Il faut prendre

)
1—pi
b* o p2_p%
= =5
1

6. On calcule g, = np et 0 = (n+2(n —1)p)o>.

7. Pour tout A € R, ((X — pux) + MY — py))? > 0 et donc on prenant les espérances et en

développant,
0% +20XCOV(X,Y) + X262 >0

ce qui n’est possible que si le trindme du second degré dans le membre de gauche de cette
inégalité n’a pas deux racines réelles distinctes, ce qui n’est possible que le réalisant de ce
trindme du second degré est non positif et entraine donc que

|COV(X,Y)| < oxoy.

8. Comme vu au cours, elles sont orthogonales, non corrélées et dépendantes.



9. On a
(X — a)2 = (X, —ap+an — a)2 <2(X, — a,n)2 +2(an, — a,)2

d’ou en prenant les espérances,
E[(Xy — a)’] <2E[(Xn — a5)?] + 2(an — a)?
et ensuite les limites

0 < lim E[(X, —a)}] <2 lim E[(X, —ay)?] +2 lim (a, —a)? = 0.

10. fzx(z]x) = 1/v27 exp (—(z — 2)?/2).
1. (a) PO, > k) = (1-51)"

(b) P(©,=k)=(1- %)” -(1- %)" .

12. (a) En marginalisant X, on trouve apres quelques calculs

1 _ (y—u2y)2
— e QUY
fr(y) Torow
(b)
2

fX|Y($\y): Fr(y) :\/%O'Xm

(c) A partir du résultat en b) on a directement
POX
BIX|Y =y =px +7 =y —pv)

(d) A partir du résultat en b) on a directement

VAR[X|Y = y] = 0% (1 - p?)

13. Comme les v.a. X; sont i.i.d,



15.

16.

17.

18.

19.

(a) Comme Xy,..., X, sont i.i.d,

1
P(“Record au temps n”) = —
n

(b) E[“nombre de records au temps n”] = Y1 1.
On trouve
COV[X,Y] a 1 sia>0
X Y = — == — =
XY ox0y |a] { -1 sia<0

N.B. Si a = 0, p n’est pas défini.

On trouve

1
3
(2m)23
Remarquons que Y7 est indépendante de Ys et Y3, mais que Ys et Y3 ne sont pas indépen-
dantes car on peut écrire I’expression précédante comme

1 a2 L

fY1,Y27Y3(y17y2793) == W m

1 2 2 2
i ve,vs (Y1, Y2, ¥3) = e~ s Wit2ua T2y 20205)

e~ 3 W3 +y3—v2ys)

(a) On trouve

A Aw)otA=le= e poa=l(1 — )8~ (a + B)
I(a+ ) L(a)L'(B)

(b) Comme le premier facteur ci-dessus est une densité de probabilité d’'une v.a. G(\, a+p),
on a écrit fyy (u,v) comme le produit d’une fonction ne dépendant que de u par une
autre ne dépendant que de v. De plus, chacune est normalisée pour étre une den-
sité de probabilité, et fyy(u,v) = fy(u)fy(v)implique que U et V sont indépendantes.

fov(u,v) =

(c) U~G\ a+p)
Soit & > 0. Comme | X,, — X| > ¢ si et seulement si (X,, — X)? > &2,
P(| Xy — X[ 2 €) = P(Xy — X)* 2 €%)
et I'inégalité de Markov implique que

E[(X, — X)?
P(|X, — X[ > €) = P((Xp — X)* > &%) < [(52”
En prenant la limite pour n — oo dans ’équation précédente, la convergence en moyenne
quadratique de {X,,} implique que
E[(X, — X)?
lim P(|X,, — X|>¢) < lim El(Xn = X)) =0,

n—o00 ~ n—oo 52



20.

et donc que pour tout € > 0, lim,, o P(|X,, — X| > ) = 0, ce qui établit la convergence
en probabilité de {X,,}.

Le contraire n’est pas vrai : la suite de v.a {X, },>1 avec

X, = +/n avec probabilité 1/n
= 0 avec probabilité 1 —1/n. (1)

ne converge pas en moyenne quadratique vers 0 car F [XZ} = 1 pour tout n > 1 et donc

lim E[(X, —0)?]=1#0,

n—o0
mais converge en probabilité vers 0 car pour tout € > 0,

1
lim P(|X,, — 0| >¢) = lim P(X, >¢)= lim —=0.
n—oo n—oo

n—00 N

(<) On vérifie tout d’abord que

| X > ¢
L+ X, ~ 1+¢

— | Xp|(1+e)>e(l+|Xn])
— |X,| >,

et donc, en utilisant I'inégalité de Markov,

o> re) <[l /()
P(|X,|>¢e)=P > <E 0
(1Xn] 2 €) <1+1Xn—1+5 =T+ X 1+¢

pour n — o0.

(=) Soit € > 0. Comme |X,,|/(1+4 |X,]) < 1et |X,|/(1+|Xn]) <e/(1+¢) si et seulement
si | X,,| < e, le théoreme des probabilités totales entraine que

| X ] [ | X0 } [ | X, ]
El—"—| = E|—"— | |Xu|<e|P(|Xu| <)+ B |——1— | |Xn| >¢e| P(|Xn]| >¢
i T, | el < PUXl <) + B e | Xl 2 e P(IXal 2 9)
9
< 7 PXnl <o) +1-PXn| 2 ¢)
€ 1
= P(1X,| > ¢).
e Xl 2e)

Comme lim,,_,, P(|X,,| > ¢) = 0, et qu’on peut prendre € > 0 aussi petit qu’on le souhaite,
la derniere égalité ci-dessus implique que

. | X | }
lim E |—=n | — .
b [1+!Xn\



