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Les axiomes de probabilite 9

= ;. résultat d’'une experience

A = {3, (s, {47} évenement

Q = {tous les (;}: évenement certain

® = {}. évenement impossible

Probabillité:

= P(A): probabilitée de 'evenement A

« P(A) =0

= P(Q) =1

« SIANB =0, alors P(AUB) = P(4) + P(B)

= SIAy, A, ...telque A; N A; = 0, alors
P(Ul?ilAl') — Zl(?ilP(Ai)



Corollaires

o P(/T)=1—P(A)
= Dém:

:0=AUA =2P(AUAd) =P(Q) =1

s ANA=0¢=PAUA) =P(A) + P(4)
= P(A) <1
= P(@) =0
« P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)
« SIAS B = P(A) < P(B)



Dém: P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB)

- AUB=(ANB)UANB)U(ANB)
« A=(ANB)U (AN B)
- B=(ANnB)U(ANB)

« > P(A)=P(ANnB)+P(ANB)
- > P(B)=P(ANB)+P(ANB)
= P(AUB) =
(P(A) —P(ANB))+(P(B)—P(ANnB))+ P(ANB)
= P(A) + P(B)—P(ANB)




Probabilite conditionnelle

P(ANB
. P(A|B) = I(J(B))

= Propriétés importantes:
= Théeoreme des probabilités totales:

= Si {44, ...,A,,} est une patrtition de (), cad,
Al UAZ UUAn :.Q.,
Ai N A] — @

= alors
P(B) =P(BNQ)=P(BN(4;UA,U-—~UA4,)) =
=P((BNA)U(BNA)U-U(BNA,)) =

=P(BNA;)+P(BNA)++P(BNA,) =
= XYi=1 P(BIA)P(A)



Probabilite conditionnelle

P(ANB
. P(A|B) = I(J(B))

= Propriétés importantes:
= Regle de Bayes:
= Soit {44, ..., A,,} une partition de Q)

__ P(B|A)P(A4)
P(AilB) = %; P(B|4j)P(4))

= Dem:
= P(A; N B) = P(4;|B)P(B) = P(B|A))P(4;)
= P(B) = Xj—1 P(B|A;)P(A;) (prob. totales)



Independance

= A et B sont indépendants si
P(ANB) = P(A)P(B)
- = P(A|B) = P(4)
= > P(B|A) = P(B)

= (4, B, () sont indépendants si
P(AnB) =P(A)P(B)
P(ANnC)=P(A)P(C)
P(BNnC)=P(B)P(C)
P(AnBNC)=PA)P(B)P(C)



Independance de trois variables

A={y>05) C,

(;

- P(ANB) =§=§-§= P(A)P(B)
+ P(ANC) == P(A)P(C)

« P(BNC) === P(B)P(C)

= Mais:

P(ANBNC)=P(Q) + % = P(A)P(B)P(C)



Variable aleatoire

()

= B={X({): { € A}
- A={{:X({) € B}
- P(A) = P(B)

= Sy ={X({): { € O}

X(G;)

B



Fonction de repartition

« (Cumulative distribution function, CDF)
« Fy(x) =P(X <x)
=P(A) pourA={C € Q:X({) < x}
= Proprietes:
= 0<Fy(x) <1
lim Fy(x) =0, xl—i>r-|poo Fy(x) =1

X—>—00
= a< b= Fy(a) < Fx(b)
» P(a< X <b)=Fx(b) —Fx(a)
= Fy(x) est continue a droite, cad
Fy(x) = Li_r)% Fx(x +€) = Fx(x™)

10



Variable aleatoire discrete

= Si X prend un nombre dénombrable de valeurs
{xl, X9, X3, } — SX
* P(X =x;) = Fx(x;) — Fx(x;) = p;

A
FX(x) 1 4 EP
I—i
o i
! ! ; >
X1 Xp 0 X3 X4 Xc X
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Variable aleatoire continue

= Fy(x) continue, X prend un nombre infini de valeurs
« PX=x)=0

Fx(x) 17
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Variable aleatoire mixte

= X prend un nombre infini de valeurs, mais Fy(x)
n'est pas continue

Fx(x) 17 /
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Densité de probabilite

__ dFx(x)
- fx(x) = T

- V.a. discréte (p; = P(X = x;))
= fx(x) = 2;pid(x — x;)
= Propriétés:
*p; =0
= 2pi =1
P(X <a) =F(a) = le-Sapi
* P(X = x;) = F(x;) — Fx(x;")




Densité de probabilite

__ dFx(x)
- fx(x) = T

= V.a. continue
= Propriéteés:
" fx(x) =0
o fr()dx = 1
s P(X <a) =Fy(a) = [ fr(x)dx

+P@a <X <b) = J fx(x)



Fonction d’une variable aléatoirey

- Y = g(X) | .
- Exemple: g(X) = X* | ;

- F,(y) =P(Y <) | |
=P(X?* <y) —\y VY
=P(-\y=X=y)(y=0)

{FX(W) — Fx(—) sty >0
0 siy <0

- fr(y) =2

dy
_ ( 1 )dFX(W) _ ( —1 ) dF x(—/y)
2\y/ dQH/Y) 2\y/ d(—=/y)
_ x(y) +fX(_\/37)’ Siy >0

2.y 2.y
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Densité de probabilité fy(y)
y = g(x)

Exl + dx, Exz x3 + d{s
0 Xq Xy + dx, X3 X
( A={y <Y <y+dy}

s A={x; <X <xy+dx}U{x, +dx, <X <x,}U
\ U{x; <X <x3+dx3}




Densité de probabilité fy(y)

] {P(A) = fry)ldy|
P(A) = fx(xpldxe| + fx(xz)|dx,| + fx(x3)|dxs|

> [0 =LA@ |G| = Sy

dy Hlgr(xp)|

= En resume:
= {x;} sont les racines de g(x;) =y

() = 3, L

L gr(xy)




Moyenne et variance d’une v.a.

= Espérance (mathématique) ou moyenne:
« pux = E[X] = [2_ xf(x)dx
= Cas discret: P(X = x;) = p;
EIX] =/ x(T;pi8(x —x;)) dx
=Yipi . x8(x — x;) dx = ¥; pix;
= Variance:
+ og = E[(X — )] = [2(x — pux)*f (x)dx
= Cas discret:

E[(X — )] = [ (x — ) (T pid (x — x;))dx
=Yipi [ (x — ux)?28(x — x;)dx
= 2 0ilx; — .Ux)z

= Ecart-type: oy
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Espérance d’une fonction d’une v.a.

- E[g0] = [~ g()fx(x)dx

« Exemple:
= gX) =ap+ a1 X +a X%+ -+ a X"
Elg(X)] = ay + a;E[X] + a,E[X?] + -+ + a,,E[X"]

- Moment d’ordre n: E[X™] = [~ x™fx(x)dx

= Moyenne: uy = E[X]

= Variance: of = E[(X — uy)?] = E[X? — 2uxX + u?]
E[X?] — 2uxE[X] + u

E[X?] — (E[X])?
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Transformees

= Fonction caracteristique (characteristic function):
» Oy(w) = E[e*X] = [° fx(x) &°%dx
= Propriétés:
= fx(x) = ifoo Dy (w) e 7% dw

21T YV —

k
. E[x¥] = j [d Px(w)

dwk
[Py (w)| < Px(0) =1
= Fonction génératrice de moment (moment-
generating function):
« By(s) = E[esX] = [ fy(x) eSXdx
= Propriété:
= Py(s = jw) = Py(w)

w=0
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Transformees

= Fonction géeneératrice de cumulant
Yyv(w) =Indy(w)

= Propriété:

- LIJX((‘)) — Zl 1 K
= K;: cumulants

« E[X] =K,

» E[X?] = K, + K?

« E[X3] = K3 + 3K,K, + K}

(Jw)‘




Fonction génératrice de probabilite

= S’applique aux v.a. discretes et qui prennent des
valeurs uniformément espacées
« Exemple: Sy = N ={0,1,2,3, ...}

¢ Gy(2) =202 P(X = i) = £202'p; = E[2"]
= Proprietes:

1 [d*G

dz" z=0
d"G
. E[X(X — 1)(X — Z) (X —-—n+ 1)] = [ d;n(Z) =1
dGx(z)
= Uy = E[X] — [ C;(ZZ ,=1

- 0f = E[X?] — E[X]?

_ [d*6x(2) dGy (2) dGy ()]’
_[ dz? L_1+[ dz L—1_[ dz

z=1
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Inégalites

= |Inégalité de Markov:

: P(XZa)S%, X>0

= Dem:
« E[X] = foaxfx(x)dx + faooxfx(x)dx
> [ “xfx()dx = [ afy(x)dx
= afaoo fx(x)dx = aP(X = a)

A

1 fx ()

X

> X
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Inégalites
= |Inegalité de Tchebychev (Chebyshev):
- P(|X —px| =z a) <

= Dém:
u SO|t YZ — (X - ,le)z
« P(Y2>a?)=P(|X —uy| = a)

= Inégalité de Markov: P(Y? > a?) < 2
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Inegalites

Inegalité de Jensen

Fonction convexe g(x): vt €[0,1],
gtx+ (1 —t)x') <tg(x) + (1 —t)g(x’)
Propriété: Va € R,36(i.e., 8(a)) tel que

glx) = g(a)+0(x—a) Vx€ER

g(E|X]) < E[g(X)]
Dem:
« Prenonsa =E[X],x=X

= g =z g(EIX]) + 06X — E[X])
E[gX)] =z g(EIX]) +0(E[X] — E[X])

g(x")

g(x)

g(tx

tx +(1—t)x'



Variables aleatoires discretes

= Bernoulli («coin flip»)

= Fonction indicatrice d’'un évenement A:

0, si (A
1{(EA} — IA(() — {1’ Si ( e A

= X =1, estune v.a. dont Sy = {0,1} et caractérisée par un
parametre p

] {P(X=0)=1—p

PX=1)=p
" ux =EX]=01-p)+1-p=p fx(x)
- 0% = E[X?%] — E[X]? (1—p)8(x)
= (0°(1 —p) + 1%p) — p? pS(x — 1)
=p-p*=p(l-p)
* Gx(z2) =(1—p) +pz T




Variables aleatoires discretes

= Binomiale (n,p)
= On repete une experience de Bernoulli n fois
indépendamment.
= X est la v.a. comptant le nombre des succes obtenus:
- Sy ={0,1,2,...,n}

- PX=k) = (")p"(l p)* 7k ou (%) =

n!

k!(n—k)!

= pux = E[X] = Okk'(n o P (L—p)"" =np
- of = E[X ] E[X]* =np(1 - p)
* Gx(2) = Tk=o()p" (1 —p)" 2"

IIM3

pZ)"(l )"k =(pz+ 1 —-p))
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Variables aleatoires discretes

= Géometrique (p):
= On compte le nombre d’essais de Bernoulli nécessaires
pour obtenir un succes (essais indépendants)
= Version 1. X=nombre d’échecs avant le 1¢" succes
= Sy ={0,1,2, ...}
- P(X =k) =p(1-p)"

1- 1-
- E[X]==F, of ==

= Gx(z2) =X op(1 —p)zk = p X o((1 - P)Z)k = 1—(1p—p)Z

= Version 2: X'=nombre d’essais avant le 1€ succes
- Sy =1{1,2,3,...}
- PX =k) =p(1 —p)1?

. —1 521 (7)) = —PZ
E[X] _pl O-X — pz ) GX (Z) 1—(1—19)2
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Variables aléatoires discretes

= Poisson (u):

= X est une v.a. comptant le nombre d’arrivées de clients
dans un processus de Poisson pendant une unité de
temps u

= Sy =1{0,1,2,...} =N

uk
= P(X — k) ZFQ_M

- uxy =EX]=p
[ O')%:‘L[

k k
s Gx(2) =X JeHzk = Y® (HZ)" _ —pouz — pu(z—1)

k! k!

29



Propriéetée: Binomiale vs Poisson

= Soit X une binomiale (n, p):
= PX =k) = ()p*(1 —p)"7*
= Pour np = u constant et n — oo;

k
e
Pe 7 ¢
Dém:
n

cpo= (DA -pt=1-p)=(1-%) >e
_ Pk+1 _ (k21)pk+1(1_p)n_k_1 _ (1—%)# N

pe (PprFa-p" kT k(-5 T k41

u U ou k1 k1

" Pr+1 TP T ik Pe-1 T T i Po T ey ©

~u
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B

0.

3

inom = Poisson

" Binom(10,0.4)

Binom(20,0.2)
Poisson (4)

15

20
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Binom = Poisson

0.3

|
Binom(10,0.2)
Binom(20,0.1) ——

Poisson(2) ——




Variables aléatoires continues

= Uniforme (a, b):

'SX=[Cl,b]

1
.fX(x)_E' a<x<h
. _ atb

Hx = —
2
_ a§__(b a)

12

¢ Dy(w) = [7 fr(x) ef¥dx =

11 fx(x)

1 elwb_gjwa

b—a jw




Variables aléatoires continues

» Gaussienne N(u, c?)
" SX =R

1 (x—u)?
) fX(x) = V21mo? €Xp (_ 202 )
= Fy(x) = if_og)x_“)/ae"tz/zdt

21 J—
" Ux = U
= 0f =0
© 1 (x—p)*\ i
= Oy (w) = ex (——)ef“’xdxz
X( ) f—oo 2102 p 2072
. fw?
=e]ﬂw 2

= V.a. normale
= = gaussienne normalisee N(0,1)



Variables aléatoires continues

= Exponentielle (1)

Mesure le temps entre deux arrivées successives de
clients dans un processus poissonien

SX — [0' OO)

fx(x) = de~™

Fy(x)=1—e

py = A~

o2 = 172

Oy (w) = fooo e el X dy = /1[000 eU@=X gy —

A . oo A
— Jw-Dx]" —
jw — A & ]0 A—jw
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Variables aléatoires continues

= Propriété: v.a. exponentielle est sans mémoire
« PX>t+T|IX>T) =
P(X>t+T,X>T)
P(X>T)
P(X>t+T)
P(X>T)
o —A(t+T)
o—AT

=e M =P(X >t)



Géometrique vs exponentielle

1 1 — Fx(x)




Variables aléatoires continues

= V.a. Gamma (4, a):
= A «rate» ou «inverse scale», a: «shape»
= Sx = (0,)

A(Ax)a—le—)lx

= fr(x) = @ , a>0,y>0
= px =afl
« 0f = a/A?
1
= D =
T

« Fonction I'(.):
= ['(u) = fooox“‘le_xdx; FG) =/

= Geénéralisation du factoriel: T'(u + 1) = ul'(u)
=>T(u+1) =u!
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Variables aleatoires continues

= Propriétés de la v.a. Gamma:
= Gamma (4,m) - Erlang (1, m)

- Gamma Gg) > X2(v) (Chi-carré)

=1
2

"= % v est le # de degrés de liberté
. X~N(0,1),Y = X2~X2(1)

= Dem:
. _ IxGy) | Fx(=Vy)
fr») 205 T 275
1 y y e_% 2e7Y/2
= P +e 2] = _7

ey 75~ ()
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