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 𝜁𝑖: résultat d’une expérience 

 𝐴 = 𝜁3, 𝜁5, 𝜁17 : évènement 

 Ω = tous les ζ𝑖 : évènement certain 

 ∅ = {}: évènement impossible 

 Probabilité: 
 𝑃(𝐴): probabilité de l’évènement 𝐴 

 𝑃(𝐴) ≥ 0 

 𝑃 Ω = 1 

 Si 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅, alors 𝑃 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝑃 𝐴 + 𝑃 𝐵  

 Si 𝐴1, 𝐴2, … tel que 𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 = ∅, alors 

𝑃( 𝐴𝑖) =  𝑃(𝐴𝑖)
∞
𝑖=1

∞
𝑖=1  
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A 

Ω 

𝜁3 

𝜁17 𝜁5 



 𝑃 𝐴 = 1 − 𝑃(𝐴) 
 Dém: 

 Ω = A ∪ 𝐴  ⇒ 𝑃 A ∪ 𝐴 = 𝑃 Ω = 1 

 𝐴 ∩ 𝐴 = ∅ ⇒ 𝑃 A ∪ 𝐴 = 𝑃 𝐴 + 𝑃(𝐴 ) 

 𝑃 𝐴 ≤ 1 

 𝑃 ∅ = 0 

 𝑃 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝑃 𝐴 + 𝑃 𝐵 − 𝑃 𝐴 ∩ 𝐵  

 Si 𝐴 ⊆ 𝐵 ⟹ 𝑃(𝐴) ≤ 𝑃(𝐵) 
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 𝐴 ∪ 𝐵 = (𝐴 ∩ 𝐵 ) ∪ (𝐴 ∩ 𝐵) ∪ (𝐴 ∩ 𝐵) 

 𝐴 = (𝐴 ∩ 𝐵 ) ∪ (𝐴 ∩ 𝐵) 

 𝐵 = (𝐴 ∩ 𝐵) ∪ (𝐴 ∩ 𝐵) 

 ⇒ 𝑃 𝐴 = 𝑃 𝐴 ∩ 𝐵 + 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 

 ⇒ 𝑃 𝐵 = 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) + 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 

 𝑃 𝐴 ∪ 𝐵 =

𝑃 𝐴 − 𝑃 𝐴 ∩ 𝐵 + 𝑃 𝐵 − 𝑃 𝐴 ∩ 𝐵 + 𝑃 𝐴 ∩ 𝐵  

= 𝑃 𝐴 + 𝑃 𝐵 − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 
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A B 



 𝑃 𝐴 𝐵 =
𝑃(𝐴∩𝐵)

𝑃(𝐵)
 

 Propriétés importantes: 
 Théorème des probabilités totales: 

 Si 𝐴1, … , 𝐴𝑛  est une partition de Ω, càd, 

𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪⋯∪ 𝐴𝑛 = Ω, 

𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 = ∅ 

 alors 

𝑃 𝐵    = 𝑃 𝐵 ∩ Ω = 𝑃 𝐵 ∩ 𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪⋯∪ 𝐴𝑛 = 

  = 𝑃 𝐵 ∩ 𝐴1 ∪ 𝐵 ∩ 𝐴2 ∪⋯∪ 𝐵 ∩ 𝐴𝑛 = 

  = 𝑃 𝐵 ∩ 𝐴1 + 𝑃 𝐵 ∩ 𝐴2 +⋯+ 𝑃 𝐵 ∩ 𝐴𝑛 = 

  =  𝑃 𝐵 𝐴𝑖 𝑃(𝐴𝑖)
𝑛
𝑖=1  
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 𝑃 𝐴 𝐵 =
𝑃(𝐴∩𝐵)

𝑃(𝐵)
 

 Propriétés importantes: 
 Règle de Bayes: 

 Soit {𝐴1, … , 𝐴𝑛} une partition de Ω 

𝑃 𝐴𝑖 𝐵 =
𝑃 𝐵 𝐴𝑖 𝑃(𝐴𝑖)

 𝑃 𝐵 𝐴𝑗 𝑃 𝐴𝑗𝑗
 

 Dém: 

 𝑃 𝐴𝑖 ∩ 𝐵 = 𝑃 𝐴𝑖 𝐵 𝑃 𝐵 = 𝑃 𝐵 𝐴𝑖 𝑃(𝐴𝑖) 

 𝑃 𝐵 =  𝑃 𝐵 𝐴𝑖 𝑃(𝐴𝑖)
𝑛
𝑗=1  (prob. totales) 
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 𝐴 et 𝐵 sont indépendants si 

𝑃 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝑃 𝐴 𝑃(𝐵) 
 ⇒ 𝑃 𝐴 𝐵 = 𝑃(𝐴) 

 ⇒ 𝑃 𝐵 𝐴 = 𝑃(𝐵) 

 

 (𝐴, 𝐵, 𝐶) sont indépendants si  

𝑃 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝑃 𝐴 𝑃 𝐵  
𝑃 𝐴 ∩ 𝐶 = 𝑃 𝐴 𝑃 𝐶  

𝑃 𝐵 ∩ 𝐶 = 𝑃 𝐵 𝑃 𝐶  

𝑃 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶 = 𝑃 𝐴 𝑃 𝐵 𝑃(𝐶) 
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 𝑃 𝐴 ∩ 𝐵 =
1

4
=

1

2
∙
1

2
= 𝑃 𝐴 𝑃 𝐵  

 𝑃 𝐴 ∩ 𝐶 =
1

4
= 𝑃 𝐴 𝑃 𝐶  

 𝑃 𝐵 ∩ 𝐶 =
1

4
= 𝑃 𝐵 𝑃 𝐶  

 Mais: 

𝑃 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶 = 𝑃 ∅ ≠
1

8
= 𝑃 𝐴 𝑃 𝐵 𝑃(𝐶) 
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𝐶2 

𝐶1 𝐴 = {𝑦 > 0.5} 

𝐵
=
{𝑥

<
0
.5
} 



 𝐵 = {𝑋 𝜁 :  𝜁 ∈ 𝐴} 

 𝐴 = {𝜁: 𝑋(𝜁) ∈ 𝐵} 

 𝑃 𝐴 = 𝑃(𝐵) 

 𝑆𝑋 = {𝑋 𝜁 :  𝜁 ∈ Ω} 

9 

Ω 

𝜁𝑖  ℝ 

𝑋(𝜁𝑖) 

𝐴 
𝐵 𝑥 



 (Cumulative distribution function, CDF) 

 𝐹𝑋 𝑥 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥  

              = 𝑃 𝐴  pour 𝐴 = {𝜁 ∈ Ω: 𝑋(𝜁) ≤ 𝑥} 

 Propriétés: 
 0 ≤ 𝐹𝑋 𝑥 ≤ 1 

 lim
𝑥→−∞

𝐹𝑋 𝑥 = 0, lim
𝑥→+∞

𝐹𝑋 𝑥 = 1 

 𝑎 < 𝑏 ⇒ 𝐹𝑋 𝑎 ≤ 𝐹𝑋 𝑏  

 𝑃 𝑎 < 𝑋 ≤ 𝑏 = 𝐹𝑋 𝑏 − 𝐹𝑋 𝑎  

 𝐹𝑋(𝑥) est continue à droite, càd 

𝐹𝑋 𝑥 = lim
𝜖→0

𝐹𝑋 𝑥 + 𝜖 = 𝐹𝑋(𝑥
+) 

 

10 



 Si 𝑋 prend un nombre dénombrable de valeurs 

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … = 𝑆𝑋 

 𝑃 𝑋 = 𝑥𝑖 = 𝐹𝑋 𝑥𝑖 − 𝐹𝑋 𝑥𝑖
− = 𝑝𝑖 
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𝑥 

1 

𝑥1 0 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 

𝐹𝑋(𝑥) 



 𝐹𝑋 𝑥  continue, 𝑋 prend un nombre infini de valeurs 

 𝑃 𝑋 = 𝑥 = 0 
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𝑥 

1 

0 

𝐹𝑋(𝑥) 



 𝑋 prend un nombre infini de valeurs, mais 𝐹𝑋 𝑥  

n’est pas continue  
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𝑥 

1 

0 𝑥1 𝑥2 

𝐹𝑋(𝑥) 



  𝑓𝑋 𝑥 =
𝑑𝐹𝑥(𝑥)

𝑑𝑥
 

 V.a. discrète (𝑝𝑖 = 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖)) 

 𝑓𝑋 𝑥 =  𝑝𝑖𝛿(𝑥 − 𝑥𝑖)𝑖  

 Propriétés: 

 𝑝𝑖 ≥ 0 

  𝑝𝑖 = 1 

 𝑃 𝑋 ≤ 𝑎 = 𝐹𝑋 𝑎 =  𝑝𝑖𝑥𝑖≤𝑎
 

 𝑃 𝑋 = 𝑥𝑖 = 𝐹 𝑥𝑖 − 𝐹𝑋(𝑥𝑖
−) 
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  𝑓𝑋 𝑥 =
𝑑𝐹𝑥(𝑥)

𝑑𝑥
 

 V.a. continue 

 Propriétés: 

 𝑓𝑋 𝑥 ≥ 0 

  𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥 = 1
∞

−∞
 

 𝑃 𝑋 ≤ 𝑎 = 𝐹𝑋 𝑎 =  𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥
𝑎

−∞
 

 𝑃 𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏 =  𝑓𝑋(𝑥)
𝑏

𝑎
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  𝑌 = 𝑔(𝑋) 
 Exemple: 𝑔 𝑋 = 𝑋2 

 𝐹𝑌 𝑦  = 𝑃 𝑌 ≤ 𝑦  

 = 𝑃 𝑋2 ≤ 𝑦  

               = 𝑃(− 𝑦 ≤ 𝑋 ≤ 𝑦) (𝑦 ≥ 0) 

           =  
𝐹𝑋 𝑦 − 𝐹𝑋 − 𝑦             si 𝑦 > 0

             0                                   si 𝑦 ≤ 0
 

 𝑓𝑌(𝑦) =
𝑑𝐹𝑌(𝑦)

𝑑𝑦
 

 =
1

2 𝑦

𝑑𝐹𝑋( 𝑦)

𝑑( 𝑦)
−

−1

2 𝑦

𝑑𝐹𝑋 − 𝑦

𝑑 − 𝑦
 

 =
𝑓𝑋( 𝑦)

2 𝑦
+

𝑓𝑋(− 𝑦)

2 𝑦
, si 𝑦 > 0   
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𝑌 = 𝑋2 

𝑦 

− 𝑦 𝑦 



  

𝐴 = 𝑦 < 𝑌 < 𝑦 + 𝑑𝑦

𝐴 = 𝑥1 < 𝑋 < 𝑥1 + 𝑑𝑥1 ∪ 𝑥2 + 𝑑𝑥2 < 𝑋 < 𝑥2 ∪

                                              ∪ 𝑥3 < 𝑋 < 𝑥3 + 𝑑𝑥3
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𝑥 0 

𝑦 = 𝑔(𝑥) 

𝑥1 

𝑥1 + 𝑑𝑥1 

𝑥2 + 𝑑𝑥2 

𝑥2 

𝑥3 

𝑥3 + 𝑑𝑥3 

𝑦 
𝑦 + 𝑑𝑦 



  
𝑃(𝐴) ≅ 𝑓𝑌 𝑦 |𝑑𝑦|

𝑃(𝐴) ≅ 𝑓𝑋 𝑥1 𝑑𝑥1 + 𝑓𝑋 𝑥2 |𝑑𝑥2| + 𝑓𝑋 𝑥3 |𝑑𝑥3|
 

 ⇒  𝑓𝑌 𝑦 =  𝑓𝑋(𝑥𝑖)
𝑑𝑥𝑖

𝑑𝑦𝑖 =  
𝑓𝑋(𝑥𝑖)

|𝑔′(𝑥𝑖)|
𝑖  

 En résumé: 
 {𝑥𝑖} sont les racines de 𝑔 𝑥𝑖 = 𝑦 

  𝑓𝑌 𝑦 =  
𝑓𝑋(𝑥𝑖)

|𝑔′(𝑥𝑖)|
𝑖  

18 



 Espérance (mathématique) ou moyenne: 

 𝜇𝑋 = 𝐸 𝑋 =  𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥
∞

−∞
 

 Cas discret: 𝑃 𝑋 = 𝑥𝑖 = 𝑝𝑖 

𝐸[𝑋]  =  𝑥  𝑝𝑖𝛿(𝑥 − 𝑥𝑖)𝑖
∞

−∞
𝑑𝑥 

  =  𝑝𝑖  𝑥𝛿(𝑥 − 𝑥𝑖)
∞

−∞
𝑑𝑥𝑖 =  𝑝𝑖𝑥𝑖𝑖  

 Variance: 

 𝜎𝑋
2 = 𝐸 𝑋 − 𝜇𝑋

2 =  (𝑥 − 𝜇𝑋)
2𝑓 𝑥 𝑑𝑥

∞

−∞
 

 Cas discret: 

𝐸 𝑋 − 𝜇𝑋
2   =  𝑥 − 𝜇𝑋

2( 𝑝𝑖𝛿(𝑥 − 𝑥𝑖))𝑑𝑥𝑖
∞

−∞
 

   =  𝑝𝑖  𝑥 − 𝜇𝑋
2𝛿 𝑥 − 𝑥𝑖 𝑑𝑥

∞

−∞𝑖  

   =  𝑝𝑖 𝑥𝑖 − 𝜇𝑋
2

𝑖  

 Ecart-type: 𝜎𝑋 
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 𝐸 𝑔 𝑋 =  𝑔 𝑥 𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥
∞

−∞
 

 Exemple: 
 𝑔 𝑋 = 𝑎0 + 𝑎1𝑋 + 𝑎2𝑋

2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑋
𝑛 

 𝐸 𝑔 𝑋 = 𝑎0 + 𝑎1𝐸 𝑋 + 𝑎2𝐸 𝑋2 +⋯+ 𝑎𝑛𝐸[𝑋
𝑛] 

 Moment d’ordre 𝑛: 𝐸 𝑋𝑛 =  𝑥𝑛𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥
∞

−∞
 

 Moyenne: 𝜇𝑋 = 𝐸[𝑋] 

 Variance:  𝜎𝑋
2 = 𝐸 𝑋 − 𝜇𝑋

2 = 𝐸 𝑋2 − 2𝜇𝑋𝑋 + 𝜇𝑋
2  

 = 𝐸 𝑋2 − 2𝜇𝑋𝐸 𝑋 + 𝜇𝑋
2  

 = 𝐸 𝑋2 − 𝐸 𝑋 2 
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 Fonction caractéristique (characteristic function): 

 𝜱𝑿 𝝎 = 𝑬 𝒆𝒋𝝎𝑿 =  𝒇𝑿(𝒙)
∞

−∞
𝒆𝒋𝝎𝒙𝒅𝒙 

 Propriétés: 

 𝑓𝑋 𝑥 =
1

2𝜋
 Φ𝑋 𝜔
∞

−∞
𝑒−𝑗𝜔𝑥𝑑𝜔 

 𝐸 𝑋𝑘 = 𝑗−𝑘
𝑑𝑘Φ𝑋 𝜔

𝑑𝜔𝑘
𝜔=0

 

 Φ𝑋 𝜔 ≤ Φ𝑋 0 = 1 

 Fonction génératrice de moment (moment-

generating function): 

 Φ 𝑋 𝑠 = 𝐸 𝑒𝑠𝑋 =  𝑓𝑋(𝑥)
∞

−∞
𝑒𝑠𝑋𝑑𝑥 

 Propriété: 

 Φ 𝑋 𝑠 = 𝑗𝜔 = Φ𝑋 𝜔  
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 Fonction génératrice de cumulant 

 𝜳𝑿 𝝎 = 𝐥𝐧𝜱𝑿(𝝎) 
 Propriété: 

  Ψ𝑋 𝜔 =  𝐾𝑖
𝑗𝜔 𝑖

𝑖!
∞
𝑖=1  

 𝐾𝑖: cumulants 

 𝐸 𝑋 = 𝐾1 

 𝐸 𝑋2 = 𝐾2 + 𝐾1
2 

 𝐸 𝑋3 = 𝐾3 + 3𝐾2𝐾1 + 𝐾1
3 

 … 
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 S’applique aux v.a. discrètes et qui prennent des 

valeurs uniformément espacées 
 Exemple: 𝑆𝑋 = ℕ = {0,1,2,3,… } 

 𝐺𝑋 𝑧 =  𝑧𝑖𝑃(𝑋 = 𝑖)∞
𝑖=0 =  𝑧𝑖𝑝𝑖

∞
𝑖=0 = 𝐸[𝑧𝑋] 

 Propriétés: 

  𝑷 𝑿 = 𝒌 = 𝒑𝒌 =
𝟏

𝒌!

𝒅𝒌𝑮𝑿 𝒛

𝒅𝒛𝒌 𝒛=𝟎
 

  𝑬 𝑿 𝑿 − 𝟏 𝑿 − 𝟐 … 𝑿 − 𝒏 + 𝟏 =
𝒅𝒏𝑮𝑿 𝒛

𝒅𝒛𝒏 𝒛=𝟏
 

 𝜇𝑋 = 𝐸 𝑋 =
𝑑𝐺𝑋 𝑧

𝑑𝑧 𝑧=1
 

 𝜎𝑋
2 = 𝐸 𝑋2 − 𝐸 𝑋 2 

=
𝑑2𝐺𝑋 𝑧

𝑑𝑧2
𝑧=1

+
𝑑𝐺𝑋 𝑧

𝑑𝑧
𝑧=1

−
𝑑𝐺𝑋 𝑧

𝑑𝑧

2

𝑧=1

 
23 



 Inégalité de Markov: 

  𝑷 𝑿 ≥ 𝒂 ≤
𝑬[𝑿]

𝒂
,   𝑿 ≥ 𝟎 

 Dém: 

 𝐸 𝑋    =  𝑥𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥
𝑎

0
+  𝑥𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥

∞

𝑎
 

  ≥  𝑥𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥
∞

𝑎
≥  𝑎𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥

∞

𝑎
 

  = 𝑎  𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥
∞

𝑎
= 𝑎𝑃(𝑋 ≥ 𝑎) 

 

 

24 𝑥 

1 𝑓𝑋(𝑥) 
x 

𝑎 



 Inégalité de Tchebychev (Chebyshev): 

  𝑷 𝑿 − 𝝁𝑿 ≥ 𝒂 ≤
𝝈𝑿
𝟐

𝒂𝟐
 

 Dém: 

 Soit 𝑌2 = 𝑋 − 𝜇𝑋
2 

 𝑃 𝑌2 ≥ 𝑎2 = 𝑃 𝑋 − 𝜇𝑋 ≥ 𝑎  

 Inégalité de Markov: 𝑃 𝑌2 ≥ 𝑎2 ≤
𝐸[𝑌2]

𝑎2
=

𝐸[ 𝑋−𝜇𝑋
2]

𝑎2
=

𝜎𝑋
2

𝑎2
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1

▪ Inégalité de Jensen

▪ Fonction convexe 𝑔 𝑥 :  ∀𝑡 ∈ 0,1 ,

𝑔 𝑡𝑥 + 1 − 𝑡 𝑥′ ≤ 𝑡𝑔 𝑥 + 1 − 𝑡 𝑔 𝑥′

▪ Propriété: ∀𝑎 ∈ ℝ, ∃𝜃(i.e., 𝜃(𝑎)) tel que

 𝑔 𝑥 ≥ 𝑔 𝑎 + 𝜃(𝑥 − 𝑎) ∀ 𝑥 ∈ ℝ

▪ 𝒈 𝑬 𝑿 ≤ 𝑬 𝒈 𝑿

▪ Dém:
▪ Prenons 𝑎 = 𝐸 𝑋 , 𝑥 = 𝑋

▪ 𝑔 𝑋 ≥ 𝑔 𝐸 𝑋 + 𝜃(𝑋 − 𝐸 𝑋 )

▪ 𝐸[𝑔 𝑋 ] ≥ 𝑔 𝐸 𝑋 + 𝜃(𝐸[𝑋] − 𝐸 𝑋 )
𝑔 𝑥

𝑔 𝑥′

𝑡𝑥 + 1 − 𝑡 𝑥′

𝑥 𝑥′

𝑡𝑔 𝑥 + 1 − 𝑡 𝑔(𝑥′)

𝑔 𝑡𝑥 + 1 − 𝑡 𝑥′

𝑎

𝑔 𝑎



 Bernoulli («coin flip») 
 Fonction indicatrice d’un évènement 𝐴: 

1{𝜁∈𝐴} = 𝐼𝐴 𝜁 =  
0, si  𝜁 ∉ 𝐴
 1, si  𝜁 ∈ 𝐴

 

 𝑋 = 𝐼𝐴 est une v.a. dont 𝑆𝑋 = {0,1} et caractérisée par un 

paramètre 𝑝 

  
𝑃 𝑋 = 0 = 1 − 𝑝

𝑃 𝑋 = 1 = 𝑝       
 

 𝜇𝑋 = 𝐸 𝑋 = 0 1 − 𝑝 + 1 ∙ 𝑝 = 𝑝 

 𝜎𝑋
2 = 𝐸 𝑋2 − 𝐸 𝑋 2 

 = 02 1 − 𝑝 + 12𝑝 − 𝑝2 
 = 𝑝 − 𝑝2 = 𝑝 1 − 𝑝  

 𝐺𝑋 𝑧 = 1 − 𝑝 + 𝑝𝑧 

26 

𝑥 

𝑓𝑋(𝑥) 

1 

𝑝𝛿(𝑥 − 1) 

(1 − 𝑝)𝛿(𝑥) 



 Binomiale (𝑛, 𝑝) 
 On répète une expérience de Bernoulli 𝑛 fois 

indépendamment. 

 𝑋 est la v.a. comptant le nombre des succès obtenus: 

𝑋 = 𝐼1 + 𝐼2 +⋯+ 𝐼𝑛 
 𝑆𝑋 = {0,1,2,… , 𝑛} 

 𝑷 𝑿 = 𝒌 = 𝒏
𝒌
𝒑𝒌 𝟏 − 𝒑 𝒏−𝒌, où  𝑛

𝑘
=

𝑛!

𝑘! 𝑛−𝑘 !
 

 𝜇𝑋 = 𝐸 𝑋 =  𝑘
𝑛!

𝑘! 𝑛−𝑘 !
𝑝𝑘 1 − 𝑝 𝑛−𝑘 = 𝒏𝒑𝑛

𝑘=0  

 𝜎𝑋
2 = 𝐸 𝑋2 − 𝐸 𝑋 2 = 𝒏𝒑(𝟏 − 𝒑) 

 𝐺𝑋 𝑧 =  𝑛
𝑘
𝑝𝑘 1 − 𝑝 𝑛−𝑘𝑧𝑘𝑛

𝑘=0  

=  
𝑛

𝑘
(𝑝𝑧)𝑘 1 − 𝑝 𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

= 𝒑𝒛 + 𝟏 − 𝒑
𝒏
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 Géométrique (𝑝): 
 On compte le nombre d’essais de Bernoulli nécessaires 

pour obtenir un succès (essais indépendants) 

 Version 1: 𝑋=nombre d’échecs avant le 1er succès 
 𝑆𝑋 = 0,1,2,…  

 𝑃 𝑋 = 𝑘 = 𝑝 1 − 𝑝 𝑘 

 𝐸 𝑋 =
1−𝑝

𝑝
,   𝜎𝑋

2 =
1−𝑝

𝑝2
 

 𝐺𝑋 𝑧 =  𝑝 1 − 𝑝 𝑘𝑧𝑘 = 𝑝 1 − 𝑝 𝑧
𝑘
=

𝑝

1− 1−𝑝 𝑧
∞
𝑘=0

∞
𝑘=0  

 Version 2: 𝑋′=nombre d’essais avant le 1er succès 
 𝑆𝑋 = 1,2,3,…  

 𝑃 𝑋 = 𝑘 = 𝑝 1 − 𝑝 𝑘−1 

 𝐸 𝑋 =
1

𝑝
,   𝜎𝑋

2 =
1−𝑝

𝑝2
 ,   𝐺𝑋′ 𝑧 =

𝑝𝑧

1− 1−𝑝 𝑧
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 Poisson (𝜇): 
 𝑋 est une v.a. comptant le nombre d’arrivées de clients 

dans un processus de Poisson pendant une unité de 

temps 𝜇 

 𝑆𝑋 = 0,1,2,… = ℕ 

 𝑃 𝑋 = 𝑘 =
𝜇𝑘

𝑘!
𝑒−𝜇 

 𝜇𝑋 = 𝐸 𝑋 = 𝜇 

 𝜎𝑋
2 = 𝜇 

 𝐺𝑋 𝑧 =  
𝜇𝑘

𝑘!
𝑒−𝜇𝑧𝑘 = 𝑒−𝜇  

(𝜇𝑧)𝑘

𝑘!
∞
𝑘=0

∞
𝑘=0 = 𝑒−𝜇𝑒𝜇𝑧 = 𝑒𝜇(𝑧−1) 
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 Soit 𝑋 une binomiale 𝑛, 𝑝 : 

 𝑃 𝑋 = 𝑘 = 𝑛
𝑘
𝑝𝑘 1 − 𝑝 𝑛−𝑘 

 Pour 𝑛𝑝 = 𝜇 constant et 𝑛 → ∞: 

  𝒑𝒌 →
𝝁𝒌

𝒌!
𝒆−𝝁 

 Dém: 

 𝑝0 =
𝑛
0
𝑝0 1 − 𝑝 𝑛 = 1 − 𝑝 𝑛 = 1 −

𝜇

𝑛

𝑛
→ 𝑒−𝜇 



𝑝𝑘+1

𝑝𝑘
=

𝑛
𝑘+1 𝑝𝑘+1 1−𝑝 𝑛−𝑘−1

𝑛
𝑘 𝑝𝑘 1−𝑝 𝑛−𝑘 =

(1−
𝑘

𝑛
)𝜇

(𝑘+1)(1−
𝜇

𝑛
)
→

𝜇

𝑘+1 
 

 𝑝𝑘+1 =
𝜇

𝑘+1
𝑝𝑘 =

𝜇

𝑘+1

𝜇

𝑘
𝑝𝑘−1 = ⋯ =

𝜇𝑘+1

𝑘+1 !
𝑝0 →

𝜇𝑘+1

(𝑘+1)!
𝑒−𝜇 
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 Uniforme (𝑎, 𝑏): 
 𝑆𝑋 = 𝑎, 𝑏  

 𝑓𝑋 𝑥 =
1

𝑏−𝑎
,  𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 

 𝜇𝑋 =
𝑎+𝑏

2
 

 𝜎𝑋
2 =

𝑏−𝑎 2

12
 

 Φ𝑋 𝜔 =  𝑓𝑋(𝑥)
∞

−∞
𝑒𝑗𝜔𝑥𝑑𝑥 =

1

𝑏−𝑎

𝑒𝑗𝜔𝑏−𝑒𝑗𝜔𝑎

𝑗𝜔
 

33 
𝑥 

1 𝑓𝑋(𝑥) 

𝑎 𝑏 



 Gaussienne 𝑁(𝜇, 𝜎2) 
 𝑆𝑋 = ℝ 

 𝑓𝑋 𝑥 =
1

2𝜋𝜎2
exp −

𝑥−𝜇 2

2𝜎2
 

 𝐹𝑋 𝑥 =
1

2𝜋
 𝑒−𝑡

2/2𝑑𝑡
−(𝑥−𝜇)/𝜎

−∞
 

 𝜇𝑋 = 𝜇 

 𝜎𝑋
2 = 𝜎2 

 Φ𝑋 𝜔 =  
1

2𝜋𝜎2
exp −

𝑥−𝜇 2

2𝜎2
∞

−∞
𝑒𝑗𝜔𝑥𝑑𝑥 = 

= 𝑒𝑗𝜇𝜔−
𝜎2𝜔2

2  

 V.a. normale 
 = gaussienne normalisée 𝑁(0,1) 
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 Exponentielle (𝜆) 
 Mesure le temps entre deux arrivées successives de 

clients dans un processus poissonien 

 𝑆𝑋 = [0,∞) 

 𝑓𝑋 𝑥 = 𝜆𝑒−𝜆𝑥 

 𝐹𝑋 𝑥 = 1 − 𝑒−𝜆𝑥 

 𝜇𝑋 = 𝜆−1 

 𝜎𝑋
2 = 𝜆−2 

 Φ𝑋 𝜔 =  𝜆𝑒−𝜆𝑥𝑒𝑗𝜔𝑥𝑑𝑥
∞

0
= 𝜆 𝑒 𝑗𝜔−𝜆 𝑥𝑑𝑥

∞

0
= 

=
𝜆

𝑗𝜔 − 𝜆
𝑒 𝑗𝜔−𝜆 𝑥

0

∞
=

𝜆

𝜆 − 𝑗𝜔
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 Propriété: v.a. exponentielle est sans mémoire 

 𝑃 𝑋 > 𝑡 + 𝑇 𝑋 > 𝑇 = 

    =
𝑃(𝑋>𝑡+𝑇,𝑋>𝑇)

𝑃(𝑋>𝑇)
= 

    =
𝑃(𝑋>𝑡+𝑇)

𝑃(𝑋>𝑇)
 

    =
𝑒−𝜆(𝑡+𝑇)

𝑒−𝜆𝑇
= 𝑒−𝜆𝑡 = 𝑃(𝑋 > 𝑡) 
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𝑥 

1 1 − 𝐹𝑋(𝑥) 



 V.a. Gamma (𝜆, 𝛼): 
 𝜆: «rate» ou «inverse scale», 𝛼: «shape» 

 𝑆𝑋 = 0,∞  

 𝑓𝑋 𝑥 =
𝜆 𝜆𝑥 𝛼−1𝑒−𝜆𝑥

Γ(𝛼)
,    𝛼 > 0, 𝛾 > 0 

 𝜇𝑋 = 𝛼/𝜆 

 𝜎𝑋
2 = 𝛼/𝜆2 

 Φ𝑋 𝜔 =
1

1−
𝑗𝜔

𝜆

𝛼 

 Fonction Γ(. ): 

 Γ u =  𝑥𝑢−1𝑒−𝑥𝑑𝑥
∞

0
;   Γ

1

2
= 𝜋 

 Généralisation du factoriel: Γ 𝑢 + 1 = 𝑢Γ(𝑢)  
⇒ Γ 𝑢 + 1 = 𝑢!  
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 Propriétés de la v.a. Gamma: 
 Gamma (𝜆,𝑚)  Erlang  𝜆,𝑚  

 Gamma 
1

2
,
𝜈

2
  Χ2(𝜈) (Chi-carré) 

 𝜆 =
1

2
 

 𝛼 =
𝜈

2
, 𝜈 est le # de degrés de liberté 

 𝑋~𝑁 0,1 , 𝑌 = 𝑋2~Χ2(1) 

 Dém: 

 𝑓𝑌 𝑦 =
𝑓𝑋( 𝑦)

2 𝑦
+

𝑓𝑋(− 𝑦)

2 𝑦
 

=
1

2 2𝜋 𝑦
𝑒−

𝑦
2 + 𝑒−

𝑦
2 =

𝑒−
𝑦
2

2𝜋𝑦
=
𝑦−

1
2𝑒−𝑦/2

2
1
2Γ

1
2
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