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Exercice 1 (10 points)

1. Les conditions limites sont résumées dans la table [1l

TABLE 1 — Conditions limites

Surface Condition | Composantes de o
l’ZO\(O,O,O) t=20 O':Jca::Txy:Tzz:O
r=1L t=20 Opzx = Ty = Toz = 0
y=20 Uy =0 Tye = Tyz = 0
y=a t=20 Oyy = Ty = Tyz =0
z=0 u, =0 Tox = Toy = 0
z=ua t=20 Ony = Tgz = Ty, =0

Avec la condition supplémentaire que u,(0,0,0) = 0.
2. L’équation d’équilibre s’écrit :
div(e) +b=0 (1)

Pour g = 0, cette équation est satisfaite car il n’y a pas de force volumique appliquée a la poutre.

3. La loi de Hooke pour un solide élastique soumis a un champ de température 6 s’écrit :
1
€ij = E ((1 + V)O'Z'j — V(Sijo'kk) + 04961‘]' (2)
Puisque 0;; =0 et 6 = vy, on a :
€ij = a'yxéij (3)

¢ ¢tant linéaire en x, les dérivées secondes des équations de compatibilité sont toutes nulles. La
compatibilité est satisfaite.

4. Le champ de déplacement a la forme :

ayr 0 0
€= 0 ayz O (4)
0 0 ayzx

Ce champ étant linéaire en x, toutes les dérivées des conditions de compatibilité cinématique sont
nulles. Les conditions sont donc satisfaites. On peut intégrer la déformation pour trouver w :

ux(xay7z) = %a7$2+f1(y7z) (5)
uy(xay7z) = 047$y+f2(3372) (6>

u(r,y,2) = oyez+ f3(z,y) (7)



Ou fi, f2 et f3 sont les constantes d’intégration a déterminer. En utilisant les conditions aux limites,

on a :
uy(2,0,2) = foz,2) =0 V(z,2) (8)
us(2,y,0) = fs(z,y) =0 V(z,y) (9)
Ce qui donne :
wle,,2) = 5002+ fily, ) (10)
uy(z,y,2) = ayzy (11)
uy(z,y,2) = ayrz (12)

Pour trouver fi, on utilise le fait que €10 =0 :

€12 = 0
Ouy Oug
am + oy 0
oft
A Giy = —avy

En appliquant le méme raisonnement pour €13 = 0 et en utilisant le fait que u, = 0 a l'origine, on

obtient :
1
ux(xa Y, Z) = 504'7 ((L‘ - y - Z2) (13>
uy(z,y,2) = ayxy (14)
uy(v,y,2) = ayrz (15)

5. L’augmentation locale de volume est :
Tr(e) = 3ayx (16)

L’augmentation totale de volume est donc :

AV = /V Tr(e) AV

Exercice 2 (10 points)

1. (a) Pour la barre 1, u(z) = —%ax%— 20, e(z) = —2}?, o(x) = —%El et Ny = —Q—h‘sElAl.

Méme raisonnement pour la barre 2, u(z) = Xz, e(z) = 2, o(z) = 2LE; et No = 2B As.

(b) L’énergie élastique est
1
FE, = 5/ o:edV

= 2 <A2/0 (2};5) d$+A1/ E1 2}?) d.%')

52
= 5 —(E1 A1 + ExAy)



L’énergie potentielle est :

52
Epot = Eel - WFext = Z(ElAl + EZAQ) + P§

dFEpot

s =0
= QT?(ElAl + E2A2) +P=0
PN § = P h

) FE1A1+FE>As

(d) Non car le champ de déplacement dans une barre soumise & une force a son extrémité est linéaire.

2. (a) ,

)
Eq = F(EIAI + E2A)

Le travail des forces est exprimé ainsi :

Whext = /—pgudV
1%
4 h
= —Ag/o pggu(x)da:—Alﬁ prgu(x) dz
3
oh
= —gz(A1ﬂ1+A2P2)
Donc :

52 oh
Eyot = Eop — Wrext = W(Ep‘h + E2Ag) + gz(AIPI + Aapo)

dEpot _ 0
do
& 2 (B1A)+ EyAy) + gh(A1pr + Azpa) =0
& § = —9h? Aipi+Asps

8 FE1A1+FE>As

(¢) Oui car une barre soumise & une force répartie constante a un champ de déplacement quadratique.

Exercice 3 (6 points)

1. Sur le bord du trou, la structure est libre d’efforts. Ainsi, il faut vérifier que

Vo, a(r =a)e, =0

- (17)
VO, opp(r=a) =0et T9(r =a) =0
C’est bien le cas puisque lorsque r = a le facteur (1 — i—i) s’annule.

Il faut également vérifier les conditions aux limites en effort sur le périmetre de la plaque, c’est-a-dire
loin du trou. Ainsi, lorsque r tend vers I'infini et que § = 0 ou @ = 7, on a bien o, = p.



2. On sait que cos 20 vaut -1 en § = 7. Par conséquent, ogg est maximum en r = a et § = 5 et vaut 3p.

3. Cherchons I'endroit dans la plaque ou 7,4 est maximum. sin 26 est maximum en 6 = 7 et le produit

(1 - ?—;) (1 + 3?—5) est maximum en ;‘f—z = %, c’est-a-dire en r = ay/3. A ce moment, 7,.9(av/3, -7 =

2p
3

4. A présent, on se place au bord du trou. Les champs de contraintes deviennent :

o =0

ogg = p (1 — 2 cos20)

79 =0

Le cisaillement maximal est 7,00 = %(01 —or7)

Tmax = 5(01 - UII)

Tmazx =

3p
2

Elle agit sur le plan de normale —sin (§) e, + cos (§) ¢,

5. La contrainte maximale 0,4, est la contrainte calculée & la question 2. Ainsi

oge(a, 5)

Omazx
K = Tmae _

Oz

p

=3

(20)



