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Exercice 1 (10 points)

1. Les conditions limites sont résumées dans la table 1.

Table 1 – Conditions limites
Surface Condition Composantes de σ

x = 0 \ (0, 0, 0) t = 0 σxx = τxy = τxz = 0
x = L t = 0 σxx = τxy = τxz = 0
y = 0 uy = 0 τyx = τyz = 0
y = a t = 0 σyy = τxy = τyz = 0
z = 0 uz = 0 τzx = τzy = 0
z = a t = 0 σzz = τxz = τyz = 0

Avec la condition supplémentaire que ux(0, 0, 0) = 0.
2 point if all conditions are correct

2. L’équation d’équilibre s’écrit :
div(σ) + b = 0 (1)

Pour σ = 0, cette équation est satisfaite car il n’y a pas de force volumique appliquée à la poutre.
0.5 points for equilibrium equation, 0.5 points for verification that σ satisfies equilibrium

3. La loi de Hooke pour un solide élastique soumis à un champ de température θ s’écrit :

εij = 1
E

((1 + ν)σij − νδijσkk) + αθδij (2)

Puisque σij = 0 et θ = γx, on a :
εij = αγxδij (3)

ε étant linéaire en x, les dérivées secondes des équations de compatibilité sont toutes nulles. La
compatibilité est satisfaite. 0.5 point for Hooke (either form), 1 point for ε, 0.5 point for compatibility

4. Le champ de déplacement a la forme :

ε =

αγx 0 0
0 αγx 0
0 0 αγx

 (4)

Ce champ étant linéaire en x, toutes les dérivées des conditions de compatibilité cinématique sont
nulles. Les conditions sont donc satisfaites. On peut intégrer la déformation pour trouver u :

ux(x, y, z) = 1
2αγx

2 + f1(y, z) (5)

uy(x, y, z) = αγxy + f2(x, z) (6)
uz(x, y, z) = αγxz + f3(x, y) (7)



Où f1, f2 et f3 sont les constantes d’intégration à déterminer. En utilisant les conditions aux limites,
on a :

uy(x, 0, z) = f2(x, z) = 0 ∀(x, z) (8)
uz(x, y, 0) = f3(x, y) = 0 ∀(x, y) (9)

Ce qui donne :

ux(x, y, z) = 1
2αγx

2 + f1(y, z) (10)

uy(x, y, z) = αγxy (11)
uz(x, y, z) = αγxz (12)

Pour trouver f1, on utilise le fait que ε12 = 0 :

ε12 = 0

⇔ ∂uy
∂x

+ ∂ux
∂y

= 0

⇔ ∂f1
∂y

= −αγy

En appliquant le même raisonnement pour ε13 = 0 et en utilisant le fait que ux = 0 à l’origine, on
obtient :

ux(x, y, z) = 1
2αγ

(
x2 − y2 − z2

)
(13)

uy(x, y, z) = αγxy (14)
uz(x, y, z) = αγxz (15)

1.5 point for expression of u with constants, 1.5 points if constants were correctly determined
5. L’augmentation locale de volume est :

Tr(ε) = 3αγx (16)
L’augmentation totale de volume est donc :

∆V =
∫
V

Tr(ε) dV

= a2
∫ L

0
3αγx dx

= 3
2αγa

2L2

0.5 points for mention of trace, 1.5 points if integration is correct

Exercice 2 (10 points)

1. (a) Pour la barre 1, u(x) = −2δ
h x+ 2δ, ε(x) = −2δ

h , σ(x) = −2δ
h E1 et N1 = −2δ

h E1A1.
Même raisonnement pour la barre 2, u(x) = 2δ

h x, ε(x) = 2δ
h , σ(x) = 2δ

h E2 et N2 = 2δ
h E2A2. 2

points total for N1 and N2

(b) L’énergie élastique est

Eel = 1
2

∫
V
σ : εdV

= 1
2

(
A2

∫ h
2

0
E2(2δ

h
)2 dx+A1

∫ h

h
2

E1(−2δ
h

)2 dx
)

= δ2

h
(E1A1 + E2A2)

2



L’énergie potentielle est :

Epot = Eel −WFext = δ2

h
(E1A1 + E2A2) + Pδ

1 point for elastic energy, 1 point for Pδ
(c)

dEpot
dδ = 0

⇔ 2δ
h (E1A1 + E2A2) + P = 0

⇔ δ = −P
2

h
E1A1+E2A2

1 point
(d) Non car le champ de déplacement dans une barre soumise à une force à son extrémité est linéaire.

1 point
2. (a)

Eel = δ2

h
(E1A1 + E2A2)

Le travail des forces est exprimé ainsi :

WFext =
∫
V
−ρgudV

= −A2

∫ h
2

0
ρ2gu(x) dx−A1

∫ h

h
2

ρ1gu(x) dx

= −g δh4 (A1ρ1 +A2ρ2)

Donc :
Epot = Eel −WFext = δ2

h
(E1A1 + E2A2) + g

δh

4 (A1ρ1 +A2ρ2)

1.5 point for correct external work, 0.5 for elastic energy (same as previous loading case)
(b)

dEpot
dδ = 0

⇔ 2δ
h (E1A1 + E2A2) + g h4 (A1ρ1 +A2ρ2) = 0

⇔ δ = −gh2

8
A1ρ1+A2ρ2
E1A1+E2A2

1 point
(c) Oui car une barre soumise à une force répartie constante a un champ de déplacement quadratique.

1 point

Exercice 3 (6 points)

1. Sur le bord du trou, la structure est libre d’efforts. Ainsi, il faut vérifier que

∀θ, σ(r = a)er = 0
∀θ, σrr(r = a) = 0 et τrθ(r = a) = 0

(17)

C’est bien le cas puisque lorsque r = a le facteur
(
1− a2

r2

)
s’annule.

Il faut également vérifier les conditions aux limites en effort sur le périmètre de la plaque, c’est-à-dire
loin du trou. Ainsi, lorsque r tend vers l’infini et que θ = 0 ou θ = π, on a bien σrr = p.
2 points for the condition in r = a, bonus points for the condition on the sides of the structure, that
is to say, far from the hole so when r tends to infinity
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2. On sait que cos 2θ vaut -1 en θ = π
2 . Par conséquent, σθθ est maximum en r = a et θ = π

2 et vaut 3p.
1 points

3. Cherchons l’endroit dans la plaque où τrθ est maximum. sin 2θ est maximum en θ = π
4 et le produit(

1− a2

r2

) (
1 + 3a2

r2

)
est maximum en a2

r2 = 1
3 , c’est-à-dire en r = a

√
3. A ce moment, τrθ(a

√
3,−π

4 ) =
2p
3
1 points

4. A présent, on se place au bord du trou. Les champs de contraintes deviennent :

σrr = 0
σθθ = p (1− 2 cos 2θ)
τrθ = 0

(18)

Le cisaillement maximal est τmax = 1
2(σI − σII)

τmax = 1
2(σI − σII)

τmax = 3p
2

(19)

Elle agit sur le plan de normale − sin
(
π
4
)
ex + cos

(
π
4
)
ey 1 point

5. La contrainte maximale σmax est la contrainte calculée à la question 2. Ainsi

K = σmax
σxx

=
σθθ(a, π2 )

p
= 3 (20)

1 point
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