EPFL - CMS Analyse I

Exemples de révision controle 1

1. trouver ’ensemble des = € R qui satisfont I'inégalité
V2mx > x —4m

en fonction du parametre m € R.

La premiere chose déterminer est I’ensemble de définition Dg.r. Le seul terme
susceptible d’étre problématique dans cette inégalité est la racine : il faut que
2mx > 0. L'ensemble de définition dépend donc de la valeur du parametre m
et on a les cas
R_ sim <0,
Dier =< R sim =0,
Ry sim>0.

Sur cet ensemble de définition on peut procéder a la résolution suivant la
regle

g(z) <0 (a)
f(x) >g(x) <= ou

i@ s ) )

Dans notre cas cela donne

r—4m <0 (a)

V2mx > x — 4m <D:> ou
def

2mz > (x —4m)? (D)
La marche a suivre est maintenant de résoudre les inégalités (a) et (b) sé-
parément, puis d’en faire 'union et finalement d’intersecter cette union avec
I’ensemble de définition (on peut aussi faire l'intersection des ensembles so-
lution S, et S, avec Dyer d’abord et ensuite en faire 'union : (S, U Sy) N Dger =

(Sa M Dger) U (Sp N Deer))-
L'inégalité (a) donne

r—4dm <0 <<= zx<4dm = S,=]—o00,4m|.
L'inégalité (a) donne
2mx > (v —4m)? <<= 2* — 10mz + 16m* < 0
< 0> (x—8m)(x —2m)

|8m,2m] sim <0,
= Sp,=40 sim =0,
12m,8m[ sim > 0.
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L’union des deux ensembles solution donne
| —00,2m|[ sim <0,
S, US, = L R* sim =0,
| —00,8m[ sim > 0.
Finalement, I’ensemble solution est
| —00,2m| sim <0,
SZ(SQUSb)ﬂDdef: Rt sim:(],
[0,8m][ sim > 0.

2. Montrer a ’aide de la définition, que

lim
n—o00 n2 —+ 1

Rappelons la définition de la limite inifinie :

Définition. Pour une suite de nombres réels (a,),ey on écrit lim,, o, a,, =1,
ssi

Ve >0,3IN €N, telque n > N implique |a, — | <e.

Si pour un € > 0 quelconque, on arrive a déterminer une valeur N(e¢) a partir
de laquelle (i.e. pour n > N(¢)) on a |a, — [| < ¢, on aura vérifié par définition,
que lim,,_, a, = L.

Soit alors une valeur € > 0 donnée et résolvons

n
lan =1 <€ <= —e<,/—5—<c¢
Dger=N* n®+1

—€ < nQLH (toujours vrai ) —
<~ (et <— 5 <€
n’+1
n
2 <€
e>0 (toujours vrai par définition )
<= et
n 2

2

— 0<eén®—n+e <<= ne€l—oo,n_[Uny, o

14+ V1 —4ét
avecny = ——.
2€
Discutons ce résultat :
e Sie > %4, le discriminant 1 — 4¢* est négatif et les deux racines n.

2

n’existent pas. Autrement dit, 0 < €?n? — n + € est vrai Vn € N* et on

peut donc choisir N(e) = 1.
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. _ 44 . . .
 Sie < 52, ny, = 5= et on peut donc choisir N(¢) comme le premier
. s . N N . —4ed
nombre entier supérieur a n., a savoir N(e) = [HI=1<] 4 1.

On remarque que dans les deux cas, N(¢) = || + 1 convient.
Ceci montre, que pour tout choix de ¢ > 0, il existe un N(¢) € N* tel que n >

_n_
n2+1

N(e) implique ‘ \/ #—0‘ < e. Par définition, on a donc bien que lim,,_,

3. Montrer a ’aide de la définition, que

Coon?4+2
lim =

n—00 n

Q.

Rappelons la définition de la limite inifine :

Définition. Pour une suite de nombres réels (a,),en 0On écrit lim,, o, a, =
00, SSi

VB >0,dN €N, telque n > N implique a, > B.

Si pour un B > 0 quelconque, on arrive a déterminer une valeur N(B) a partir
de laquelle (i.e. pour n > N(B)) on a a,, > B, on aura vérifié par définition,
que lim,,_,, a,, = oo.

Soit alors une valeur B > 0 donnée et résolvons

2
2
a, > B "Y1sB = nPt2>0B
n
— n*-nB+2>0 <= nec[l,n_]U[ny, o
. B++vB?-8
ou ni:f.

Discutons ce résultat :

e Si B < /8, le discriminant B? — 8 est négatif et les deux racines n.
n’existent pas. Autrement dit, n?> — 2nB + 2 > 0 est vrai Vn € N et on peut
donc choisir N(B) = 1.

e Si B>+/8 n, = B/E=S8 VfQ‘S et on peut donc choisir N comme le premier

. o \ N . 2_
nombre entier supérieur a n., a savoir N(B) = | ERVE=8| 4 1

Ceci montre, que pour tout choix de B > 0, il existe un N(B) € N tel que n >

N(B) implique % > B. Par définition, on a donc bien que lim,, ., “*2 = cc.

n
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Probléme facultatif

4. Calculer la surface en bleu de la figure suivante obtenue en dessinant un
demi-cercle de rayon R, dont on a 6té deux demi-cercles de rayon R/2,
auquel on a ajouté quatre demi-cercles de rayon R/4 et ainsi de suite :

On commence par calculer l'aire A; du premier demi-cercle de rayon R : on
obtient manifestement A; = $wR2.

Puis on calcule l'aire A, obtenue en 6tant du grand demi-cercle 1'aire de deux
demi-cercles de rayon R/2 :

On obtient manifestement Ay = L7R? — 2 x Lr(£)2 = 72 (1 _ 1),

2 2
Puis on calcule 'aire A3 obtenue en ajoutant en ajoutant quatre demi-cercles
de rayon R/4 :
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Clairement, Ay = Ay +4 x L(8)? =71 1y 4 g5 L(By2 — a2 14 1)
Puis on calcule l'aire A, obtenue en 6tant huit demi-cercles de rayon R/8 :

Clairement, A; = A3 —8x $(£)2 = 7 (1 L4 1)y g L(B)2 = =2 1

8
On voit se dessiner une suite géométrique

2 11 1 21— (-1)"5
=Ly Ly IO

) 2
2n—1 2 1-— (—1)%
de raison q = —21 .En passant a la limite on trouve

2 1 2
A= lim A, = _1 T
n—00 2 14+ = 3




