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Le théoréeme fondamental de I’arithmétique

Définition. Un nombre p € N est dit premier si p > 2 et Vm,n € N,

nm:p:nzloumzl.

Le théoreme fondamental de I'arithmétique, ou TFA affirme que tout nombre
naturel supérieur ou égal a 2 peut s’écrire comme un produit de nombres premiers.
On appelle cela la factorisation des nombres naturels en premiers.

De plus, ce théoreme affirme que la factorisation est unique a ’ordre des facteurs
pres. Par exemple, 10 =2 x5 =5x2, ouencore que 12=2x3x2=2x2x3.Sion
impose 1'ordre croissant sur les facteurs, on aura alors les factorisations uniques
10=2xb5et12=2x2x3=2%x3.

La factorisation d'un nombre premier est le nombre premier lui-méme, par exemple
7="Tou?23=23.

L'énoncé du TFA se présente donc comme suit :

Tout nombre naturel n > 2 se factorise sur les nombres premiers de maniere
unique a l’ordre des facteurs pres.

La preuve de ce théoreme présentera deux parties : une qui montre I'existence de
cette factorisation et une qui montre son unicité.

Existence : On forme 'ensemble £ C N\ {0, 1} des nombres naturels sans facto-
risation. On suppose par absurde cet ensemble non vide. Puisqu’on a un bon ordre
sur N, cet ensemble E doit posséder un plus petit élément, disons m.

m ne peut étre premier, puisqu’alors sa factorisation s’écrirait comme m = m.
Puisque m n’est pas premier, il doit exister deux nombre p,q # 1 tels que m = pq.
Mais alors, p,q < m et donc p,q ¢ E par minimalité de m. Cela implique 1'existence
de factorisations en premiers

P=p1XpPaX...Xpretqg=q X g X...Xq.

Mais alors m = pg = p1 X pa X ... X pp X 1 X ... X ¢; est une factorisation de m et
m ¢ E, d’ou contradiction. £ n’a donc pas d’élément minimal et doit donc étre vide.

Unicité : On forme l'ensemble £ C N\ {0,1} des nombres naturels avec plusieurs
factorisations. On suppose par absurde cet ensemble non vide. Puisqu’on a un bon
ordre sur N, cet ensemble FE doit posséder un plus petit élément, disons m. On
aurait alors

m=py Xp2 X...XPp=¢q1Xq2X...Xq,
oup <po < ...<pr, 1 <@g <...<qretouau moins un des premiers p; serait

différent de tous les premiers g;.
On remarque en fait que tous les p; doivent étre différents de tous les g;, car si cela
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n’était pas le cas, on pourrait simplifier les deux factorisations par le premier en
commun, ce qui donnerait deux factorisations différentes d’un nombre plus petit
que m, contredisant la minimalité de ce dernier. En effet, si p; = ¢; par exemple,
alors

P2 X . .. XDPp=@2 X ... Xq <m,

et m ne serait pas le plus petit nombre de E. On a donc que tous les p; sont différents
de tous les g;.

Sans pertes de généralités, on peut maintenant supposer que p; < ¢;. Il doit donc
exister un nombre naturel d tel que p; + d = ¢,. Mais alors

PIXPaX XD =@ X @X...Xq=p+d) XgXx.. xXq

et
AdXqoX...Xq<q XqX...xXq=m.

Mais on a aussi que

AX@X...Xq=p1 X (P2 X...XDpg—qaX...%Xq)

ce qui montre que le nombre d x g, x ... X ¢ est divisible par p;. Or, aucun des g¢;
n’est égal a p; et d n’est pas divisible par p; non plus, car sinon ¢; = p; + d serait
aussi divisible par p;, contredisant le fait que ¢; est un premier. On a donc que

m>dXqyX...Xq =p; X,

ou r, étant un nombre naturel, possede une factorisation en premier aussi. On a
donc que le nombre d X ¢ X ... X ¢; posséderait deux factorisations distinctes, une
sans le facteur p; et une avec ce facteur. m ne peut donc étre le plus petit élément
de F et ce dernier ensemble doit étre vide. O



