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B e r e c h n u n g  der  nati~rl ichen L in ienbre i t e  
a u f  G r u n d  der  D i r a c  s c h e n  Licht theor ie* .  

Von u ~Veisskopf in GSttingen und E. Wigner in Berlin. 

Mit 3 Abbildungen. (Eingegangen am 2. M~i 1930.) 

Es werden die Diracschen Gleichungen der Wechselwirkung zwischen Atom 
und Strahlung in einer yon der iiblichen versohiedenen Art n~herungsweise 
gel6st. Die LSsungen gelten w~ihrend der ganzen Zeit, die fOx die Emission prak- 
tisch in Betracht kommt, mit der gleichen N~herung und liefern den Intensit~ts- 

verlauf in den Emissionslinien des Atoms. 

I. In  tier klassischen Theorie ist die Zeitabh~ngigkeit eines Wellen- 

zuges, den ein sehwingender Oszillator aussendet, durch 

1 
Const e -~  7t cos 2 z~ % ( t - -  ~) (1) 

gegeben. Zerlegt man dies spektral ,  d .h .  best immt man die Fourier-  

koeffizienten a, dieser Funktion,  so erh~lt man fiir die Intensit~t  [ a ,  [2 

des Liehtes mit der Frequenz v, wenn man 7 und ~ -  % gegen ~ und % 

vernachl~ssigt, 
Const d 

J (~) d ~ = I a~ 12 d ~ = (~ 7) 2 + ~ ~2 ( v - -  ~0) 2 (9) 

Die ~ltere Quantentheorie i ibernahm im wesentliehen die Formel  (2) 

der klassisehen Theorie des 0szfllators, das Problem war nut  die Best immung 

der Konstante  7, also der doppelten Halbwertsbreite 7/9. z~. 

Entstehe die betraehtete  Linie dureh den Ubergang vom Zustand. A 

in den Zustan4 B. Die Lebensd.auer v A des Zustandes A ist der reziproke 

Wert  der Summe 7 A der Ubergangswahrseheinlichkeiten 7B a, 7~ . . . .  aller 

Linien, die yon A ausgehen: 
1 1 

K 

Nun gibt natiirlich ~:A ein ttSchstmal3 ftir die Koh~trenzl~nge aller 

aus A ausgehenden Linien, so dab die Halbwertsbrei te  dieser - -  abgesehen 

yon einem Zahlenfaktor - -  mindestens 7 a -~ ~K 7~  ist. ISt die betrachtete  

Linie eine Resonanzlinie, d .h .  kann A durch spontane Ausstrahlung nur 

in B iibergehen, so ist 7 a = 7 A die minimale Halbwertsbrei te  - -  wieder 

* Proo. Roy. Soc. London (A) 114, 243, 710, 1927. 
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abgesehen von einem Zahlenfaktor - -  und (2) zeigt, dal~ es ffir einen klassi- 

schen 0szillator auch die wirkliche Halbwertsbreite ist, d .h .  das Licht 

eines 0szillators ist so monochromatisch, wie es bei der Abklingungszeit 1/y 

nur sein kann. Deshalb liegt es nahe*, dies ftir Mle Linien anzunehmen 
und an Stelle tier klassisshen GrSl~e y in (2) ([as l~eziproke der quanten- 
theoretischen mittleren Lebensdauer T~, also yA einzusetzen. Man erh~lt 

~Adv 
J ( v )  d v = (1 ~:a)2 _}_ 4 2.~'2 (V - -  ,pA)2' (3) 

we die Konstante im Z~hler zn :ya bestimmt wurde, damit das Integral 

yon (3) fiber alle Frequenzen 1 ergebe. (3) bedeutet also unmittelbar die 

Wahrscheinlichkeit daffir, dal~ die Frequenz des emittierten Lichtquants 

zwischen den Grenzen v und  r + d v liege. 

Naeh dieser Vorstellung - -  sie steht mit unseren Rechnungen nieht 
im Einklang - -  sind alle yon einem Niveau ausgehenden Linien gleich 

breit, und zwar so sehmal, wie sie bei der endlichen L~nge "r A des Wellen- 
zuges nur sein kSnnen. 

Eine andere Vorstellung yon der Breite der Linien ergibt sieh**, wenn 
man an der strengen Gtiltigkeit der Beziehung E ----- h v zwisehen Energie E 

und Frequenz v des ausgestrahlten Liehtes festhglt. Diese enth~lt - -  wie 
bier gleich bemerkt wurde - -  in allen FMlen, auf dis sich unsere Rechnungen 
beziehen, dieselben Resultate, die man auf Grnnd tier D i racschen  Theorie 

erh~lt. Diese Vorstellung ffihrt auf Grund tier endlichen Breite aller Linien 

zu der Annahme, dal~ aueh die Energieniveaus nicht unendlieh seharf 
sein kSnnen, dal~ in der Energieskale nieht einzelne mathematische Punkte 

endliehe Wahrscheinlichkeiten haben, w~hren4 die dazwischenliegenden 

Punkte u.nmSglich sind. Wenn das Atom im Zustand Q ist, so sell viM- 
mehr die Wahrscheinlichkeit, da~ seine Energie zwisehen E und E + zJ E 

liegt, durch 
w (E) A E = A E (4) 

2 4 7~ '2 

gegeben sein. Diese Wahrscheinliehkeit hat zwar fiir E ~-- EQ ein steiles 
Maximum (was ein scharfes Niveau mit der Energie EQ vort~useht), hat 

* W. Pau l i j r . ,  Geiger-Seheels Handb. d. Phys. 23, 68. 
* *  P. E hr  e n f e s t, Naturwissenseh. 11, 543, 1923. Verwandte Vorstellungen 

liegen auch bei den Arbeiten yon R. Beeker ,  ZS. f. Phys. 27, 173, 1924 und 
C. C. S la te r ,  Phys. Rev. 25, 395, 1925, die vonder  B o h r - K r a m e r s - S l a t e r -  
schen Theorie ausgehen, zugrunde. Die letzte enth~lt sehon dieselbe Formel 
ffir die Linienbreite, die wir erhalten. Siehe auch L. L a n d a u ,  ZS. f. Phys. 45, 
340, 1927, insbesondere die letzten Seiten. 
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abet doeh eine endliche Breite hTq/27~, die nur ffir Zusti~nde, die selber 
nicht strahlen - -  z. B. flit den Grundzustand - -  Null, ist. Diese sin4 also 
auch naeh dieser Auffassung absolut scharf, ws alle anderen eine 
endliche Breite besitzen. Bildet ein solches absolut scharfes Niveau den 
unteren Zustan4 einer Linie, so ist die Breite dieser durch den oberen Zu- 
stand allein gegeben, so dab (3) giiltig bleibt. Ist dagegen, auch der nntere 
Zustand nicht stabil, so ist die Linie breiter als sie nach (3) wiire. 

Betraehten wit jetzt ein Atom im Zustand Q. Die Wahrscheinliehkeit, 
dal~ es im n~ehsten Zeitelement dt etwa in den Zustan4 U iibergehe, ist 
dureh ~,Qvdt gegeben. Die relative Wahrscheinliehkeit, dab seine Energie 
da nn  zwischen E" un4 E' + AE' liege, sell, unabh~ngig davon, ob seine 
Energie E vor dem Ubergang mehr oder weniger genau EQ war, dm'eh 
das statistisehe Gewicht der Energie E' 

~,s ~ E '  (4a) 
W ( E ' ) A E ' =  h (15 ~'U)'-[- _~r 4 ~ i  (E'__ Eu )' 

bestimmt sein. Im ganzen ist also die Wahrscheinliehkeit, dal~ ein Atom, 
alas im Zustand Q ist und die Energie E hat, ira Zeitelement dt in den Zu- 
stand U derart fibergehe, dal~ seine Energie deft zwischen E' und 
E' + A E' liegt: 

~ E 7~ yqu A E' A t 
S , E ,  A E'A t = (~) 

1 h - --(~'u) + 4"~" 
- ~  (E'-- E~.) "~ 

Die Konstante ist wieder so bestimmt, dal~ das Integral fiber E' von (5) 
~,~, dt ergebe, Dutch das statistische Gesetz (5) ist das Verhalten des 
Systems vollkommen bestimmt. 

Insbesondere folgt aus (5) fiir das Atom, dal~ es seinen Zustan4 nach 
dem radioaktiven Gesetz ver~ndert : die Anzahl nq der Atome im Zustand Q 
gehoreht der Differentialgleichung 

dnq 

t '  U 

Auf einem etwas anderen Wege, als wir es bier tun werden, haben schon 
F. Bloch  und L. L a n d a u *  gezeigt, dal~ (6) aus der Diraeschen Theroie 
lolgt. 

Die Aussage von (5) fiber die Energie des Atoms naeh dem Sprung 
ist dagegen in der Quantenmeehanik sinnlos, weil sie nach der Ungenauig- 

* L. Landau ,  ZS. f. Phys. 45, 340, 1927; F. Bloch, Phys. ZS. 29, 58, 1928. 
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keitsrelation unbeobachbar ist. Dagegen ist die Frequenz des entstehencIen 
Liehtquants beliebig genau meBbar. 

Wir gehen jetzt zur Betrachtung der Farbenverteilung des bei dem 
l)bergang Q ~ U entstehenden Liehtes fiber. Die Wahrscheinlichkeit, 
dal~ das Atom vor dem Sprung die Energie E, naeh dem Sprung die Energie E' 
hatte, ist einfaeh durch das Produkt yon (4) und (4a) gegeben: 

y~yU A E A E '  
h 2 1 2 \ 2 

Bei diesem Sprung wird Bin Lichtquant mit der Frequenz v ~ (E- -E ' ) /h  
emittiert. Daher erh~lt man flit die Wahrscheinlichkeit, dab die Energie 
anfangs E und die Frequenz des emittierten Lichtquants v sei, dutch 
Elirnin~tion yon E' 

~q ~u A E A l , '  

~ - ( E - - E Q ) ~ ]  [ ~ ~,~) q-4~-  ( E - - h  v-- .  Eu) 2]_ 

Integrieren wit dies noeh nach E, so ergibt sieh die gesamte Wahrschein- 
liehkeit ffir eine zwischen v un6 v -b d v liegende Frequenz des LicMquants 

( r~+ r v) d v } 
J (v) d v = [~_ (r q d- yv)]~_4_ 4 ~2 (v - -  VQv) "~' (7) 

EQ - -  E v 

wo also ebenso wie in der entspreehenden Sl~terschen Formel an Stelle 
des }, der klassischen Formel (2) nicht wie in (8) die Summe der Uber- 
gangswahrscheinlichkeiten aus dem oberen Zustane[ allein, sondern die 
Summe tier Ubergangswahrscheinliehkeiten aller Linien, 
die entweder vom oberen oder vom unteren Zustan4 aus- ~ ,/~ 
gehen, steht, a 8 

DaB die Ges ta l t  der Linie wieder dutch die klassische 
Formel gegeben ist, beruht darauf, dab die ,,Faltung" 
zweier Wahrscheinlichkeitsverteilungen W 1 = al/:~ (a~ --t- x ~) 
und W~ : a~/~ (a~ ~ -4- x~) wieder eine Wahrscheinlichkeits- /Y 

Fig. 1 
verteilung dieser Form W : (a 1 -4- a~)/~ [(a 1 d- a2) ~ d- x ~] 
Iiefert. (Die Halbwertsbreite der gefalteten Funktion ist die Summe der 
Halbwertsbreiten der beiden zu faltenden!) 

Betraehten wit noch einen ziemlich komplizier~en Ubergang (Fig. 1). 
Das Atom geht yon A mit der Wahrscheinlichkeit ~A,/yA nach B', mit 

4* 
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der Wahrscheinlichkeit 7~/~ A.  ~ ,17  ~ fiber B naeh C' uncl schlieNieh mat 
A .,~ B B C~ C her Wahrscheinliehkeit 7~/T "70/7 "TD 7 ~- 7 A YB/~]ATB fiber B und C 

naeh D. Wir4 z. B. tier letzte Weg gew~hlt, so ist die Wahrscheinlichkeit, 
dal~ die Energie anfangs E, in den Zwischenstadien bei B und C dagegen E' 

und E"  gewesen sein solh 

W ( E , E ' , E " ) A E A E ' A E '  ~- 7--~A A E  
h (~ r~)~+ 4~ ~ 

-~- ( ~ -  ~A) 

~B A E' 7 c A E" 
. . . .  , (s) 

( \ 1  ~ 4~r ~ h ( ~ 4~r~ ( E " - - E c )  ~ h \ ~ 7 "  ) + ( E ' - - E ~ )  ~ \ ~ 7  c/ + 

und die Wahrscheinliehkeit, da~ ein Atom, das vor langer Zei~ im 
Zustand A war, nacheinander drei Lichtquanten mit den Frequenzen 
v = (E - -  E') /h -m vA ; V, = (E' - -  E") /h  ~ ~'cB', ~,,, = (E" - -  ED)/h = v~ 

emittiert haben soil, ist das Produkt yon (8) mit ~BA Yo/YB ATB, also 

J (v, v', v") dv,  d v ' , d v "  

7~dv 7gd v" 7edv '' 

Ebenso ergibt sieh die Wahrseheinlichkeit, dal~ zwei Lichtquanten mit 
den Frequenzen v ~- v A und v' ~- ~B, entSt~nden sein sollen, zu 

j(~, ~')d~d~'= (~V~)~+4~(~ + ,_~,)~ ( .~r . )~+4~(  , _ ~ ,  ),  (9~) 

oder schlieglich flit ein Lichtquant mat der Frequenz v ~ v A, 

y~, d v (9 b) 
J (v) d v = (�89 TA)~ + 4 vr ~ (v - -  vA,) '2" 

Weig man also, dab ein angeregtes Atom ein Lichtquant mit der 
Frequenz v " ~  VCD ausgestrahlt hat, so ist auch 4as Vorhandensein je 
eines Lichtquants mat 4en Frequenzen v' ~ v~ und v ~ v~ sicher, 
w~hrend man das Vorhandensein eines Lichtquants ~ v B, o4er ~ v~, in 
cler Strahlung dieses Atoms als ausgeschlossen erachten kann. Ebenso 
ist es sicher, dag, wenn etwa ein Quant mit tier Frequenz v ~ v A, in her 
Strahlung eines Atoms gefun4en wurde, dies 4as einzige Quant ist, das 
dieses Atom ausgestrahlt hat. Diesen statistischen Zusammenhang 
liefert auch die B o h r - K r a m e r s - S l a t e r s e h e  Theorie. 

Es besteht abet naeh c[er Diraesehen Theorie aueh ein statistiseher 
Zusammenhang zwisehen 4en Farben der Liehtquanten, die nacheinander 
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ausgestrahlt werden, so dal3 man aus der Kenntnis der Abweiehung der 
Farbe des ersten Lichtquants yon der mittleren Farbe der ersten Linie 

einen statistischen SchluB auf die Abweichungen ([er Frequenzen ([er naehher 
ernittierten Quanten yon den rnittleren Frequenzen der entspreehen([en 
Linien ziehen kann. Wahren([ dieser Zusarnrnenhang aus dern E h r e n f e s t -  
sehen Bil([e sofort ersichtlich ist, ist er der B o h r - K r a r n e r s - S l a t e r s e h e n  
Theorie natfirlieh frernd. 

DaB die Abweichungen ([er Frequenzen v un([ v' yon den entsprechen([en 
rnittleren Frequenzen v~ un([ v~, voneinan([er nieht statistiseh unabh~ngig 
sein kSnnen, geht schon daraus hervor, daB sich (9a) nieht als Produkt 
je ether Funktion yon v un([ v' sehreiben l~Bt. Ist insbeson([ere yB x und 
~A B, sehr klein, so ist ([as A-Niveau fast scharf. Da wetter das Niveau C' 
ganz scharf ist, darf, wie (9 a) zeigt, die Surnme der beiden Frequenzen v + v' 
nut sehr geringe Abweiehungen yon v~, = E A - - E c , / h  zeigen, weft yA 
__--yA + y~, sehr klein ist, w~hren([ die einzelnen Frequenzen v un([ v '  
nach (7) bet groBern yB stark urn ihre rnittleren Werte streuen kSnnen. 

Dieser Wahrseheinlichkeitszusarnrnenhang naeheinan([er ausgestrahlter 
Frequenzen, wie auch die Tatsache, ([aB eine Linie auch durch die aus 
ihrern unteren Niveau ansgehenden Linien verbreitet wird, l~Bt sieh quali- 
tativ aueh ganz ohne ~echnung aus den Grun([vorstellungen der Dir  a e schen 
Theorie fo]gern. W~hren([ die erstere Erscheinung, obwehl prinzip~elI 
durchans nieht unbeobachtbar, experimentell wohl kaurn in Evidenz zu 
setzen ist, sollte die zweite (loeb einer direkten Prfifung zug~nglich sein. 

II .  Wit wollen nunrnehr zur Ableitung ([er bisher besproehenen Er- 
gebnisse rnit Hilfe der Diraeschen Theorie* sehreiten. 

D i r ae  betraehtet einen Hohlraurn, in ([ern sieh auBer der Strahlung 
noch ein Atom befindet. Den Kern dieses Atoms kann man sich ([er Einfaeh- 
heir h~lber an irgendeiner Stel]e, etwa in der Mitre des Hohlraumes, fixiert 
denken. Man geht arn besten von einer klass~schen "Besehreibung des 
elektrornagnetischen Feldes mit I-Iilfe eines Vektorpotentials ~ (x, y, z, t) 
aus, (lessen zugeh5riges skalares Potential verschwin([et, so (lab die Aus- 
drficke ffir die Feldst~rken in der dreidirnensionalen Sehreibweise 

1 0 ~  
�9 = rot~" ~ . . . .  (10) 

' c O t  

lauten. Die Maxwellsehen Gleiehungen ffir ~ sind 

1 0~92 
A 9.1 -~ c~ Ot  ~ ; d iv~ = 0. (10a) 

* P. A. M. Dirac ,  Prec. Roy. Soc. London (A) 114, 243, 710, ]927. 
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Man kann bekannthch jedes Feld im Hohlraum aus stehen4en Sehwingungen 
aufgebaut 4enken, die Gleichung fiir die p-re stehende Schwingung ist, 
wenn wit ihre Frequenz mi tve  bezeichnen. 

A 2~ (~, y, z) = 4 ~2 ~(2 
- c2 2~  (x, y, z);  i (11) 

div2 e ---- 0, / 

wo wit noch vl ~ vs ~ va ~ . . .  annehmen wollen. 

Dirac  beschreibt den Zustand des Systems Atom q-Strahlungsfeld 
mit einer Wellenfunktion 

~p (Q, N1, Ns . . . . .  N e . . . .  ), 

worin Q einen station/iren Zustand des Atoms allein mit der Energie E0, 
die N 1 N s . . .  N e . . .  die Besetzungszahlen der ersten, zwei ten. . .  ~-ten 
Hohlraumeigenschwingung bedeuten. Daher ist 

I YJ (Q, N 1 ,  N ~  . . . . .  N e , .  " .) [2 

die Wahrscheinlichkeit 4affir, dab d_as Atom im Zustand Q sei, ~v/ihrend 
gleichzeitig in 4er ersten I-Iohlraumschwingung N 1 Lichtquanten, in 4er 
zweiten N 2 . . . .  in 4er Q-ten N 0 Lichtquanten seien. W/~re keine Weehsel- 
wirkung zwischen Atom un4 Strahlung vorhan4en, so w/~re 4er H a mil  t o n- 
sche Operator einfach 4as Multiplizieren mit E q - 4 - h ( v l N l ~  v~N2 
- b . . .  vQNo. . . )  un4 wir h~tten eine SchrSdingergleichung 

h O~, 
2 z~i t) t = H~ tO ---- [EQ -t- h (~ N~ + v~ N2 + . . . ) ]  ~p (Q, N~, N~,...). 

In Wirkliehkeit kommt noeh eine Wechselwirkung hinzu, so dais man unter 
Vernachl/~ssigung relativistischer Glieder 

h 0 ,  (Q, N,, N~,..., N~...) H ,  = (EQ + h ~ ~o N,,) e 
2z~i Ot e " 

-,,qt]L V N(, + 1 s (U, N~, N~,.. . ,  N~ + 1 . . . .  ) 
o u 

+ s %  , - -  1 .)] 

erhiilt. Dabei sin4 die ,,,(e) 4urch ~Q U 

. (o) w~)Q , = h h e * 2 0 ~ (x~., y~., z~.) 

q- 20y (x~., y~., z,.) t)Uu q_ 2o~ (x~ ' y~.,z,.)~zU]d ~ (12a) 
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definiert. Hier sind wieder u~ bzw. u U die zum station~ren Zustand Q 
bzw. U des Atoms gehSrigen Eigenfunktionen im Konfigurationsraum, 

e und m Ladung und Masse des Elektrons, A o ~, A e y, A e z die Komponenten 
des Vektorpotentials A e der ~den Hohlraumschwingung, so normiert, dab 

sei. Die Summation in (12) fiber U und q ist fiber alle station~ren Zust~nde 
bzw. fiber alle Hohlraumsehwingungen zu erstrecken. In (12a) sind x~y~z~ 

die Car tes ischen Koordinaten des ~-ten Elektrons und'es ist fiber alle 
Elektronen zu summieren. Die Integration ist in (12a) fiber den ganzen 
Konfigurationsraum des Atoms, in (limb) fiber den Hohlraum zu erstreeken. 
Die Gleiehung (12) zeigt, dal~ die Wahrseheinlichkeit eines Zustandes sieh 
d i r e k t  nut dutch jene Zust~nde ~ndert, in denen eine einzige Hohlraum- 
schwingung um ein einziges Liehtquant starker oder sehwiicher besetzt 
ist als im betrachteten Zustand. 

In allen unseren l~echnungen werden wir von einem Anfangszustand 
ausgehen, in dem das Atom in einem angereg~en Zustand A ist, der Hohl- 
raum dagegen leer; die Wellenfunktion ~pt ist daher zur Zeit t ~ 0 

~)0 (q, ~1 ,  N 2 , ' "  ") = 1, ~lr q = ~z~, N1 : N2 . . . . .  0 / 
(13) 

J ~o (Q, N1, Nu, . . . )  = 0 sons~. 

Weiter nehmen wir an, da~ aueh ffir spi~tere Zeiten die Wahrscheinlichkeit 
jener Zustiinde, in denen ein Liehtquant da ist, obwohl ([as Atom seinen 
Zustand A nicht verlassen hat, oder das Atom zwar in einen anderen Zu- 
stand B fibergegangen ist, abet kein Liehtquant mit der unge f i i h r en  

Frequenz h ~ - ~  E A - - E  B entstanden ist, exakt Null ist. Da die Wahr- 
seheinliehkeit dieser Zust~nde immerlort unter einer sehr niedrigen Grenze 
liegt, kSnnen sie den Ausstrahlungsmeehanismus nur dadureh wesentlich 
beeinflussen, dab fiber sie Zust~nde entstehen kSnnen, die direkt nieht er- 
reichbar sind. Im Falle einer ein~achen Resonanzlinie A --> B z. B. kSnnen 

auf diese Weise anstatt des einen Lichtquants h ~ ~ E A - - E  B zwei  Lieht- 
quanten entstehen, deren Energien in Summe ~ E ~ -  E B ist* 

Was wit vernaehli~ssigen, wenn wit die Wellenfunktion an den vorher 
erw/~hnten Stellen Null setzen, sing also im wesentliehen die 1)rozesse, die 
zu solchem ,,abnormen" Licht ffihren. 

* Den umgekehrten Prozel~ dieser LTberg~nge erwi~hnt M. GSpper t ,  
Naturwissensch. 17, 939, 1929, in einer vor kurzem erschienenen Note. 
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I I I .  I m  Falle einer Resonanzlinie A ~ B hat un~ere hnnahme zur 
l%lge, dab ~p nut an den Ste]ien 

Q = A ,  N 1 - - N ~  . . . . .  N~ . . . . .  O, 

Q = B ,  ~ 1 = N 2  . . . . .  N e _ l , = N e + l  . . . .  O, h e = l ,  (*) 
:~flr E a - -  E B - - h e  < hve  < E a - -  E B + h e  

yon Null versehieden ist. Den Weft yon ~p an der ersten Stetle bezeiehnen 

wit mit a, die Werte an den in der zweiten Zefle angedeuteten Stellen mit 
b e. Das he; um das sich die Energie der ausgestrahlten Liehtquanten 
yon der Energiedifferenz E a - - E  B des Sprunges hSehstens unterseheiden 

' dari~ w~hlen wit jedenfalls klein gegen E a - - E  B, abet doeh so ffroB, dab 
die bQ am Rande des erlaubten Bereiches schon sehr klein sein so]Ion. 

Die Gleichung (12) lautet mmmohr (wit se~zen E a = 0, E~i = - - h ~ )  

h Oa 
2 ~ i  0~ = ~ w(e)as re, ~ (14a) 

0 

h db e 
2 ~  Ot = h ( v e - v ~ )  b e + w (OsA ~.- (14b) 

Ftir die Anregungswahrscheinliehkeit a I u des oberen Zustandes ist yon 

vornherein ein exponentieller Abfall zu erwarten. Wit versuehen daher 

den hnsatz  
a = e - ~ r ~  (15a) 

Aus (14b) kann man dann  es ist Ja  eine inhomogene llneare Differential- 

gleiehung ersten Grades die b e berechnen. Besf immt man die In t e -  
grationskonstanten so, dai~ sie f i i r t  - -  0 versehwinden sollen, so ergibt rich 

be = BA - - e  e (15b) 
h i T '  + "v~B - -  v e 

Damit ist (14b) befriedig~ und wit miissen nut noch verifizieren, dal~ aueh 
(14a) erfiillt ist. Zu diesem Zweeke miissen wit die Summe 

E ~ be = E lw~)'12 ' - ~ " " - - ~ " ( ' e - ~ ) ~  
e e h i _ P +  ~A (16) 

B - - r e  

berechnen. Die beiden GrSl~en F und v A, die in (16)..vorkommen,-sind 
ganz versehiedener GrSl~enordnung: in allen vorkommenden F~illen ist 

die Frequenz der Linie v a mehrere Mfllionen Male grS~er als die reziproke 
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Abklingungszeit, was ja _Fim wesentliehen ist. Wir wollen anstatt (16) 

sogleieh die etwas allgemeinere Summe fiber 

(16a> 
~ = ~ _ ,  h x + i y - -  ~e 

bereehnen, weft wit das Resultat sp/~ter doeh brauehen werden. Dabei 
sind x und y reell, y ebenso wie 1" in (16a) sehr klein gegen ~A, nur x nicht 
mehr genau, sondern nut bis auf eine OrOge yon der Ordnung yon y gleich ~ .  

Wenn der Hohlraum sehr groB ist, liegen die Frequenzen ~e sehr dieht, 
so dab man die Summe (16a) dutch alas Integral 

f x + i y - - ~ ,  

ersetzen kann. Hierin bedeutet F ~ ( v ) d v  die Summe fiber 

= Iw ) l (17a) 

Sie bei enth/~lt sehr grogem Hohiraum selbst bei kleinem d ~ sehon sehr 
viele Glieder und ist dann eine stetige, nut langsam ver/~nderliche Funktion 

v o n  ~.  

Der Absolutwert des Nenners von (17): hat ftir v = x ein seharfes 

Minimum; schon ffir ~ = x -~ k y  wird er etwa k-real gr613er. Da  aber :y, 
wie aus (16 a) zu ersehen ist, das 1/4 ~- faehe der Ubergangswahrscheinliehkeit 
sein wird un4 so mehrere Millionen Male kleiner als die Yrequenz der aus- 
gestrahlten Linie ist, bedeutet dies prozentisch eine sehr geringe ~nderung 
yon v, also aueh von FAB (V). Wir kSnnen daher in (17) mit him'eiehender 
Genauigkeit FA~(v ) dutch FAB(X ) ersetzen und dies vor das In~egral- 
zeiehen ziehen. Wir haben also FAB (~) in der ganzen Linie durch seinen 
Weft in der Linienmitte erser und erhalten fiir (17) 

~AB(X) ~ (e_2,Ft e2,i(,--~B) t) d p . (18) 
x + i y - - v  

Das Integral fiber das zweite Glie4 daft man von - -  ~ bis + ~ erstrecken, 
da es konvergent ist und doch nut die Gegend bei x wesentlich dazu bei- 
tragen wird. Ffir t ~ 0 daft man die Integration sogar um die obere 
komplexe Halbebene ganz herumffihren, weft der Integrand an der iiuBeren 
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Berandung dieser hinreichend stark versehwindet. Man erhiilt so fiir des 
Integral des zweiten Gliedes 

weft die einzige Singularit/it bei ~x ~ -~y  liegt. Das erste Glied in (18) 
kann man sogar unbest immt integrieren, es ergibt, wenn m a n  die Grenzen 
einsetzt: 

- - .F AB(x)e -2ar t  ln 

Wenn man, um die Bedingung zu eriiiUen, 4a13 b~ am Ran4e des erlaubt'en 
Gebietes klein ist, s grog gegen y, also auch gegen x - - v A ,  annimmt,  
wird dies 

Das ganze Integral, oder. die mit ihr gleiehwertige Summe (16a) wird also, 
wenn wit noeh der sogleieh abzuleitenden Formel (20) 4en Weft  der GrSBe 

FAB (X) entnehmen: 

"~+~ 2~i(, - , ~  t 

h i y - b x - - ~ , ~  

~- UABiaX(2  e ' = ' ( = + ' v - e )  t - -  e - ' ~ r t ) .  (18) 

In unserem Falle ist x genau v A und y = F.  Ffir die Summe (16) 
ergibt sieh daher 

"e  

Dies ist die reehte Seite von (14a); sie ist, wenn man 

F = ~ a B  ~,~lh ( t8a )  

setzt, mit der linken tats~chlieh identiseh, womit 4er Beweis ffir die Riehtig- 
kei~ d e r  LSsung (15) erbraeht ist. 

Unsere Reehnung soli bis zu Zeiten in der Gr613enordnung vA/F ~ richtig 
sein, also flit den ganzen Emissionsakt. Unsere Vernachl~ssigungen* gehen 

* Nattirlich gilt dies nieht yon der Annahme, dab im Laufe der ganzen 
Zeit nur die Zust~nde (*) vorhanden sind, deren Bedeutung gar nicht so einfach 
zu fibersehen ist. Zieht man insbesondere noeh al le  Zust~nde, in denen das 
Atom in B fibergegangen und dafiir ein b e l i e b i g e s  Lichtquant entstanden 
ist, mit in Betracht, l~Bt man also ~ unendlich werden, so ~ndert sich die Rech- 
nung ziemlic~ weitgehend, weft des Integral (17) mit dem FAB (v) aus (20) 
zun~chst divergiert. Bertieksichtigt man aber, dag (20) nur so lange c/~ > D 
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lediglieh darauf hindus, dal3 w i t / "  gegen v~ als klein vorausgesetzt haben:  

die gewonnenen Formeln kSnnen als die ersten Glieder einer Potenzreihen- 
entwicklung nach F/v~ angesehen werden. Da/~/v~ sehr klein ist, werden 

sie mit ffir alle Zwecke hinreichender ~enauigkeit  gelten. 

Wir mfissen aueh noeh F4B(V ) bereehnen. Betrachten wit zuerst 
die Integrale ~A~ "(r in (12@. I s t  die Wellenl~nge c/ve der @-ten Hohlraum- 
sehwingung grSger als die Abmessung D des Atoms (was flit die Linien- 

.mitte immer zutrifft), so ist 2 iiberall, wo u4 und u B noeh wesentliehe 

Werte haben, gleieh groS, etwa so gro$ wie im Mittelpnnkt xoYoZ o des 

Atoms. Wir kSnnen daher in (19.a) 2 (x~y~z~) dutch 2 (xoyozo) ersetzen 
und dies vor alas Integralzeiehen herausziehen. Dadureh geht (12@ in 

/ 

W(@) 

a B - - ' .  9,~rV~ m 

-I- 91e~(xo, Yo, zo)ZAB) (I 9) 
fiber, wo XAB, YAB, ZAB die AB-Koeffizienten der t t e i s e n b e r g s e h e n  
Matrizen fiir die x-, y-, z-Komponenten dee Gesamtimpulses des Atoms 

I h (dub c)uB usw.) dv  (19a) 
x ~ . =  ~,:~0~ +~+.. .  

sind. Der mittlere Weft yon I ~''(0-a B [~ ist 

~(@) ~ _  h e ~ , 2 " 2 2 $ 

weft der Mittelwert der gemischten Glieder Null ist. Naeh (19,b) ist aber 

der Mittelwert ~3~ = ~ = ~3o = ~ V, ,~o V ads Vol~men dee i o h l -  
r a u m e s  ist, sodas mit 

IXABt~ + I YAB[~ + IZABi ~ = }PABI =, 
h e u 

[wf~t~ - 6:~ v~m~rY (Ix'~BI=+IY~BI~+ IZABI~) - he~l PAi~]~ (19c) 
6 ~r v,o m ~ V 

gilt und bei weiter waehsendem v umgekehrt proportional zu diesem abf/illt, 
so kann man die Reehnung - -  allerdings nur unter der Annahme, da~ Fc/D(vA) 2 
klein ist - -  noeh ausffihren. Man kommt dabei zum Resultat, dal~ F durch 
eine komplexe Zahl /~ + i F zu ersetzen ist, deren Realteil zwar unser /', deren 
Imagin~rtefl ~ aber noeh vom genaueren Verlauf der Funktion FAB (v) ab- 
hi~ngig ist. Seine GrSl]enordnung ist l"e/D vA B, er ist also ~el grSBer als /', wenn 
aueh kleiner als v~. Die Abklingungszeit, der zeitliehe Verlauf des Vorganges, 
wie aueh die Gestalt und Breiie der Linie bleiben also unge~ndert, die Linie 
wird nur etwas verschoben und zwar um eine Frequenz yon der Gr6Benordnung 
Fc/DvA: (Zu demselben Resultat kommt P .A.M.  Di rae ,  ZS. f. Phys. 44, 
585, 19270 Aul~erdem wird die Dauer der Gfiltigkeit unserer Formeln etwas 
herabgesetzt, was aber praktiseh noeh belanglos ist. 

Zei t sehr i f t  f~r  Phys ik .  Bd. 63. 5 
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wird. Die Anzahl der Glieder in (17a) ist naeh der bekannten J e a n s s c h e n  

Formel  8 ~ v 2 V d v / c  3 und wit erhalten daher 

4 e ~ 
~ . ( ~ )  _ 8 ~  ~ [ P ~ B I  2 ~ = ~ .  ~ (~fir ~/~ >> D ) .  ( 2 0 )  

Aus (15a) ergibt sieh na ---- I a [2 zu e - ~ r t  Die Formel  ffir die Ab- 

klingungskonstante y ist also nach (18a) 

4 ~2 ~A B ~A 16 7r 2 e ~ 

in ~bere ins t immung mit D i r a e  und B l o c h .  

Die Gleichungen (6) sind also tats~chlich befriedigt, und zwar unter  

unseren Voraussetzungen rnit einer viel grOl~eren Genauigkeit,  als es eigentlich 

zu erwarten war. UmCnoch die Intensit~tsvertei lung J (v) des emi~tierten 

Lichtes zu berechnen, gehen wir in (15b) zu t = eo fiber un4 summieren 

[ b e 12 fiber q von vq bis v e = v + d r .  Mit I-Iilfe yon (17a), (20) und (21) 

erhal ten wir in der Tat 

1 FAB(v) dv v ydv  
J ( ~ , ) d ~ ,  = h F 2 + ( v _ _ v A ) ~  = "-~B (-~r)~+ 4 ~ 2 ( ' - - v A )  ~' (22) 

was ffir v ~ VB A praktiseh mit (3) gleiehbedeutend is~. 

Man kann die in den Gleiehungen (15) gegebene L6sung, deren Riehtigkeit 
wir nachtr~iglieh verifiziert haben, auch dutch direkte Aufl6sung der Differential- 
gleichungen (14) erhalten. Da diese sich blol~ auf die ngchste Umgebung der 
Linie beschr~nken, kann man dort die Frequenzen vq des Hohlraumes gqui- 
distant vq + x -  ~( = A und auch w ~ w(q) unabh~ngig yon ~ annehmen. AB 
Vom physikalischen Standpunkt ist es ja klar, dal~ diese Voraussetzungen 
das Resultat nicht beeintr~chtigen kSnnen. Wenn man noch q yon der Linien- 
mitre aus z~hlt, d .h .  h ve = - - E B  -]- ~ A setzt, so geht (14) in 

h 5a h 5b e 
2 ~ i 5 t  - -  w ~ b q ;  2 ~ i  ~ t  - -  ~ J b e ~ - w a  (14e) 

r 

fiber. Die station~ren LSsungen dieses Gleiehungssystems kann man abet leich~ 
2~iwt  2~iWt 

bestimmen, wenn man a = ~e h , be = flee h in (148) einsetzt: 

W . ~  : w ~ fle, w f l e  - - - - e . ~ l . ~ + w ~ .  
q 

Insbesondere ergeben die letzteren Gleiehungen 

fie w- -  e A' (r 
und dies in die erste eingesetzt: 

W,a ~-- w i a ~  1 gw~a~.~ 1 gw2a 7gW 
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naeh der bekannten Formel ftir die Partialbruchzerlegung des etg. Die Gleichung 
fiir W ist transzendent; wenn man ihre reehte und linke Seite in bekannter Weise 
auftr&gt, so sieht man, dab sie unendlieh viele Wurzeln hat:  je eine zwischen 
n A und (n + 1)A. Bezeiehnen wir die zwischen n ~ und (n + 1)A liegende 
Wurzel mit W n ,  so kSnnen wir fiir die Wn, welche die Eigenwerte des Systems 
Atom + Hohlraum sind, 

W n  ~ n A + On 

setzen*, wo 0 ~ On ~ A, also O n bei geniigend groBem Hohlraum beliebig 
klein ist. Gehen wit mit diesem Ansatz in die Gleichung ffir W ein, so er- 
halten wir 

w ~ ~ t~n 
n,:t  Jr- On ~- - - j -  ctg j 

Hierin k6nnen wir links das kleine O n gegen n O vernachl&ssigen: 
( 1 ~ ) ~O = Jarectg  'J  n ~ ;  Wa ---- J n~--~  areetg ~ n J  

7 g W 2  * 

Damit haben wir die Perioden und die Eigenwerte der station~ren LSsungen 
yon (14c) bereehnet. Die dazugehSrigen Eigenvektoren sind durch (~) gegeben. 

Aus den station~ren L6sungen yon (14) kann man aber jede L6sung yon 
(14) zusammensetzen und diese Gleiehungen voUkommen beherrsehen. In dieser 
Weise ergeben sieh die Formeln (15), die uns aueh fiir kompliziertere Verh~lt- 
nisse den unseres Erachtens richtigen Ansatz nahegelegt haben. 

IV. Wir wollen jetzt den Fall der Fig. 2 durehrechnen. Die Betraehtung 

noeh komplizierterer'Fiille ergibt niehts Neues mehr und die Reehnung 

l~13t sieh in allen F~illen, in 4enen dieselbe Konfiguration nieht auf zwei 

odor verschiedenen Wegen erreiehen lii~t, ebenso durchffihren, wie es hier 
geschehen ~ . r d .  Ausgeschlossen bleiben dagegen jene F&lle, in denen 4as 
Atom ent~veder zweimal naeheinander Lieh tquanten  gleicher Frequenz 
(innerhalb der der Linienbreite!) emittiert odor in 4enen derselhe Atom- 

zustand fiber mehrere verschie4ene Wege 4urch Emission gleicher Licht- 

(tuanten in verschiedener Reihenfolge erreieht werden kann. Der erste 

Fall tritt z. B. in Fig, 1 ein, wenn E A - -  E B = E ~  --- E c ,  : , , ,~_~_ 

o4er wenn E A -  E B : E a -  E D i s t  (nicht aber, wenn 

E A :'-- E B, .~  E B - -  E c ,  well diese  nicht nacheinander, 
sondern entweder das eine oder das andere emittiert 

werden) ; tier zweite Fall wfirde eintreten, wenn yon B '  ein C' 
~bergang nach C ffihren "wfirde, un4 E A - -  E B, -~ E B , -  E c rig. ~. 

wi~re, well C dann sowohl fiber B '  wie auch fiber B yon A erreicht werden 
k6nnte, beide Male durch Emission zweier gleicher Liehtquanten. 

Die Voraussetzung, dab solche Koinzidenzen nieht auftreten, ist not- 
wendig, um die Einflfisse, die die Boses~atistik ffir die Lichtqnanten mit 

* Auf diesen Ansatz hut uns Herr J .v .  Ne l lmann  freundlichst hin. 
gewiesem 
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sich bringt, vernachl~ssigen zu kSnnen. In den vorher erw/~hnten F/~llen 
- -  Oszillator, viele andere Probleme bei hohen  Quantenzahlen - -  mul~ 

dagegen unsere Rechrmng modifiziert werden, wobei sich voraussichtlich 

aueh das :Resultat ~ndern wird. 

Wie n~mlich sehon P a u l i t  vorausgesagt hat, gelten im Falle auf- 

einanderfo]gender gleieher Frequenzen nicht die normalen Formeln fiir 
die Linienbreite. Insbesondere betonte er aueh, dab die E h r e n f e s t s c h e  
Vorstellung ffir den Oszillator eine unrichtige, der klassisehen Theorie 
widersprechende Linienbreite ergibt. Auf diese, wegen des Korrespondenz- 

prinzips besonders interessanten Verh/~ltnisse sei bier jedoeh nieht n/~her 
eingegangen, nur bemerkt, dab unsere Formel (7) der Bosestatistik tier 
Liehtquanten, die hierbei eine wesentliehe Rolle spielt, nicht Reehnung tr/~gt. 

Wegen der Vernaehl/~ssigung des ,,abnormen Liehtes" wird die Wellen- 

funktion ~v (Q, N 1, N 2 . . . .  ) nur an folgenden Stellen yon Null verschiedene 
Werte annehmen: 

Q = A ,  alle N = 0 ,  

Q = B ' , n u r  ein N etwa N O , : 1, alle anderen N : 0, 
ffir vAB , - e <  V e , < v  A , + s ,  

@ = B,  nur ein N etwa N e = 1, alle anderen N = 0, (**) 

@ =- C, nut zwei N etwa N e = N o = 1, alle anderen N -= 0, 

Alle diese Zust~nde entstehen aus dem ersten dureh lauter normale Emissions- 

prozesse. Das ~, um alas sieh die Frequenz eines Liehtquants, ~tas wit eben 
noeh beriieksiehtigen, yon cter Sprungfrequenz unterseheideL w~hlen wir 

so klein t t ,  da$ sieh die beiden letzten der drei Gebiete 
A A A B' yon ~'B '  ~ ~: bis v A, + s, .4 B yon vB a - -  s bis va - -  s, 

B 
B C  yon v~ ~ e bis vc ---  e 

nirgends tiberlappen sollen, andererseits nattirlieh so grog, dab praktiseh 

noeh die ganze Linie erfaBt werde. Dann wiederhoR sieh sieher keine 
Stelle, die in einer Zeile yon (**) schon angegeben ist, in einer anderen 
Zeile, so da$ wit fiir die Werte yon ~v.an den versehiedenen in (**) an- 
gegebenen Stellen versehiedene Buchstaben einffihren kSnnen, zwischen 
denen keine Beziehungen bestehen. 

Wit bezeiehnen ~v an der Stelle der ersten Zeile mit a, der zweiten Zefle 
t 

mit be,, der dritten Zeile mit be, der vierten Zeile mit ce,. Die Di racsehe  

t W. Pau l i ,  1. c. 
~j" ttierzu s~nd die oben angegebenen Voraussetzungen notwendig. 
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Gleichung (19.) lautet, fiir diese Variable aufgeschrieben, wenn man die 

abnormalen ]Jberg/~nge weiter vernachl/~ssigt und wiecler E a = 0 setzt:  

h 0 a  

q 

h 0 b'~, _ (~B, + h re) ~'~, + ~;~ ~, (e3 b') 
9.~ri Ot  

h t) b~ o (o) (o) 
9 . ~  Ot - -  ( E B ~ - h v ' ~  - (23b) 

h Oco,, 
9.xti Ot  - -  (Ec + h ( v  e + vo))ceo-4 -~176 ~e" ~ (23c) 

Die Summation ist dabei immer fiber dasjenige Gebiet zu erstrecken, dessen 
Zeichen im entsprechenden w ale unterer Index vorkommt.  

Um die Formeln etwas abzukiirzen, ffihren wix die Bezeichnung 
bzw. Z fiir Real- und Imagin/~rteil einer GrSBe z ein: 

z = ~ -4-iZ. 

Zur AufiSsung des Gleichungssystems (9.3) versuehen wir folgenden 
Ansatz: Ffir a setzen wir wieder 

a = e - 2 ~ r A t ,  (24a) 

ffir die fibrigen GrSSen eine Summe yon Exponentialfunktionen. Der 
Exponent  eines Gliedes - -  des letzten - -  ist dabei zun~ehst frei gelassen, 
sein Koeffizient aber so bestimmt,  dab der ganze Ausdruek fiir t = 0 ver- 
sehwinden soll. In  den fibrigen Gliedern sind die Koeffizienten frei gelassen 
und die Exponenten dieselben, die in demjenigen Zustand vorkommen,  
aus d.em dieser ents~eht. Es sei also 

, , e -2~re ,  t), (24 b') 

b O = flo ( e - - ~ r A t - - e - - ~ f t ) ,  (24b) 

~ .  = $ r  o'. (e4o) 

Die Anzahl der Glieder ist immer um eins gr6Ber als die Anzahl des Indizes. 
Setzt man diese Ausdrfieke in die Gleichungen (28) ein, so kann man 

alle frei gelassenen GrSl]en dutch Koeffizientenvergleieh gleicher Exponential- 
funktionen bestimmen, wobei gleiehzei~ig alle Gleichungen erffillt werden. 
Man geht dabei am besten yon der letzten Gleichung aus und geht die 
Gleiehungen yon unten naeh oben dutch. 
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Aus (28c) erhi~It man drei Gleichungen, weil in Ce. drei verschiedene 
Exponenten vorkommen. 

~,,(a) R 
�9 ~cB e~ (25 r 

~'~ h ( i F  ~ + v c - -  ~,~-- v,~) 
(o )  ,~ 

w e b  PQ (25 V) 
v~ o = - h ( i r ~  + ~ - ~ -  ~o)' 

/ , c  a �9 " c  �9 a = ~ ( v e - - v ( , - -  1 . ' c  O. (26c) 

Um dies in (23b) einzusetzen, mtissen wit die Summe 

, , , )  ~ l ~ l  ~ - (~_~,_ ~,(,~ _,~), 
0 " �9 

bereehnen. Naeh (18) ist dies 

[ 1  

Es kommen also in dieser Summe nut noch Glieder mit solehen Exponenten 
vor, die in b e aueh schon vorhanden sind. 

Wenn wir jetzt zu (23 b) iibergehen, erhalten wir die beiden Gleichungen: 

w(~)z 
Be = h ( i r~  + ~ - -  ~ , o ) - - i ~ . c ( ~ - - ~ e - - / ~ )  ' (25b) 

B . (26 b) 

= - J 
FOr (23a) wer4en wir wieder die Summe 

WA B 

0 e 

brauchen, wo wir zur Abkiirzung (26 b) schon mit verwendet haben. Dieser 
Ausdruck hat noch nicht genau die Form (18). Wenn wit aber beachten, 
dat~ doch nur jene Werte yon ~ einen wesentlichen Beitrag geben werden, 
ffir die ve ~ V~B- ~A ist, SO kSnnen wir in derselben N~herung, in der 
(18) gilt, im letzten Gliede des Nenners ve durch vA_/=,A ersetzen und 
erhalten dafiir einfach - -  ~ c vB/h  = f.,B. Jetzt kann man die Summation 
nach (18) ausffihren: 

e 
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Wieder enth~lt die Summe, die wir in (23a) einzusetzen haben, nur 
den Exponenten,~ der in (23 a) ohnehin schon vorkommt. Es ist indessen 
zu bemerken, daft' dies auch nut bis auf GrSl~en yon der 0rdnung ~,/v riehtig 
isL was aber selbst im Exponenten nichts ausmacht, da es sieh erst nach 
so langer Zei$ i~ui~ert, in der schon lange keine Lichtemission mehr statCfindet. 

Aus (23b) erhalten wit 
ll~(Q') 
~AB' 

~ '  = h ( i r a  + ~ ,  - ~,) '  (25 b') 

B' F e, = ~ (VB a, - -  re,) (26 b') 
und die Summe ist nach (18) 

: ~  ,~- .~')~, b e,' = ~ . ,  i ~ ( ~ , _  p~)  ~ - ~ .  (~7 b') 
e'  

Setzen wit sehliefllich noch (27b) and (27b') in (23a) ein, so erhMten wir 

h~/'A ~B~:z  (v~ pA) . a "A [ 

D~mit sind Mle Konstanten bestimmt un4 alle Gleiehungen befriedigt. 
Wir vergleiehen noeh die Ergebnisse mit der Zus~mmenstellung in I. 
Um zun~chst (6), 4as ,,radioaktive Gesetz", zu verifizieren, kSnnte 

man I a ]2 = nA und riB, , nB, n C explizite bereehnen und dann die Formel (6) 
verifizieren. Wir w~hlen aber einen etwas anderen Weg, well er uns in 
die Konstitution der LSsung besser einzuleuchten seheint. Aus den G]ei- 
chungen (27) ergibt sieh n~mlich, dab his ~uf GrSl3en hSherer Ordnung 

e 

0' 

w~')c, ceo = i z n a c v g b  e 
t l  

gilt. Segzt man dies in (28) ein und bereehnet z. B. 

0 0 
o 

so ergibt sieh 
h O n .  ( h Obo~* . h Obo 

2~z4 0 t  - -  ~ - - b e  2~zi Ot / + be 2 ~ i  Ot o 

�9 o.(0 B , b~ iTe~  B 
e 

B , = 2i7~UAB vAa*a + 2 iT~BCVr  ~ b e b e , 
e 

Mso naeh (21) direkt die Gleichung (6). 
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t 
Um die Gestalt der Linien zu bestimmen, berechnen ~_r zuerst I be' [2 

f i i r t  = oo: 
W(e ') [~ I A~, 1 

I b'~,l ~ - h,~ ( r ~ )  ~ + ( r e ' -  r , , )  ~ 2" 

Dutch Summation fiber ein kleines Frequenzintervall erhalten wit ebenso 
wie i ,  (22) 

1 F A B , ( r )  d V  V y A d v  
J O,)d  v = - h ( I 'A ) ' 2q - (Ve ' - -~ '~ , )  '~ vA ' (~ya)~q_4zr2(v__~,~B)~ , (29b) 

also die Formel, die schon in (gb) steht: die Breite des Zustandes A ist 
die S u m m e  ~,~/4~ = (7~ +y~, ) /4~ .  

Wenn 4as Atom am Ende in C ist, sind sieher zwei Liehtquanten 
emittiert;  die Wahrseheinliehkeit, dab die Frequenz des ersten zwisehen 
v un4 v q- dr,  die des zweiten zwischen v' und v' q- d v' liege, ergibt sieh, 
wenn man in ceo t = oo setzt, un4 

v~ + d '~ '~ w + d v r~ + d v t "v -]- d v 

berechnet. Naeh (25 ~), (26 V) ist 

I~,~o+ ~,o,~l ~ = 
j~'~ I ( ~ r ~  + r ~ -  "e - *o) ( ~ r ~ +  ~ -  ~ - -  r,,)12 

oder mit (26b), (25b) 

t r + neo I ~ = 

Die Summation kann man naeh (16) ausfiihren. Wenn man noch (21) 
beaehtet, ergibt sie 

B ' v v' y J d v  y c d v  
J (v, v') d v d v' = V--~B. V---~ (~- yd)~ + 47r ~ (V~ -- V-- V')'~ (yB) 2 + 4 ~2 ( V~-- ~,,)2 ' (29 a) 

was praktiseh mit (9a) gleichbedeutend ist, wenn man darin C' dutch C 
ersetzt. Dureh Integration fiber v bzw. r '  erhalt man die Breite der Linie 
B -+ C bzw. A -+ B. Die erste ist yB/2 re, also so groB, wie wenn die anderen 
Niveaus gar nicht da w~iren; die zweite Breite betr~gt (yA q_yB)/2~r, 
sie ist also SO groB, wie die Summe der Breiten der beiden Niveaus. 

V. Die Formel (29a) zeigt die statistische Abh~ngigkeit tier Fre- 
quenzen v, v' 4er beiden naeheinander emittierten Liehtquanten und er- 
gibt eine Verbreiterung der ersten Linie aueh dutch die Uberg~inge, die 
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yon ihrem unteren Niveau ausgehen. Dal~ so etwas in der Diraesehen 
Theorie herauskommen mul3, ls sich qualitativ sehr leicht einsehen. 

B e t r a c h t e n  wir das Niveauschema der Fig. 8. Die ]Jbergangswahr- 
scheinlichkeit yon B nach C sei sehr groin, 4ann ist die Linie B ~ C 
sicher sehr breit. 

Wenn jetzt die Ubergangswahrseheinliehkeit A -+ B sehr klein ist, 
so hat der Anfangszustand (13) eine fast scharfe Energie, d.h.  die Wahr- 
scheinlichkeiten ffir yon E A wesentlieh abweichende Gesamt- 
energien sind ffir diesen Zustand sehr klein. Da abet die Wahr- A|-----,--- 
seheinlichkeiten ffir die versehiedenen Gesamtenergien zeitlieh B - - - - - ~  
konstant sind, ist dies auch am Ende des Prozesses, nachdem | 
sieh beide Liehtquanten schon weir veto Atom entfernt t" 

Fig. 3. 
haben, tier Fall. Jetzt ist aber die Gesamtenergie des Systems 
g e n a u  h~ ~-h~ ' ,  weft das Atom in einem absolut station~ren Zustand 
ist - -  dessert Energie wir zum Nullpunkt der Energieskale machen kSnnen - -  
und die Wechselwirkungsenergie versehwindet. Die F~lle, in denen h ~ + h ~' 
wesentlich yon E A abweicht, miissen also sehr selten sein. Da abet ~' 
betr~ehtliche Sehwankungen aufweist, m~issen diese dureh ~ kompensiert 
werden, was eine statistisehe Kopplung der beiden Frequenzen und eine 
Verbreiterung tier A - +  B-Linie bedeutet. 

5* 


