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Introduction

Dans les trois chapitres précédents, nous avons étudié les ensembles de par-
ticules identiques; nous avons montré comment apparait dans ce cadre la notion
d’opérateur de champ quantique. Nous abordons maintenant une nouvelle série de
trois chapitres oul cette notion de champ quantique est appliquée & un cas particu-
lier important : le champ électromagnétique, composé de bosons identiques appelés
“photons”. Nous partirons de la constatation qu’en électromagnétisme classique la
dynamique des différents modes du champ est exactement semblable & celle d'une sé-
rie d’oscillateurs harmoniques. Chacun de ces modes peut donc étre quantifié par la
méme méthode que pour un oscillateur harmonique élémentaire constitué d’une seule
particule ; cette approche posséde le grand avantage de la simplicité. Elle demande
toutefois d’établir au préalable cette équivalence entre modes du champ électro-
magnétique classique et oscillateurs harmoniques; c’est le but principal du présent
chapitre.
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CHAPITRE XVIII RAPPELS D’ELECTRODYNAMIQUE CLASSIQUE

Cet objectif nous aménera a effectuer un certain nombre de rappels d’élec-
tromagnétisme classique, afin d’assurer la cohérence de ’exposé. Nous consacrons
également un complément a une présentation synthétique du formalisme lagrangien
appliqué a ce cas. Toutefois, le lecteur qui serait déja familier avec ces aspects de
I’électromagnétisme classique pourra passer directement au traitement quantique du

Chapitre XIX.

Nous commencons au § A par rappeler les équations de Maxwell-Lorentz dé-
crivant I’évolution couplée des champs électrique E(r,t) et magnétique B(r,t) et
des coordonnées et vitesses des particules servant de source pour ce champ . Nous
rappelons l'expression d’un certain nombre de constantes du mouvement, comme
I’énergie, 'impulsion et le moment cinétique du systéme global “champ -+ parti-
cules”. Les potentiels vecteur A(r,t) et scalaire U(r,t) sont également introduits,
ainsi que les transformations de jauge pouvant étre effectuées sur ces potentiels.

Nous montrons ensuite qu’il est intéressant d’effectuer une transformation de
Fourier spatiale sur les champs. Dans ’espace réciproque, les équations de Maxwell
prennent en effet une forme plus simple. En I’absence de particules, ce ne sont plus
des équations aux dérivées partielles, mais des équations différentielles en temps. De
plus, la notion de champ de vecteurs longitudinal ou transverse prend une significa-
tion géométrique claire dans I’espace réciproque 2. Un champ de vecteurs f/'(k7 t) est
longitudinal si V(k7 t) est paralléle a k en tout point k de l’espace réciproque, trans-
verse si V (k,t) est perpendiculaire a k en tout point k. Nous montrons que deux des
quatre équations de Maxwell fixent la valeur des champs électrique et magnétique
longitudinaux alors que les deux autres décrivent 1’évolution des champs transverses.
Il apparait notamment que le champ électrique longitudinal est tout simplement le
champ électrostatique de Coulomb créé par les particules chargées. Ce n’est donc pas
une variable de champ indépendante puisqu’il est fonction des seules coordonnées
des particules®. Le choix de la jauge de Coulomb revient par ailleurs a prendre le
potentiel vecteur longitudinal égal & zéro, ce qui permet finalement d’éliminer les
champs longitudinaux des expressions de toutes les grandeurs physiques.

Dans le § B, nous montrons I’équivalence qui existe entre le champ de rayonne-
ment et un ensemble d’oscillateurs harmoniques a une dimension. Les équations de
Maxwell des champs transverses permettent en effet d’introduire des combinaisons
linéaires des potentiels vecteurs et champs électriques transverses qui, en 1’absence
de particules et pour chaque vecteur d’onde k, évoluent en e~ ott w = ck. Ces
variables, appelées variables normales, décrivent donc les modes propres de vibra-
tion du champ libre. La dynamique de chacun de ces modes propres est analogue
a celle d’un oscillateur harmonique & une dimension, la variable normale du mode
apparaissant comme l’équivalent de la combinaison linéaire de la position et de la
vitesse de l'oscillateur associé qui devient, lors de la quantification, I’opérateur d’an-
nihilation bien connu dans la théorie quantique de l'oscillateur harmonique. C’est le
remplacement des variables normales et de leurs complexes conjuguées par des opé-
rateurs d’annihilation et de création qui permettra, dans le Chapitre XIX, d’obtenir
Pexpression des divers opérateurs de la théorie quantique.

1. Nous supposons ici que les vitesses des particules sont faibles devant la vitesse de la
lumiére, de sorte que nous pourrons nous limiter & une description non relativiste.

2. Nous désignons par G(k) la transformée de Fourier spatiale de G(r), le symbole “tilde”
permettant de distinguer clairement les deux fonctions dans I’espace ordinaire et I’espace réciproque.

3. Le champ magnétique longitudinal est quant & lui nul.
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A. ELECTRODYNAMIQUE CLASSIQUE

A.  Electrodynamique classique
A-1. Equations et relations fondamentales
A-1-a. Equations de Maxwell

Les équations de Maxwell dans le vide et en présence de sources sont au nombre
de quatre :

V.-E(r,t)= %p(r,t) (A-la)
V- -B(r,t)=0 (A-1b)
V x E(r,t) = —%B(r t) (A-1c)
VxB(r,t)zc%% (r, )—&—LJ(T t) (A-1d)

Elles donnent la divergence et le rotationnel des champs électrique E(r,t) et ma-
gnétique B(r,t). Les densités de charge p(r,t) et de courant j(r,t) qui apparaissent
dans ces équations s’expriment, & la limite non relativiste, en fonction des positions
ro(t) et des vitesses v,(t) = dr,(t)/dt des diverses particules a du systéme, de
masses m, et de charges g, :

t) = Z 4ol [ — 7o (t)] (A-2a)
0= 3 auva()5 [ — ra(t) (A-2b)

A-1-b. Equations de Lorentz

Les équations de Lorentz décrivent la dynamique de chaque particule a sous
leffet des forces électrique et magnétique exercées sur cette particule par les champs
E(r,t) et B(r,t) :

d2

Ma g2
Les évolutions des particules et des champs sont couplées : les particules évoluent

sous l'effet des forces exercées sur elles par les champs, et jouent elles-mémes le role
de sources pour I’évolution des champs.

Ta(t) = qa [E (ra(t), 1) + va(t) X B (ra(t), )] (A-3)

A-1-c. Constantes du mouvement

Les définitions (A-2a) de p(r,t) et (A-2b) de j(7,t) entrainent I’équation de
continuité :

gl p(r,t)+V -4(r,t)=0 (A-4)

qui implique l'invariance au cours du temps de la charge totale du systéme de par-
ticules :

Q= /d3rp(r,t) = an (A-5)
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D’autres constantes du mouvement existent : I’énergie totale H, 'impulsion totale
P et le moment cinétique total J du systéme champ + particules, donnés respecti-
vement par :

H= Z %mavg(t) + %O/dgr [E*(r,t) + B (r,t)] (A-6a)
P= Zmava(t) + <o /dgr E(r,t) x B(r,t) (A-6b)
J = Zra(t) X Maq(t) + €0 /dgr r x [E(r,t) x B(r,t)] (A-6¢)

On peut en effet vérifier, a partir des équations (A-1) et (A-3), que les dérivées par
rapport au temps de H, P et J sont nulles (pour H et P, voir par exemple exercice
1 et son corrigé dans le Complément Cy de [15]).

A-1-d. Potentiels scalaire et vecteur; transformations de jauge

Comme nous 'avons déja vu dans le Complément Hyyy, les champs E(r,t) et
B(r,t) peuvent toujours étre écrits sous la forme :

Emwz—VWnﬂ—%Aw@ (A-7a)

B(r,t) =V x A(r,1) (A-7b)

ou A(r,t) et U(r,t) sont les potentiels vecteur et scalaire constituant une jauge.
Lorsque x(7,t) est une fonction arbitraire de 7 et de ¢, toute transformation de ces
potentiels définie par les relations :

A(r,t) = Al(r,t) = A(r,t) + Vx(r, 1) (A-8a)

U(r,t)=U'(r,t) =U(r,t) — %X(r,t) (A-8b)

conduit & la méme expression de E(r,t) et B(r,t); les mémes champs physiques
peuvent donc étre représentés par plusieurs potentiels A(r,t) et U(r,t) différents.
La transformation (A-8) associée a la fonction x(r,t) est appelée transformation de
jauge.

Les relations (A-8) laissent une flexibilité sur le choix de la jauge {A,U}, ce
qui permet d’introduire une condition supplémentaire. La jauge de Coulomb, que
nous utiliserons dans ce chapitre et les suivants, est définie par la condition :

V- A(r,t)=0 (A-9)
Nous donnerons plus loin une interprétation géométrique de la condition (A-9) dans
I’espace réciproque.

A-2. Description des phénoménes dans |'espace réciproque

L’utilisation de la transformation de Fourier permet de mettre les équations
de I’électrodynamique sous une forme qui est trés commode pour la suite des calculs.
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A-2-a. Transformation de Fourier spatiale

Introduisons la transformée de Fourier du champ électrique E(r,t) :

E(k,t) = 13/2 /d3r E(r,t)e " (A-10)

(2m)
permettant d’exprimer E(r,t) sous la forme :

1

E(r,t) = @

/ Ak E(k,t)e® ™ (A-11)

Des expressions analogues peuvent étre écrites pour toutes les grandeurs physiques
introduites plus haut : champ magnétique, densités de courant et de charge, poten-
tiels vecteur et scalaire.

Il sera utile pour la suite de rappeler I'identité de Parseval-Plancherel (Appen-
dice I, § 2-c) exprimant I’égalité du produit scalaire de deux fonctions prises dans
Pespace des positions ou dans 1’espace réciproque ? :

/ &P F*(r)G(r) = / &Pk F* (k)G (k) (A-12)
et le fait que, dans I’espace réciproque, le produit de deux fonctions est la transfor-

mée de Fourier du produit de convolution de ces deux fonctions dans ’espace des
positions :

n ~ 1 3./ I !
& — — -
F(k)G(k) b /d r F(r')G(r — ') (A-13)
A-2-b. Equations de Maxwell dans I'espace réciproque

Les équations de Maxwell prennent une forme plus simple dans ’espace réci-
proque et permettent d’identifier clairement les différences de nature entre les com-
posantes longitudinale et transverse des divers champs. Tout champ de vecteurs
V (k,t) peut étre décomposé en un champ longitudinal VH (k,t), parallele en tout

point k au vecteur k, et un champ transverse VJ_(k, t) perpendiculaire a k :

V(k,t) = Vj(k,t) + Vi (k,t) (A-14)
Vi(k,t) =k (,{ : f/(k,t)) —k (k : f/(k-,t)) /K> (A-15a)
Vi(k,t) =V (k,t) - V|(k,t) (A-15b)

ot k = k/k est le vecteur unitaire le long de k.
Comme l'opérateur V dans I'espace des positions correspond a 'opérateur ik
dans l’espace réciproque, les équations de Maxwell (A-1) deviennent dans l’espace

4. Nous appelons “espace des positions” celui des vecteurs r (espace ordinaire), et “espace
réciproque” celui des vecteurs d’onde k.
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réciproque :
ik - E(k,t) = %5(1:,15) (A-16a)
ik - B(k,t) =0 (A-16b)
ik x E(k,t) = —%B(k,t) (A-16¢)
ik x Bk, ) =~ LBkt + L (k1) (A-16d)
c? ot goC

Compte tenu des définitions (A-15) des composantes longitudinales et trans-
verses d'un champ de vecteurs, les deux premiéres équations (A-16a) et (A-16b)
fixent les parties longitudinales projections des champs E(k,t) et B(k,t) sur k :

k
k2
By(k,t)=0 (A-17b)

E|(k,t) = ——p(k t)— (A-17a)

Les deux derniéres équations (A-16¢) et (A-16d) donnent les vitesses de variation
OE(k,t)/0t et OB(k,t)/dt des champs E(k,t) et B(k, t). Ce sont donc les équations
du mouvement de ces champs. En Pabsence de sources (j(k,t) = 0), ¢’est-a-dire pour
un champ que nous appellerons “libre”, ce sont des équations différentielles en temps,
et non plus aux dérivées partielles comme c’est le cas dans I’espace des positions.

A-2-c. Champs électrique et magnétique longitudinaux

L’équation (A-17b) montre que le champ magnétique longitudinal BH (k,t) est
nul. L’équation (A-17a) donne Ej(k,t) sous la forme d’un produit de deux fonctions
de k, p(k,t) et —ik/eqk? dont les transformées de Fourier s’écrivent :

ﬁ(kat) ’<I‘_>F p(r,t) (A—18a)
ik, (2m)3/2

o k? TF 4dmey 13

(A-18b)

L’utilisation de I’équation (A-13) conduit alors a :

1 r—r
d3r t
47eg / rp(r, )\ — 73

1 Zq|r—ra() (A-19)

~ 4reo GE

Ainsi, le champ électrique longitudinal & Iinstant ¢ coincide avec le champ de Cou-
lomb produit par la distribution de charge p(r, t), calculé comme si cette distribution
était statique et figée a cet instant ¢.

EH (r,t) =

Remarque

Le fait que le champ électrique longitudinal suive instantanément 1’évolution de la
distribution de charge p(r,t) ne doit pas faire croire a des interactions a distance
se propageant & une vitesse infinie. Il faut aussi tenir compte de la contribution du

Cohen-Tannoudji, Claude, et al. <i>Mécanique Quantique - Tome lIl : Fermions, Bosons, Photons, Corrélations et Intrication</i>, EDP

Scienc

7. ProQuest Ebook Central, http://ebookcentral.proquest.com/lib/epflch/detail.action?doclD=5043176.

Created from epfich on 2019-09-18 02:21:15.



A. ELECTRODYNAMIQUE CLASSIQUE

champ transverse, car seul le champ électrique total E = E+ E | posséde un sens
physique. On peut montrer que le champ électrique transverse a, lui aussi, une
composante instantanée qui compense exactement celle du champ longitudinal,
de sorte que le champ total est toujours retardé (en ¢t — r/c), les interactions
électromagnétiques se propageant a la vitesse de la lumiére ¢ (voir exercice 3 et
son corrigé dans le Complément Cy de la référence [15]).

Les résultats précédents montrent que les champs longitudinaux ne sont pas
des grandeurs indépendantes : ils sont, soit nuls (cas du champ magnétique longi-
tudinal), soit reliés simplement aux coordonnées r,(t) des particules (cas du champ
électrique longitudinal dont ’expression est donnée par (A-19)).

A-2-d. Equations d’évolution des champs transverses

Apreés avoir montré que les deux premiéres équations de Maxwell fixent la
partie longitudinale des champs, considérons maintenant les deux derniéres équations
(A-16¢) et (A-16d) et prenons les composantes transverses des deux membres de
chacune d’elles. Comme k x E =k x E | , elles se ré-écrivent :

0

&B(k,t) = —ik x E (k,t) (A-20a)
QEl(’c,t) = ic’k x B(k,t) - ijl(k:,t) (A-20b)
ot o

qui fournissent 1’évolution temporelle des champs transverses E | (k,t) et B(k,t).

Remarque

On peut également étudier la projection longitudinale des deux équations de Max-
well (A-16¢) et (A-16d). Pour la premicre c’est trés simple, puisque les deux
membres de (A-16¢) sont transverses; leur projection longitudinale est donc nulle.
Quant a (A-16d), elle conduit a :

0 = 1~
B0 t) + (k1) = 0. (A-21)

Prenons le produit scalaire avec k des deux membres de cette équation. Compte
tenu de (A-17a) et du fait que k- j = k- 7, il vient :

%ﬁ(k, 0 + ik - Gk, t) = 0 (A-22)

qui n’est autre que l’équation de continuité (A-4) dans ’espace réciproque, et
n’apporte donc rien de nouveau.

A-2-e. Potentiels

Les relations (A-Ta) et (A-7b) entre champs et potentiels deviennent, dans
I’espace réciproque :

Copyright © 2017. EDP Sciences. All rights reserved.

E(k,t) = —ikU(k,t) — %A(k,t) (A-23a)

B(k,t) =ik x A(k,t) (A-23b)
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et les égalités (A-8a) et (A-8b) définissant une transformation de jauge :
A(k,t) — A'(k,t) = A(k,t )+sz(1¢ t) (A-24a)

Ulk,t) = U'(k,t) = U(k,t) — —F(kz t) (A-24b)

ol F(k,t) est la transformée de Fourier de y(r,t).

Comme le dernier terme de (A-24a) est un vecteur longitudinal, il est clair
qu’une transformation de jauge ne change pas la partie transverse A, (k,t); cette
derniére définit donc un champ physique, invariant de jauge :

A (k,t) = A, (k,t) (A-25)

Comme k x A” = 0, la projection transverse des relations (A-23a) et (A-23b) conduit
aux équations :

E, (k,t)= —%Al(k,t) (A-26a)
B(k,t) =ik x A (k,t) (A-26Db)

Notons que 1’équation (A-26b) permet d’exprimer A (k,t) en fonction de B(k,t).
En prenant le produit vectoriel avec k des deux membres de cette équation, et en
utilisant 'identité :

x (bxec)=(a-ec)b—(a-b)c, (A-27)
et le fait que k- A (k,t) = 0, on obtient :

ALlk,t) = 2 (k x B(k, t)) (A-28)

Cette équation ainsi que l’équation (A-26a) permettent de ré-écrire les deux
équations d’évolution des champs transverses (A-20a) et (A-20b) sous une forme qui
ne fait apparaitre que E | (k,t) et A, (k,t) :

%AL(k t) = —E, (k,t) (A-29a)
%EL(I@ t) = ck? A, (K, t) — Eijl(k,t) (A-29b)

En I'absence de sources (j (k,t) = 0), on obtient deux équations d’évolution cou-
plées pour les champs transverses E | (k,t) et A, (k,t). Elles seront utiles plus loin
pour l'introduction des variables normales du champ et la démonstration de 1’équi-
valence du champ transverse avec un ensemble d’oscillateurs harmoniques.

Equation d’évolution du potentiel vecteur transverse ~
L’équation d’évolution de A peut étre obtenue en remplacant dans (A-29b) E
par —9A | /Ot. On obtient ainsi :

Copyright © 2017. EDP Sciences. All rights reserved.

0 - 1~
—_— A = —9 A-
|:8t2 +C k :| J_(k,t) EO]J_(kZ,t) ( 30)
qui s’écrit dans ’espace des positions :
1 0° 1.
{g@ — A:| AJ_ ('f',t) = %?JL(T,t) (A—31)
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A-2-f. Jauge de Coulomb

La condition V- A(r,t) = 0, définissant en (A-9) la jauge de Coulomb, devient
dans ’espace réciproque :

ik-A(k,t) =0 <— Aj(k,t)=0 (A-32)

Dans la jauge de Coulomb, le potentiel vecteur longitudinal est donc nul; reste
le potentiel vecteur transverse, dont nous avons vu plus haut que c’est un champ
physique.

Que peut-on dire du potentiel scalaire U dans la jauge de Coulomb ? Prenons
la partie longitudinale des deux membres de I’équation (A-23a). Comme le dernier
terme du second membre est transverse en jauge de Coulomb, on obtient ENH (k,t) =
—ikU (k,t), ce qui, dans I’espace des positions, se traduit par E(r,t)=-VU(r,1).
Le potentiel scalaire est donc le potentiel dont dérive le champ électrique longitu-
dinal. L’équation (A-19) montre alors que, & une constante prés, U(r,t) est égal
a:

1 1
Ulr,) = o— ; O r——r (A-33)

c’est-a-dire encore au potentiel coulombien créé par la distribution de charges.

Jauge de Lorentz

Dans ce chapitre et le suivant, nous utiliserons principalement la jauge de Cou-
lomb. Une autre jauge couramment adoptée, notamment dans les formulations
manifestement covariantes de ’électrodynamique, est la jauge de Lorentz définie
par la condition :

10

V- A(r,t) + ?&U(r’t) =0 (A-34)

équation qui s’écrit encore, en notations covariantes :

> 0.A" =0 (A-35)
I

La condition définissant la jauge de Lorentz garde donc la méme forme dans
tous les référentiels de Lorentz, ce qui n’est pas le cas pour la jauge de Coulomb
(puisqu’un champ transverse de divergence nulle dans un référentiel n’est plus
nécessairement transverse dans un autre référentiel en relativité). La jauge de
Coulomb a néanmoins 'avantage de permettre d’identifier, dans un référentiel
donné, les variables du champ réellement indépendantes.

A-3. Elimination des champs longitudinaux dans I’expression des grandeurs physiques

Pour la suite de la discussion, il sera utile d’éliminer les champs longitudinaux
de Iénergie totale H et de l'impulsion totale données par les équations (A-6a) et
(A-6b). Ceci permet de ne faire apparaitre dans les grandeurs physiques que les
variables réellement indépendantes, coordonnées et vitesses des particules, champs
transverses.
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A-3-a. Energie totale

Commengons par éliminer le champ électrique longitudinal du dernier terme
de 'expression (A-6a). Utilisant 1’égalité de Parseval-Plancherel (A-12) et le fait que

Eﬁ‘ (k,t) - E,(k,t) =0, on peut ré-écrire ce dernier terme sous la forme :

%0 &Pr [E*(r,t) + *B?(r,t)| = Hiong + Hevans (A-36)
ou :

Hiong = / &k Ej (k,t) - By(k,t) (A-37a)

Hovans = %0 / &k [Ej(k,t) CE\(k,t)+ 2B*(k,t) - B(k,t) (A-37b)

Dans (A-37a), remplagons E~H(k,t) par l'expression (A-17a). Il vient, compte tenu
e (A-12) et (A-13) :

Hlong = 2&_0 /d3
//d3 d3 / p r t)p('f‘ t)
8meg =]

_ a daqp o
- za: hCoul + 871'60 GZ# |’I" - VCoul (A-38)

(k t)

a_'rbl

L’énergie du champ longitudinal est donc égale a ’énergie d’interaction électrosta-

tique de Coulomb Ve de la distribution de charge p(r,t). En plus de l'énergie
d’interaction de Coulomb de particules différentes a et b, Viou contient Iénergie
hdow du champ de Coulomb de chaque particule a, qui diverge pour des particules
ponctuelles.

L’expression (A-37b) de Hirans peut étre réécrite en fonction des variables

E, (k,t) = —A, (k,t) et A]_(k:7 t) introduites plus haut pour le champ transverse :
£ L0k L ~ ~
Honme =3 [ @ [AL(k.0)- AL (yt) + A7 () - Ao (k) (A-39)

Finalement, ’énergie du systéme global champ + particules peut étre réécrite
sous la forme :

Z meT + Veoul + Herans (A'4O)

ou nous avons utilisé la notation simplifiée 7, () = drq(t)/dt = v, (). C’est la somme
de I'énergie cinétique des particules, de leur énergie de Coulomb et de I’énergie du
champ transverse.
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A-3-b. Impulsion totale

Des calculs analogues peuvent étre menés pour 'impulsion totale P. La contri-
bution du champ contenue dans le dernier terme de (A-6b) s’écrit :

€0 /d3k E*(k,t) x B(k,t) = 50/d3k Ej(k,t) x B(k,t)

Hong

+ €0 /d3k E% (k,t) x B(k,1) (A-41)

Ptrans

ol nous avons séparé les contributions & P des composantes longitudinale et trans-
verse du champ électrique®. Si l'on utilise (A-17a) et (A-26b), on obtient, compte
tenu de l'identité (A-27) :

L
-l:)long = Eo/dgk Tﬁ X (’Lk X AJ_(k,t))

= / &k p* (k,t) AL (K, t) (A-42)
puisque k - AJ_(k, t) = 0, c’est-a-dire encore :

Png = [ @k 5 (k.0 AL ,t) = [ @r pir.)AL(r.1)

= Z QQAJ_ (’I"a, t) (A_43)

Comme plus haut en (A-39), on peut ré-écrire 'expression de Piapns en fonction

des variables E | (k,t) = —A, (k,t) et A, (k,t) du champ transverse :
P = 20 / Bh A% (k1) x [ik x AL (k,1)]
= —i€0/d3k k [Ai(kz,t) A (k,t)] (A-44)

L’impulsion du systéme total champ + particules peut donc étre réécrite sous la
forme :

P=> [mafa(t) + qaAL(Ta,t)] + Prrans (A-45)

Introduisons enfin la quantité :
Da (t) = ma";a (t) + QaAJ_ (rm t) (A—46)

Nous verrons plus loin que, dans I’électrodynamique en jauge de Coulomb, p,(t) est
le moment conjugué de 7, (t), qui différe donc de la quantité de mouvement m, 7 (¢).

5. La notation Pj,,g ne doit pas faire croire que Py,g est lui-méme un champ de vecteurs
longitudinal : c’est en réalité le vecteur qui donne la contribution du champ électrique longitudinal
au vecteur impulsion ; la méme remarque s’applique a Pirans.
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Exprimées en fonction de p,(t), I’énergie totale (A-40) et I'impulsion totale (A-45)
s’écrivent :

1
= ﬁ [p(l - quL (T'(Lv t)]z + VCoul + Hirans (A—47)

P= Zpa(t) + Rrans (A—48)

o0l Hirans €t Pirans apparaissent dans les équations (A-37b) et (A-41). Nous verrons
que H coincide avec I’hamiltonien en jauge de Coulomb du systéme total champ +
particules.

A-3-c. Moment cinétique total
Des calculs analogues aux précédents, que nous ne détaillerons pas ici ¢, permettent

de montrer que la contribution du champ électrique longitudinal au moment ci-
nétique total est égale a :

Jiong = 50/(137“ rx (By x B) =) qara x AL(rs) (A-49)

Si 'on regroupe Jiong €t le moment cinétique des particules, on obtient, compte
tenu de (A-46) :

Zra X MaTq + Jlong = Z Ta X Pa (A—50)

de sorte qu’on peut finalement écrire :

J = Z"'a X Pa + Jtrans (A—51)
ou :
Jorans = €0 / d*r[r x (EL x B)] (A-52)
B. Description du champ transverse comme un ensemble d’oscillateurs
harmoniques
B-1. Brefs rappels sur I'oscillateur harmonique a une dimension

L’énergie d’un oscillateur harmonique de fréquence angulaire w s’écrit :

1 1
E= §m9'c2 + imwaZ (B-1)

ol z la vitesse de Doscillateur :

d .
G =4 (B-2)

6. Ces calculs peuvent étre trouvés dans le § 1 du Complément By de [15].
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B. DESCRIPTION DU CHAMP TRANSVERSE COMME UN ENSEMBLE D’OSCILLATEURS
HARMONIQUES

Cette vitesse obéit a :

d 2
— T=- B-
; & w T (B-3)

de sorte que I’équation d’évolution de x est :
i +wiz=0 (B-4)

Il en découle que z(t) évolue comme une combinaison linéaire (réelle) de cos(wt) et
sin(wt).

L’état dynamique de l'oscillateur harmonique classique est défini & chaque
instant par deux variables réelles x(t) et @(t). Il est souvent commode de les combiner
en une seule variable complexe «(t) en posant :

at)=C [a:(t) +i xt(j)} (B-5)

ot C est une constante (indépendante du temps) arbitraire. On déduit de (B-2) et
(B-3) que «(t) obéit a 'équation différentielle du premier ordre :

& = C(i — iwz) = —iwC <:c + zi) = —iwa (B-6)
La nouvelle variable a(t) varie donc simplement en e~*?.

On peut inverser le systéme formé par I’équation (B-5) et I’équation complexe
conjuguée donnant o* pour calculer z et & en fonction de « et a*. En reportant
les expressions ainsi obtenues dans ’équation (B-1) donnant I’énergie F, on obtient
aprés un calcul simple 7 :

2

E= %(a*a + aa®) (B-7)
On peut choisir la constante C' de maniére que :

mw?  hw

= — B-8

4C? 2 (B-8)
Alors, aprés quantification, on obtient I’opérateur hamiltonien :

~ hw

H= 7(@*& +aal) (B-9)

qui est ’hamiltonien d’un oscillateur harmonique 5.

B-2.  Variables normales du champ transverse
B-2-a. Modes propres de vibration du champ transverse libre
Dans 'espace réciproque, l'expression (A-39) de I'énergie Hiyans du champ

transverse libre est une somme de fonctions quadratiques de A (k,t) et A, (k,t).

7. En vue de la quantification ol o et o* sont remplacés par des opérateurs a et ' qui ne
commutent pas, nous conservons 'ordre de « et a* tel qu’il apparait dans les calculs.

8. Si & et p obéissent a la relation de commutation canonique [#, p] = ik, le choix (B-8) pour
C entraine également la relation de commutation [a,at] = 1.
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Pour chaque valeur de k, on a donc un hamiltonien d’oscillateur harmonique. Les
évolutions des diverses composantes de Fourier spatiales du champ transverse sont
donc découplées les unes des autres. L’avantage de passer dans ’espace réciproque
apparait donc clairement : il permet d’identifier quels sont, en ’absence de sources,
les modes propres de vibration du champ.

€4(k)

€5(k)

FIGURE 1 — Pour chaque vecteur k, les champs transverses peuvent avoir deur po-
larisations caractérisées par des vecteurs unitaires €1(k) et ex(k) perpendiculaires
entre eux et perpendiculaires a k.

En fait, pour chaque k, le champ vectoriel transverse peut avoir deux pola-
risations ? caractérisées par les vecteurs unitaires e1(k) et e2(k), perpendiculaires
a k et perpendiculaires entre eux, de sorte que 'on peut écrire, par exemple pour
A (k,t):

A (k,t) = ALel(k)(kat) e1(k) + /h:—:g(k)(k’t) e2(k) = Z Aiei(k)(kvt) ei(k)

(B-10)
Ale,y(k,t) =gi(k) - AL(k,t) (B-11)

L’ensemble {k,e;(k)} définit ce que nous appellerons dans tout ce chapitre un mode
du champ libre. Les modes {k, €;(k)} sont les modes propres de vibration du champ
libre, évoluant a la fréquence :

w=ck (B-12)

Pour alléger les notations, nous écrirons la derniére somme de (B-10) sous une
forme plus compacte :

Z ALsi(k)(kvt) El(k) = ZALE(kvt)e (B_13)

ei(k)

9. Nous choisissons ici des vecteurs 1 (k) et e2(k) réels qui correspondent a des polarisations
linéaires ; le choix des deux polarisations de base est d’ailleurs arbitraire dans la mesure ol une
rotation quelconque autour de k peut leur étre appliquée. On peut également choisir une base de
deux vecteurs complexes, cas auquel ils définissent des polarisations circulaires ou elliptiques ; cet
autre choix de base est utile pour discuter le spin du champ électromagnétique (Complément Bxrx,

§ 3).
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B. DESCRIPTION DU CHAMP TRANSVERSE COMME UN ENSEMBLE D’OSCILLATEURS
HARMONIQUES

Ré-écrivons l’expressipn (A-39) de ﬁtrans en faisant apparaitre les composantes des
champs A (k,t) et A, (k,t) sur les vecteurs polarisations. Il vient :

Htrans - 80 /dgk Z k t ALE(k t) +w2ALs(k t)ALe(k t) (B_14)

Les composantes sur les deux polarisations € sont des variables dynamiques (coor-
données généralisées et vitesses généralisées) réellement indépendantes. Ce n’est pas
le cas des composantes cartésiennes A |;(k,t) et A, ;(k,t) (avec i = x,y,2), & cause
de la condition de transversalité. Par exemple, les composantes A 1i(k,t) doivent
obéir & Zl kiAJ_i =0.

Contraintes des variables dynamiques dans l’espace réciproque

La condition A, .(k,t) = A% _(—k,t) découle de la réalité des champs dans Des-
pace réel. La connaissance des A 1e(k,t) dans tout 'espace réciproque entraine
celle des A% _(k,t). Les variables A .(k,t) et A% _(k,t) ne sont donc réellement
indépendantes que dans un demi-espace réciproque.

B-2-b. Définition des variables normales, cas du champ libre

Supposons tout d’abord le champ libre (j1 = 0), et remplacons dans les
équations (A-29a) et (A-29b) le champ E, (k,t) par —A | (k,t). Compte tenu du
fait que w = kc, on obtient deux équations exactement semblables & celles d’un
oscillateur harmonique (B-2) et (B-3), ou A, (k,t) remplace z(t). Cette analogie
suggere d’introduire, comme en (B-5), une nouvelle variable transverse :

a(k,t) = N (k) {AL(m) + i;h(k?t)}

; k =
=N (k) LCQ x B(k,t) — EL(k,t)} (B-15)
ou N (k) est une constante réelle pour le moment arbitraire qui peut dépendre de
k (sa valeur sera choisie au début du chapitre suivant). L’équation d’évolution de
a(k,t) se déduit de sa définition et de (A-29b) et s’écrit :

au(k,t) +iwalk,t) = 0 (B-16)

A la différence de A (k,t) qui, d’aprés (A-30), obéit & une équation du second
ordre, cette nouvelle variable a(k,t) obéit & une équation du premier ordre. C’est
une variable complexe qui évolue en e~%*, et non comme une superposition linéaire
de e~ et ™! comme c’est le cas de la variable A (k,t).

Il sera utile pour la suite de considérer I’équation complexe conjuguée de (B-

15) :
ot (k, 1) = N (k) {Aj(k,t) _ Z}Ai(kz,t)}
— N(k) [AL(—k,t) - Z}AL(—k,t)] (B-17)
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Pour passer de la premiére a la deuxiéme ligne de (B-17), nous avons utilisé la réalité
de A, dans I'espace réel qui entraine que :

A% (k,t) = Ay (—k, 1) (B-18)

ainsi qu’une relation analogue pour Al

Les variables transverses a(k,t) et a*(k,t) sont appelées variables normales
du champ transverse. Nous verrons dans le chapitre suivant que, lors de la quantifi-
cation, elles deviennent des opérateurs d’annihilation et de création de photons.

B-2-c. Equation d’évolution des variables normales en présence de sources

Si j1 n’est pas nul, nous continuerons a définir les variables normales a(k,t)
par les équations (B-15), mais il faut maintenant garder dans I’équation (A-29b) le
terme en j | (k,t) du second membre. La méme transformation que celle qui permet
de passer des équations (A-29a) et (A-29b) & (B-16) conduit & une nouvelle équation
d’évolution en présence de sources :

iN (k)

jo(k,t) (B-19)
Eo W

a(k,t) +iwa(k,t) =
Elle est strictement équivalente aux équations de Maxwell des champs transverses;
il suffit en effet de prendre la dérivée temporelle des équations (B-22a) et (B-22b)
données plus loin et d’utiliser (B-19) pour obtenir les équations d’évolution (A-29a)
et (A-29b) de ces champs.

Indépendance de variables normales

Un autre intérét des variables normales est qu’elles sont indépendantes : il n’existe
pas de relation entre a(k,t) et a*(—k,t) comme celle qui existe entre A, (k,t)
et A% (—k,t). Les parties réelle et imaginaire de a(k,t) dépendent en effet de
deux degrés de liberté indépendants, Al (k,t) et sa dérivée temporelle ; on vérifie
d’ailleurs immédiatement en changeant le signe de k dans (B-15) et en utilisant
(B-18) que :

(k1) = N(K) | AL (k1) + DAL (ks t) | # 0" (1) (B-20)

Ainsi la connaissance des a(k, t) dans tout I’espace réciproque n’entraine pas celle
des a” (k, t). Il s’ensuit que les intégrales sur k des variables normales doivent étre
prises dans tout I’espace, et non se limiter & un demi-espace réciproque.

B-2-d. Expression des grandeurs physiques en termes des variables normales

Nous montrons maintenant que toutes les grandeurs physiques peuvent étre
exprimées en fonction des variables normales.
Q. Champs transverses dans l’espace réciproque

Ré-écrivons l'équation (B-17) en remplacant k par —k :

o (—k,t) = N(k) | AL (k1) — 52&(1@,15) (B-21)
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On peut alors utiliser (B-15) et (B-21) pour exprimer A (k,t) et AJ_(’C, t) en fonc-
tion de a(k,t) et a*(—k,t). On obtient :

. 1 .

~ ) w «

Ai(kat) = _ZQN(]C) [a(kvt) - (_kvt)] (B'22b)
5. Energie et impulsion du champ transverse

Reportons les expressions (B-22a) et (B-22b) de A, (k,t) et lel(k,t) dans
celle (A-39) de Hirans en utilisant des notations plus compactes :

a=alkt) ; oa_=al-kt) (B-23)

11 vient :

w?

€o * * * *
HtranSZE dgkm [(a _a*)(a_a—)"'(a +a7)(a+a7)}
=3 [ &% o o et 2 at] (B-24)

(dans ces équations, nous respectons lordre entre a et a* tel qu’il apparait dans les
calculs, méme si a et a* sont ici des nombres qui commutent ; la raison en est que
des calculs trés semblables peuvent étre faits en théorie quantique, o et o™ étant
remplacés par des opérateurs qui ne commutent pas entre eux). Dans l'intégrale
des termes en «_ - a* , effectuons le changement de variables kK — —k pour faire
apparaitre l'intégrale de o - o*. Il vient alors :
3 w?
Hiyans =¢0 | Pk ——= [ a+a-a” B-25
trans O/ 4N2(k) [ ] ( )
En faisant apparaitre explicitement les composantes de a et a* sur les deux vecteurs
polarisation ¢ perpendiculaires a k, et en utilisant la notation simplifiée (A-26), on
obtient finalement :

Hivane = €0 / kY Lw“#(k) [t (k, o (k. £) + e (K, D)o (K, 1)] (B-26)

Cette expression ressemble beaucoup & une somme d’hamiltoniens d’oscillateurs har-

moniques ; un choix approprié de la constante N sera fait dans le chapitre suivant.
Des calculs analogues peuvent étre menés pour 'impulsion Piyans du champ

transverse 10, L’utilisation des équations (A-44), (B-22a) et (B-22b) conduit & :

Prrane = €0 / @k Y W+(k) k (o (K, tae (k, ) + ac(k, t)a? (K, )] (B-27)

10. Le développement en variables normales du moment cinétique Jtrans du champ transverse
sera calculé dans le Complément Bxrx.
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y. Champs transverses dans [’espace réel

Considérons tout d’abord le potentiel vecteur transverse A | (k,t), dont lexpression
en fonction des variables normales est donnée par (B-22a). Pour obtenir son ex-
pression dans 'espace réel il faut, compte tenu de (A-11), multiplier (B-22a) par
(2m)~3/2¢*T et intégrer sur k. Si, de plus, dans lintégrale contenant a*(—k,t), on
fait le changement de variables k — —k, il vient :

Al (rt) = on 3/2/ d3k Z 2/\/ (e (k,t) e e*T L ak(k,t)e 67“““] (B-28)

Des calculs analogues peuvent étre menés pour le champ électrique transverse
et pour le champ magnétique. Ils conduisent & :

E,| (r,t) 27T oy / Z 2/\/ (e (K, t) e —ai(k,t)e 67“”‘] (B-29)
et :

B(r,t) =

W /dgk Z #]zk') [Oég(k,t) K X € eik'r _ a:(k,t) KX € e—ik~r]
(B-30)

B-3. Modes discrets dans une boite

Jusqu’ici nous avons considéré que le rayonnement se propage dans 1’espace in-
fini, et utilisé des transformées de Fourier continues ; dans la relation (A-11), le champ
électrique est décomposé sur une base continue d’ondes planes normées e?*" /(27)3/2,
Il est toutefois souvent commode d’utiliser une base discréte en supposant que le
rayonnement est contenu dans un boite de volume fini, qu'on définit généralement
comme un cube de coté L ; nous le ferons fréquemment avec le rayonnement quantifié
dans les deux chapitres qui suivent. Les composantes de chaque vecteur d’onde sont
alors soumises aux conditions aux limites dans la boite !! qui en rendent les valeurs
discrétes :

ke Y,z — 2m nm,y,z/L (B—31)

»Ys

A la fin du calcul, il est d’ailleurs possible de choisir une valeur de L trés grande, et
de vérifer que le résultat final ne dépend pas de L.

Au lieu de transformées de Fourier spatiales continues, il faut alors introduire
des séries de Fourier discrétes ol chaque grandeur physique est décomposée sur des
ondes planes normalisées e’** / L3/2. La décomposition (A-11) du champ électrique
devient alors :

E(r,t)

=T > &Pk Ey(t)e* T (B-32)
k

11. On peut choisir des conditions d’annulation du champ sur les parois, mais il est générale-
ment plus commode de prendre les conditions aux limites périodiques (B-31), qui conduisent a la
méme densité d’états en k.
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B. DESCRIPTION DU CHAMP TRANSVERSE COMME UN ENSEMBLE D’OSCILLATEURS
HARMONIQUES

= 37 s d®r E(r,t)e*" (B-33)
La somme de (B-32) est discréte, et dans (B-33) l'intégrale est maintenant limitée
au volume V de la boite.

Pour un champ nul hors de la boite, il est évidemment possible d’utiliser
la transformation de Fourier continue (A-10) pour obtenir la composante du champ
E(E,t); elle differe cependant de la composant discréte Ey(t), a cause des coefficients
introduits dans les définitions. Les deux composantes sont reliées par 1'égalité :

3/2
Bu(t) = (2;) Bk, 1) (B-34)

Les mémes modifications sont applicables aux transformées de Fourier de toutes les
autres grandeurs physiques, le champ magnétique et le potentiel vecteur ainsi que
la densité de charge et de courant. Les équations dans lespace réciproque (A-16),
(A-20), (A-24) et suivantes restent valables si 'on remplace les variables continues
k par des variables discrétes, puisqu’il suffit d’en multiplier les deux membres par le
facteur (27r)3/ % L=3/2. Pour un champ nul hors de la boite, les o (k, t) sont également

remplacés par :

2w 3/2
0pe(t) = <L> ae(k,t) (B-35)

Lorsqu’on revient a l’espace ordinaire (r,t) par transformée de Fourier inverse,
il faut utiliser des relations du type (B-32) au lieu de (A-11). En conséquence, une
fois les E(k,t) remplacés par les Ey(t) dans lintégrale sur d®k, il faut également
introduire un facteur multiplicatif '3 :

/ &Pk = (2;)3/2%: (B-36)

B-4. Généralisation de la notion de mode

En I'absence de sources, la solution de I’équation du mouvement (B-16) de la
variable normale a.(k, t) est trés simple, puisque c¢’est une exponentielle de fréquence
angulaire w = ck :

ae(k,t) = ac(k,0)e ™" (B-37)

En reportant (B-37) dans les expressions obtenues plus haut pour les champs trans-
verses et les autres grandeurs physiques, on constate que les champs sont des su-
perpositions linéaires d’ondes planes progressives exp £(ik - r — wt) évoluant indé-
pendamment les unes des autres. L’énergie et I'impulsion du champ libre sont des

12. Dans le Complément I, nous utilisons une définition légérement différente des séries de
Fourier, ot le facteur 1/L3/2 est absent de (B-32), et ou (B-33) contient un facteur 1/L3. La
définition que nous utilisons est choisie pour faire directement apparaitre un développement de
E(r,t) sur des ondes planes normalisées dans le cube.

13. Le produit du facteur multiplicatif de (B-34) par celui de (B-35) redonne bien le facteur
(27/L)3 habituel, obtenu directement & partir de (B-31).
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CHAPITRE XVIII RAPPELS D’ELECTRODYNAMIQUE CLASSIQUE

sommes de carrés des modules des diverses variables normales, chacun de ces termes
étant indépendant du temps et proportionnel & |ae(k, 0)|%.

Les modes {k,e} que nous avons introduits dans ce chapitre permettent de
développer les champs transverses libres en ondes planes progressives. Cependant,
d’autres développements en ondes monochromatiques autres que des ondes planes
progressives sont parfaitement possibles ; ils reposent sur 1’existence d’autres familles
de modes. Pour le voir, revenons a I’équation (A-30). En P’absence de sources, toute

solution monochromatique de cette équation, de la forme A(j)(r)e_i“t, obéit néces-
sairement & 1’équation :
A+ AP (7)) =0 (B-38)

(qui n’est autre que I’équation de Helmholtz) avec k = w/c. Cette équation aux va-
leurs propres admet bien les ondes planes et comme base de fonctions propres.
Mais ce n’est pas la seule base possible. D’autres bases existent, comme celle des
ondes stationnaires cosk - r et sink - r, celle des ondes multipolaires (modes du
rayonnement de moment cinétique donné, alors que les ondes planes ont une impul-
sion donnée), ou encore les modes gaussiens. De fagon générale, toute combinaison li-
néaire d’ondes planes de méme module de k peut constituer un mode. Quelle que soit
la base choisie, I’énergie du champ transverse sera une somme de carrés des modules
des variables normales apparaissant dans les développements des champs transverses
sur les fonctions propres de cette base. Par contre, 'expression d’autres grandeurs
physiques ne garde une forme simple que dans certaines bases. Par exemple, I'im-
pulsion du champ transverse n’est une forme somme de carrés de modules que dans
la base des ondes planes progressives, alors que le moment cinétique du champ n’a
une forme simple que dans la base des ondes multipolaires.

Notons enfin que le champ peut étre contenu dans une cavité avec des condi-
tions aux limites bien définies. La recherche des fonctions propres de 1’équation (B-
38) satisfaisant a ces conditions aux limites permet de déterminer les modes propres
de cette cavité.

En conclusion de ce chapitre, on peut dire que le champ de rayonnement libre
est équivalent & un ensemble d’oscillateurs harmoniques & une dimension associés
aux modes {k,e} repérés par leur vecteur d’onde et leur polarisation transverse.
A chacun de ces modes est associée une variable normale du champ, analogue a
la variable classique de 'oscillateur classique correspondant qui devient, lors de la
quantification, 'opérateur d’annihilation de l'oscillateur. Les résultats établis dans
ce chapitre fourniront donc une base simple pour la quantification du rayonnement
qui sera abordée dans le chapitre suivant.
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