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Série et transformée de Fourier 
 
 
 
Dans ces quelques pages j’ai résumé des propriétés principales, sans développement rigoureux, de 
la série et la transformée de Fourier. 
 
I. Série de Fourier 
 
1. Définition 
 
Une fonction f(t) périodique avec une période T (donc, f(t+T)=f(t)) peut être représenté par la série 
de Fourier : 
 

𝑓 𝑡  =  
𝑎!
2 + 𝑎! cos

2𝜋𝑛𝑡
𝑇 + 𝑏! sin

2𝜋𝑛𝑡
𝑇

!

!!!

=  𝑐! 𝑒
!!"#$
!

!

!!!

 

 
Les coefficients sont calculés comme suite : 
 
𝑎! =  !

!
f t  cos !!"#

!
𝑑𝑡!!!!

!!
   𝑏! =  !

!
f(t) sin !!"#

!
𝑑𝑡!!!!

!!
 

 

or : 𝑐! =  !
!

f t  𝑒
!!!"#$

! 𝑑𝑡!!!!
!!

 
 
2. Propriétés 
 
- La série de Fourier est définie seulement pour des fonctions périodiques. 
- Les coefficients an , bn sont des fonctions linéaires de f(t). 
- Le coefficient a0 est la moyenne de f(t) sur une période T. 
- Si f(t) est une fonctions impaire, tout les coefficients an = 0. 
- Si f(t) est une fonctions paire, tout les coefficients bn = 0. 
 
3. Transformations des quelques fonctions simples 
 
- Pour f(t) = cos(2πt/T), seul a1 = 1, tout autres an = 0 (n=0,2,3,…) 
 
- La même chose pour f(t) = sin(2πt/T) : seul b1 = 1, tout autres bn = 0 (n=2,3,…) 
 

- Une fonction "carrée" (impaire): 𝑓 𝑡 =  
−1, 𝑚𝑇 ≤ 𝑡 < 𝑚 + !

!
𝑇

1, 𝑚 + !
!
𝑇 ≤ 𝑡 < 𝑚 + 1 𝑇

  

 
est représentée par la série : 𝑓 𝑡  =  !

!
!
!

 sin !!"#
!

!
!!!,!,!… ,  

donc : an = 0, b2n = 0, 𝑏!!!! =  !
!(!!!!)
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Voici la construction de la fonction "carrée" par une somme des fonctions sinusoïdales successives : 

 
Il est intéressant de noter que, la convergence de la série 1/n étant très lente, la succession des 
termes de la série de Fourier s’approche à la fonction f(t) au mieux vers t=T/4 et t=3T/4, tandis que 
les changement brutales de f(t) à t=0 et t=T sont beaucoup plus difficile d’atteindre (l’erreur de 
l’approximation avec un nombre fini de termes est grand).  
 
 

- Une fonction "triangulaire" (paire) : 𝑓 𝑡 =  
𝑥, 𝑚𝑇 ≤ 𝑡 < 𝑚 + !

!
𝑇

−𝑥, 𝑚 + !
!
𝑇 ≤ 𝑡 < 𝑚 + 1 𝑇

  

 
est représentée par la série : 𝑓 𝑡  =  !

!
− !

!
!
!!

 cos !!"#
!

!
!!!,!,!… ,  

donc : a0 = π/2, an≠0 = 0 , b2n = 0, 𝑏!!!! =  !
!(!!!!)!

 
 

	
Ici	la	convergence	est	beaucoup	plus	rapide,	car	la	série	n’a	que	des	termes	1/n2.		
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- Une fonction "dents de scie" (impaire) : 𝑓 𝑡 =  1− 𝑥 𝑚𝑇 ≤ 𝑡 < 𝑚 + 1 𝑇  
est représentée par la série : 𝑓 𝑡  =  !

!
!
!

 sin !!"#
!

!
!!!,!,!… ,  

donc : an = 0, 𝑏! =  !
!"

 
	

	
Ici	la	convergence	est	la	plus	lente,	car	on	maintient	tout	les	valeurs	dans	la	série	1/n.	l’erreur	
est	le	plus	grand	vers	t=0	et	t=T,	où	il	ne	décroit	que	très	lentement	avec	n.	
	
	
4.	Domaine	de	fréquence	
	
Si	nous	mettons	en	forme	graphique	les	valeurs	des	coefficients	de	la	série	de	Fourier,	nous	
obtenons	une	série	des	points,	un	pour	chaque	valeur	de	n.	Ce	graphique	est	la	représentation	
des	composants	sinusoïdaux	de	la	série,	donc	un	graphique	de	l’amplitude	vs.	La	fréquence.	
On	l’appelle	le	domaine	de	fréquence,	et	il	a	la	forme	des	barreaux.	
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Source : Steven W. Smith, The Scientist and Engineer's Guide to Digital Signal Processing, p.257 
 
 



Benjamin Dwir, optique I 2017 
	

5	

II. Transformée de Fourier 
 
1. Définition 
 
La transformation (ou transformée) de Fourier est une généralisation de la série pour des fonctions 
non-périodiques. Pour une fonction f(t) elle est définie comme suite : 
 

ℱ 𝜔 = 𝑓(𝑡)𝑒!!"#𝑑𝑡
!

!!
 

 
La transformation inverse est : 

𝑓 𝑡 =
1
2𝜋 ℱ(𝜔)𝑒!"#𝑑𝜔

!

!!
 

 
La transformation suivie d’une transformation inverse résultent à un facteur 2π, alors on divise la 
transformation inverse par ce facteur. En physique, il est de souvent la coutume de "diviser" ce 
facteur entre la transformation et la transformation inverse, pour des raisons de symétrie : 
 

ℱ 𝜔 = !
!!

𝑓(𝑡)𝑒!!"#𝑑𝑡!
!!    ℱ 𝜔 = !

!!
𝑓(𝑡)𝑒!!"#𝑑𝑡!

!!  
 
 
 
 
 
2. Propriétés 
 
La transformation de Fourier est linéaire : pour deux fonctions f(t), g(t), et constantes a, b, la 
transformation de : ℎ 𝑡 = 𝑎𝑓(𝑡)+ 𝑏𝑔(𝑡) est : 
 

ℋ 𝜔 = 𝑎ℱ(𝜔)+ 𝑏𝒢(𝜔) 
 
La transformation de : ℎ 𝑡 = 𝑎𝑓(𝑡 − 𝜏) est : ℋ 𝜔 = 𝑒!!!"#ℱ(𝜔) 
 
La transformation de : ℎ 𝑡 = 𝑓(𝑎𝑡) est : ℋ 𝜔 = !

!
ℱ(!

!
) 

 
La transformation de : ℎ 𝑡 = 𝑎𝑓(𝑡 − 𝜏) est : ℋ 𝜔 = 𝑒!!!"#ℱ(𝜔) 
 
La transformation de l’intégral de convolution : ℎ 𝑡 ≡ 𝑓 𝑡 ∗ 𝑔(𝑡) = 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡 + 𝜏)𝑑𝑡!

!!  est une 
simple multiplication : ℋ 𝜔 = ℱ(𝜔)𝒢(𝜔) 
 
La transformation de la nième dérivé !

!!(!)
!!!

 est : (𝑖𝜔)!ℱ(𝜔) 
 
Le théorème de Parseval : 𝑓(𝑡) !𝑑𝑡!

!! = !
!!

ℱ 𝜔 !𝑑𝜔!
!!  
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3. Transformations des quelques fonctions simples 
 
Voici quelques transformations importantes : 
 

f(t) ℱ(𝜔) 
1 δ(ω) 

𝑒!!!! 𝛿 𝜔 − 𝜔!  
cos(ω0t) 1

2 𝛿 𝜔 + 𝜔! + 𝛿 𝜔 − 𝜔!  

𝑓 𝑡 =  𝑟𝑒𝑐𝑡(
𝑡
𝑇) =

1, 𝑡 ≤ 𝑇/2
0, 𝑡 > 𝑇/2  Tsinc(ωT/2) = !"#$ (!"/!)

!
 

𝑒!
!!
!!! 2𝜋𝜎𝑒!

!!!!
!  

 
 
 
Représentation graphique de quelques transformations : 
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