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Série et transformée de Fourier

Dans ces quelques pages j’ai résumé des propriétés principales, sans développement rigoureux, de
la série et la transformée de Fourier.

I. Série de Fourier
1. Définition

Une fonction f(t) périodique avec une période T (donc, f(t+T)=f{(t)) peut étre représenté par la série

de Fourier :
0 = 2nnt . (2mnt = (27Tint)
f) = > Z[ancos( >+bn51n( T >]=cn2e T

n=1

Les coefficients sont calculés comme suite :

an = Z[0TH© cos () dt by = 2[Rt sin (BF) dt

(—znint

=) dt

2. Propriétés

- La série de Fourier est définie seulement pour des fonctions périodiques.
- Les coefficients a, , b, sont des fonctions linéaires de f(t).

- Le coefficient aj est la moyenne de f(t) sur une période T.

- Si f(t) est une fonctions impaire, tout les coefficients a, = 0.

- Si f(t) est une fonctions paire, tout les coefficients b, = 0.

3. Transformations des quelques fonctions simples
- Pour f(t) = cos(2nt/T), seul a; = 1, tout autres a, = 0 (n=0,2,3,...)

- La méme chose pour f(t) = sin(2nt/T) : seul b; = 1, tout autres b, = 0 (n=2,3,...)

-1, mTSt<(m+%)T
- Une fonction "carrée" (impaire): f(t) = L
1, (m+E)TSt<(m+1)T

. 2
est représentée par la série : f(t) = Zn 1,35..5, S ( HTM)’

donc : a;, =0, by, =0, b2n+1 = n:(2n+1)
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Voici la construction de la fonction "carrée" par une somme des fonctions sinusoidales successives :

e 1)
e=—h1
e===b1+b3
e===h]1+b3+b5
e===h1+...+b7
ew==bh1+...+b9

0.2

-0.3 1

-0.8 1

-1.3 -
Il est intéressant de noter que, la convergence de la série 1/n étant trés lente, la succession des
termes de la série de Fourier s’approche a la fonction f(t) au mieux vers t=T/4 et t=3T/4, tandis que

les changement brutales de f(t) a t=0 et t=T sont beaucoup plus difficile d’atteindre (I’erreur de
I’approximation avec un nombre fini de termes est grand).

X, mTSt<(m+%)T
- Une fonction "triangulaire" (paire) : f(t) = )
—X, (m+E)TSt<(m+1)T

. . L T 4 1 2nnt
est représentée par la série : f(t) = >~ ;Z?f=1,3,5... — cos (T)’

donc : a9 =1/2, anz0 =0, b =0, bypy1 = TZni1)?

1 -
0.8 -
0.6 -
0.4‘ 7] _f(t)
0.2 - b1+b3
e===h1+b3+b5
O T T T T 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Ici la convergence est beaucoup plus rapide, car la série n’a que des termes 1/n?.



Benjamin Dwir, optique 1 2017

- Une fonction "dents de scie" (impaire) : f(t) = 1—x mT <t<(m+ 1T

. ; £ 2 1 . 2mnt
est représentée par la série : f(t) = ;Z;’f’zl,z,&_; sin (T)’

2
donc:a,=0,b, = —
mmnm

1.2 e—f(t)

!

> \\\ e==h1+b2+b3
0.7 >

bl+...+b5
bl+...+b7
b1l+...4b9

0.2
-0.3

. KN
0.8 W

-1.3
Ici la convergence est la plus lente, car on maintient tout les valeurs dans la série 1/n. 'erreur
est le plus grand vers t=0 et t=T, ou il ne décroit que trés lentement avec n.

4. Domaine de fréquence

Si nous mettons en forme graphique les valeurs des coefficients de la série de Fourier, nous
obtenons une série des points, un pour chaque valeur de n. Ce graphique est la représentation
des composants sinusoidaux de la série, donc un graphique de 'amplitude vs. La fréquence.
On I'appelle le domaine de fréquence, et il a la forme des barreaux.
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Time Domain Frequency Domain
. a. Pulse ok A a, = Ad
2
i ] ” ” H [ an=;—"_![sin(n7td)
T ‘ ‘
d=KT _
I I bn = 0
¢=0 0 f 2 3f 4f Sf of (d = 0.27 in this example)
b. Square A a = 0
a = E sm[ﬂ]
{ HHHH G
52 b =0
0 T T |l L ll Ll "
¢=0 0 f 2 3f 4f Sf 6f (all even harmonices are zero)
c. Triangle As ag = 0
a = 44
I SVAVAVAVZ e
K3
. . b, = 0
t=0 0 f 2'f 3If 4.f S'f 6If (all even harmonics are zero)
d. Sawtooth A~ a, =0
T a, =0
A 747%4?1 A
K3 b, = —
1 I T n
t=0 0 f 2f 3f 4 5f 6f
e. Rectified A a, = 24In
¥ _
&+ | w(dn--1)
0 +———— by = 0
t=0 0 f 2 3f 4 Sf 6f
f Cosine wave A -
I al = A
+ (all other coefficients are zero)
0 ,
t=0 0 £ 2 3f 4f Sf &F
FIGURE 13-10

Examples of the Fourier series. Six common time domain waveforms are shown, along with the equations to
calculate their "a" and "b" coefficients.

Source : Steven W. Smith, The Scientist and Engineer's Guide to Digital Signal Processing, p.257
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II. Transformée de Fourier
1. Définition

La transformation (ou transformée) de Fourier est une généralisation de la série pour des fonctions
non-périodiques. Pour une fonction f(t) elle est définie comme suite :

F(w) = jwf(t)e‘i“’tdt

La transformation inverse est :
(o]

1 ;
f) = —j F(w)e™tdw

2T

La transformation suivie d’une transformation inverse résultent a un facteur 2, alors on divise la
transformation inverse par ce facteur. En physique, il est de souvent la coutume de "diviser" ce
facteur entre la transformation et la transformation inverse, pour des raisons de symétrie :

T((D) = \/%—nf_oooof(t)e—iwtdt T(w) = \/%_ﬂfjooof(t)e—iwtdt

2. Propriétés

La transformation de Fourier est linéaire : pour deux fonctions f(t), g(t), et constantes a, b, la
transformation de : h(t) = af (t) + bg(t) est :

H(w) = aF(w) + bG(w)
La transformation de : h(t) = af (t — 7) est: H (w) = e 2" *F(w)
La transformation de : h(t) = f(at) est : H(w) = r.lqj: (%)
La transformation de : h(t) = af (t — 1) est: H (w) = e 2" *F(w)

La transformation de I’intégral de convolution : h(t) = f(t) * g(t) = ffooo f(t)g(t + t)dt estune
simple multiplication : 7 (w) = F(w)G(w)

. n
La transformation de la n'“"™ dérivé % est: (iw)"F(w)

Le théoréme de Parseval :f_oooolf(t)lzdt = if_ooooﬁ'(w)lzdw
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3. Transformations des quelques fonctions simples

Voici quelques transformations importantes :

f(t) F(w)
1 O(w)
elwot §(w — wy)
cos(mot)

1
2[6((1) + wg) + 6(w — wy)]

_ Ly (L ld=T/2 Tsinc(wT/2) = 220 @T/2)
f&) = rect(p) = {0 t>T/2 w
t? 0202
e 202 V2moe 2

Représentation graphique de quelques transformations :

0.6 -

04 -

(@)

£(t)

(@]
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