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Série 10: Le gaz sur réseau

Pour simplifier ’étude des fluides réels, on suppose que les positions des particules sont dis-
crétisées. Dans le modéle de "gaz sur réseau", le volume V' du récipient est découpé en petits cubes
élémentaires de volume vy (de l'ordre de grandeur d’un volume atomique) ; les centres des cubes for-
ment donc les sites d’un réseau cubique simple (de coordinence ¢ = 6 ), les atomes du fluide ne pouvant
occuper que l'un des Ny = V/vg sites, a raison d’un atome au plus par site. L’interaction entre les
atomes est supposée a courte portée (limitée aux plus proches voisins) et attractive ; elle est prise en
compte via le Hamiltonien :

Hgr = —eanj, (1)
(4,9
ol le taux d’occupation vaut n; = 1 si le site ¢ est occupé par un atome, n; = 0 s’il est vide et
ou (i,7) indique que la somme est prise sur toutes les paires de plus proches voisins. La constante e
est positive. Nous allons étudier ce systéme dans le cadre du formalisme grand-canonique.

Exercise 1 Le fluide de sphéres dures

On considére tout d’abord le cas € = 0.
Q1. En quoi ce modeéle décrit-il bien un fluide de sphéres dures?

Q2. Calculer la grande fonction de partition d’un site. En déduire la grande fonction de partition
E(T, 1) du systéme global.

Q3. Calculer la pression P(T,u) du systéme ainsi que le nombre moyen N(7T, u) d’atomes dans le
récipient.

Q4. Déterminer I'équation d’état du fluide en fonction de la densité n = N/Ny. Que devient cette
équation dans la limite des faibles densités?

Solution of Exercise 1

Dans le modéle de "gaz sur réseau", on discrétise l'espace et on suppose que les sites occupés
par une particule interagissent a ’aide d’un potentiel carré.

Q1. Pour € = 0, on supprime l'attraction entre particules plus proches voisines. Et chaque site ne
peut étre occupé que par au plus une particule, ce qui prend en compte la répulsion de coeur
dur.

Q2. Les sites étant indépendants et discernables, la grande fonction de partition du systéme s’écrit :

E(n, V. T) = g™

ou g est la grande fonction de partition d’un site :



g= Z ePrni — 1 4 oBr
n1=0,1
donc

Q3. La pression est donnée par

aJ J 1
p=-22 - 2 _ ZprmE=""1 (1 ﬁﬂ)
ov - v v " o MU Te
qui est bien homogéne et intensive. Le nombre moyen de particules est donné par :
oJ 0 Ny
N=-2L —kTNy-—=1 (1 ﬁﬂ):i.
o Yo n{tte 1+ e Pr

Q4. On en déduit 'équation d’état en inversant la derniére relation (e’# +1 = Ny/(Nog — N) :

kT N kT 1
P=""m-——C_=""
Vo NO — N Vo 1—n
ou n = N/Ny est la densiteé. A faible densité n < 1, on retrouve I'équation d’état des gaz
parfaits.

Exercise 2 Le fluide réel dans I’approximation du champ moyen

On considére maintenant le cas d’un fluide réel, pour lequel € > 0. On traite le probléme dans
Papproximation dite du champ moyen. Pour ce faire, on réécrit le Hamiltonien (1) en utilisant la
décomposition suivante

ninj = (ni —n) (nj —n) +n(n; —n;) —n?,

ol n est la valeur moyenne du nombre d’occupation d’un site, qui est indépendante du site
considéré.

Q1. Dans ’approximation du champ moyen, on néglige le terme de fluctuation Z@-’j) (n; —n) (nj —n).
Montrer que dans ce cas, le Hamiltonien s’écrit

No
H ~ Z (—66nni + 3en2) .
i=1
Donner une interprétation du "champ moyen". Dans quelles conditions I'approximation du

champ moyen est-elle valable?

Q2. Calculer la grande fonction de partition Z(7, u,n) pour n fixé ainsi que le grand potentiel
J(T, p,m).

Q3. Montrer que n doit vérifier une équation d’auto-cohérence et déterminer cette équation.

Q4. Montrer que 'on peut obtenir le méme résultat en utilisant une approche variationnelle et en
minimisant 1’énergie libre de Gibbs avec un ansatz que ’on précisera.

Q5. Calculer la pression du systéme et montrer que I’équation d’état est donnée par :
kT Nuyg N?
P=—In(1l—— ) —3evg—.
v ( % ) 'v?
ue devient cette équation d’état a basse densité?
Que devient cette é tion d’état a b densité?



Q6. Donner l'allure générale des isothermes P = f(n), ot n est le taux d’occupation (n = Nuvg/V).

Q1.

Montrer que si T est inférieure & une température critique T, le systéme peut devenir instable,
c’est-a-dire que sa compressibilité isotherme

L _ LoV _1(on
“"v\or), n\opr),

est négative pour certaines valeurs du taux d’occupation. Déterminer les coordonnées T, P. et
n. du point critique.

Solution of Exercise 2

La variable n; —n représente les fluctuations du taux d occupation autour de la valeur moyenne
n.

H= —eZninj = —EZ(W —n)(n; —n) — ez (—n2 +n(n; —nj)),
(4,3) (4,3) (4,9
Et on néglige le premier terme de fluctuation (approximation de champ moyen). Remarque, on

ne néglige pas toutes les fluctuations (en faisant n; = n ) mais seulement les termes du deuxiéme
ordre en (n; —n) (n; —n). On a donc

H ~ —ez (—n2 + n(n; + n;))
(i,5)
~ en221 — QGnZni

(4,5) (4,3)
La premiére somme est le nombre de liens dans le réseau (en négligeant les effets de surface)
soit 6Ny/2, car chaque site a 6 voisins (dans un réseau cubique) et le facteur 1/2 évite le double
comptage des liens. La seconde somme se décompose en ), jyni = %Zz n; Zj(i), ou j(7)
indique une somme sur les 6 voisins de i (le facteur 1/2 évite le double comptage), on obtient
donc 3%, n;. Donc

No No
H ~ 36N0n2 — GGnZni ~ Z h;
i=1 i=1

ol

h; = —6enn; + 3en?

est le Hamiltonien du site i. Le Hamiltonien du fluide s’écrit donc dans ’approximation du
champ moyen comme le Hamiltonien de particules (sites) indépendantes qui n’interagissent pas
entre elles, mais avec un champ "extérieur" représentant l'interaction avec toutes les autres
particules. Le Hamiltonien par site s’écrit & une constante prés (36n2) yh; = —n; A, ou A = 6ne
correspond a 'attraction moyenne avec les 6 sites voisins.

L’approximation de champ moyen revient & négliger le terme de fluctuation du Hamiltonien
pour le réécrire sous la forme d’un Hamiltonien de particules indépendantes. En effet

indépendant de i



Q2.

Q3.

Q4.

ou le facteur 1/2 évite le double comptage et on j(i) indique une somme sur les plus proches
voisins du site ¢. En supposant que chaque site ¢ voit le méme environnement, la somme sur j
devient indépendante du site ¢ et la somme sur ¢ restante est nulle par définition de la valeur
moyenne n. Cette approximation serait exacte dans la limite d’une coordinence infinie, puisque
la somme sur j serait nulle.

La grande fonction de partition pour des sites indépendants s’écrit :

- N
==g"
ou
2 o Blhi—pn1) _ Z 675(36n27n1(66n+,u)) 26—365n2 [1+65(66n+u)
n1=0,1 n1=0,1
Donc
= _ o —3BeNon? [1 T eﬁ(ﬁm'ﬂl)} Mo
et

J = 36N0n2 — kT Nyln (1 + 6,3(6€n+u)>

Le nombre moyen de particules est donné par:

o.J eB(6en+p)
N=nNo= =5 = N aGemm

La densité moyenne n doit donc vérifier I’équation autocohérente suivante :

1
T 14 e BGentp)

Remarque si on considére que n est une variable interne, on obtient la méme équation avec la
condition d’équilibre 8‘] =0.

Par rapport au potentiel de Gibbs vu dans le cours, nous devons ajouter le terme pour passer
de ’ensemble canonique & I’ensemble grand-canonique, de sorte que nous ayons :

NO(I) ( guess} S —B(H >Pgucss+18M<N>Pgucss‘ (2)

L’ansatz que nous adoptons est le suivant :

No

Pyuess (1) = [ (1 = n)6(ns) + nd(n; — 1), (3)

=1

qui est 'analogue de I'ansatz utilisé dans le cours, mais pour les variables {0,1}.

Nous obtenons alors
< Pguess = —EZ Z n'L n] = —3€N(]TL2 (4)

i jeo;
et
S = /alPgueSS log Pyuess = —No [(1 — n)log(1l —n) + nlogn| (5)
et en utilisant le fait que (N)p,,,,.... = Non le potentiel entier peut étre écrit comme suit
% (n) = —3en? — (1 — n)log(1 —n) — nlogn + Bun. (6)
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Figure 1: Isothermes P(n) dans le diagramme P — n (& gauche) et courbe spinodale (sous laquelle
X < 0) dans le diagramme 7" — n (& droite), pour € = vy = 1. Le cercle rouge indique la position du
point critique.

En extrémisant I’expression, nous obtenons

oL 1-n
W:0:log(1—n)+1—logn—1+gﬂen+ﬁu:log — + B(u + 68¢) (7)

a partir de laquelle on peut écrire

1
= 1 4+ e Pu+65e) (8)

qui est exactement 'inverse de I’équation autoconsistante que nous avons trouvée a la question
précédente.

Q5. La pression est donnée par

P = _% = _vlo (36n2 — kT In (1 + €B(6m+“))> )

et avec 'équation autocohérente on a 1 4 50 +4) = 1/(1 — n) soit

1 kT N N?
P = o (=3en®* — kT'In(l —n)) = —U—Oln <1 - ‘;}0> - 36'1)0W.

Si € = 0 on retrouve I’équation d’état des sphéres dures. A basse densité n < 1 au deuxiéme

ordre en N/V :
KT (Nvy 1 (Nu N?
P~— — 24+... | — —
v0<v+2<v> n ) Bev

N kTvy N? N2
~ k‘Tv 9 V2 — EUOW
N vo N N2
ETN N2

ou b = vg/2 et a = 3evy. On retrouve I'équation de van der Waals (champ moyen & basse
densité).



Q6.

L’allure des isothermes est donnée sur la figure suivante. Pour déterminer le signe de la com-
pressibilité isotherme calculons :
1 kT
= — (—Gen + >
0 1—n

> 0 quel que soit n, c’est-a-dire

or
on |

donc x > 0 si aP‘T

ET > fspino (n) = 6en(1l —n).

En dessous de la courbe fipino (1), la compressibilité est négative, le systéme est instable. La
température maximale de la spinodale (son sommet) est obtenue pour n = n, = 1/2 (le volume
critique V. = 2Nvyg ) et vaut kT, = 26 La pression critique vaut donc

3e 1
Po=—"(-=+m2).
¢ 21;0( 2+n>

Remarquons que le facteur de compression critique vaut donc

P.V, _3—%+1n2

NkT. g

Alors que pour van der Waals, ce facteur vaut 0.375 . C’est en moins bon accord avec les
mesures expérimentales : 0.31 pour Ne, 0.29 pour O2,0.27 pour COs.

=—-1+2In2~0.386

Exercise 3 Equivalence avec le modéle d’Ising

Nous allons montrer 1’équivalence formelle entre le modéle de gaz sur réseau et le modéle d’Ising

a la limite thermodynamique pour un réseau cubique de coordinence q.

Q1.

Q2.

Q3.

Q1.

Q2.

Ecrire la fonction de partition canonique du gaz sur réseau pour N particules. On introduira
pour cela la contrainte N = Z .01 n; sous la forme d’une distribution de Dirac dans la somme
sur les microétats.

A T’aide du changement de variables n; = 12‘”

somme sur les variables de spins o; = +1.

, réécrire la fonction de partition en termes d’une

Donner ’expression de la grande fonction de partition du gaz sur réseau dans l’ensemble grand
canonique et montrer qu’elle est égale a la fonction de partition canonique du modéle d’Ising a
un facteur multiplicatif prés.

Solution of Exercise 3

La fonction de partition canonique du gaz sur réseau s’écrit :

No
Z(NV,T)= Y ¥ cii=mnig <N -2 ”) ’
/ i=1

n;=0,1
pour ne conserver que les microétats avec N particules.

Avec n; = 12‘7", le Hamiltonien s’écrit

H:—Gznz‘ng‘ ,Z 1+0) (14 o) ——72 14+0;)(1+0j) = Zaza] gz oi—

<i,5> <i,j> <i,j> <z,]>

=1

qeNg
8




Q3.

donc

No

3 g.ae 5~No o geN Z

Z(Na VaT) = E €B<4 Z<i’j>0-lg]+€l 21:10’24* 80)5 ( 0-1+N0_2N>
oi==*1 i=1

La grande fonction de partition du gaz sur réseau s’écrit

Eor =) Z(N,V.T)e"
N

No
Mais dans cette somme sur le nombre de particules, seul le terme tel que N = N* = W

est différent de zéro. Donc
Eqr = Z (N*,V,T) N’

N,
€ g€ No AN N0+Z._O o;
Z 6B<4 Z<i,j> gioj+4 > oit+g2 )elgu+lZ

o;==x1

BNg ( ge 5(% <> %‘%H%*%)Eﬁ\g O'i)

= e 2 (Z—‘r“) Eai:ile
N,

frd C Z 66<JZ<11-7> Uia'j—l—B Z'Lzol oi)

o;i==+1
- CZIsinga

BNg ( ge
o C=ec2 (51 J=€ct B=14 L



