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Remarques préliminaires :

L’objet de ce cours est de présenter un certain nombre de développements théoriques
plus ou moins formels relatifs a ’étude de systémes dont I’évolution peut se décrire
par un ensemble d’équations différentielles couplées en général non linéaires. Il y a
trois motivations principales :

e Dans le cadre de la mécanique classique, les équations du mouvement sont
en principe trés simples (F = mr), mais le comportement d’un systéme aussi
simple que Soleil + Terre + Lune reste un probléme non résolu. Plus précisé-
ment, on ne posséde pas de solution analytique des équations du mouvement,
et la nature de I’évolution pour les temps longs (réguliére ou chaotique !) reste
un probléme ouvert. Le formalisme hamiltonien permet de poser le probléme
de facon précise et constitue une étape trés importante vers sa solution.

e Les lois régissant la matiére au niveau atomique ou sub-atomique ne relévent
plus de la mécanique classique, mais de la mécanique quantique. Ceci étant,
la description quantique de la matiére repose de facon tout a fait essentielle
sur la formulation hamiltonienne du probléme classique correspondant.

e Enfin, de nombreux systémes conduisent a des équations d’évolution qui peu-
vent se mettre sous la forme d’équations différentielles couplées. De tels sys-
témes s’appellent des systémes dynamiques, et ce cours est dans une certaine
mesure une introduction a 1’étude des systémes dynamiques au sens large.

Livres :

e “Classical Mechanics", Herbert Goldstein.
Référence internationale.

e “Mécanique", Landau et Lifshitz.
Trés compact.
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Chapitre 1

Rappels de mécanique newtonienne

1.1 Introduction

L’objet de la mécanique est de décrire ’évolution au cours du temps d’un systéme
de particules (= points matériels) en interaction. L’expérience prouve que ’état
d’un systéme est entiérement déterminé si ’on se donne la position et la vitesse de
chaque particule & un instant donné. Si ’on repére les particules par un indice 7, on
définit :

m; = masse de la particule i,

OM ;= r; = position de la particule 7,

dr; . . .
U = dtZ = vitesse de la particule i,
p; = m;U; = impulsion de la particule ¢,
_ _ dy, s : .
a; = 7 accélération de la particule 7.

La loi fondamentale de la dynamique, aussi appelée deuziéme loi de Newton, stipule
que I’évolution du systéme peut se décrire a ’aide du systéme d’équations différen-
tielles suivant :

dp; =
—F,  i=1,... N, 1.1
dt ' (1)
ol F’i(ﬂ, ey PN, U1,y ., U, t) est a priori une fonction des positions et des vitesses

de toutes les particules, ainsi que du temps, mais pas des accélérations.

En général, les masses ne dépendent pas du temps, et on obtient donc un systéme
d’équations différentielles du second ordre :

—

mlﬁ:E(Fl,,FN,Fl,,FN,t), Zzl,,N (12)
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Ezemples :

= ’l? — ’I?k
° F, = —GZmimk .
ki

TAREATE (Gravitation universelle)
Ti — Tk

— —

o F,=q (E(F, t)+7 A B(F, t)) (Particule dans un champ électromagnétique)

Dans tous les exemples d’application courante, la force F, peut se décomposer de la
fagon suivante :
E:FZeXt(ﬁ7@7t>+ZFJZ(7:;7@7F]7@725> (13)
J#i

Premiére loi de Newton : il existe des référentiels dits inertiels ou galiléens dans
lesquels, pour un systéme de particules isolées, F ™' = 0.

Pour beaucoup de situations expérimentales, un référentiel fixe par rapport a la
terre peut étre considéré comme galiléen, mais il est néanmoins souvent nécessaire
de se placer dans un référentiel lié au soleil ou aux étoiles fixes pour avoir une
approximation correcte d’un référentiel galiléen.

Troisiéme loi de Newton (principe de I’action et de la réaction) :

Fyj = —Fj. (1.4)

Remarque : c’est vrai pour la gravitation universelle, le probléme majeur auquel
s’'intéressait Newton, mais pas de fagon générale, par exemple pour l'interaction
entre particules chargées en mouvement.

1.2 Exemple d’une particule

dj =
- Fext 1.

Pour une particule isolée dans un référentiel galiléen, Fext = ( = P est constant.

C’est une autre formulation de la premiére loi de Newton : une particule isolée dans
un référentiel galiléen est animée d’'un mouvement rectiligne uniforme.

Si frext + 0, il est souvent utile d’introduire des fonctions de 7 et § pour étudier le
mouvement.
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Moment cinétique

L=7Ap (1.6)
(N.B. 7= OM = L=FA P = moment cinétique par rapport au point O).

dL  d : 4y ;
= S(FAR) = FATHTA = A (1.7)

Théoréme du moment cinétique : la dérivée par rapport au temps du moment
cinétique est égale au moment des forces extérieures.

Application : si 7A Fext = 0, par exemple pour une force centrale telle que Flext | 7

— = 6 = E est constant. (1-8)

Travail et énergie

Le travail de la force F°*t le long d’une trajectoire allant d’un point 1 & un point 2
est défini par

2 —
Wiy = / ot dg (1.9)
1
ol § est ’abscisse curviligne le long de la trajectoire.

Puisque F** = m9 et d5 = vdt, on a

2 d_’
Wy, = / Y Gt
1

my )
_ /fm% <%> dt = %(v% —?). (1.10)

Mais mT”2 = T = énergie cinétique, et donc
Wi =Ty —Th. (1.11)

Cas particulier : Systémes conservatifs.

Un systéme est dit conservatif si le travail entre deux points ne dépend pas du
chemin suivi.
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Conséquence : j{ F-ds=0
c
2
En effet, décomposons le chemin C en deux )
chemins C’ et C" tels que C = C' U C" c
C//
1
2 2 1
[ Fas = [ Foas— - Feas
1c’ 1cr 20"
B 2 1
= JF.d5 = / F-d§+/ F.d7 = 0. (1.12)
c ¢’ 20"

Or, d’aprés la formule de Stokes,

fﬁ-dgz//r?t’ﬁ-dﬁ (1.13)
C S

ol S est une surface quelconque s’appuyant sur C, et 72 le vecteur unitaire normale
a la surface.

7{ F - d5 = 0 pour tout chemin fermé => |rot F =0 (voir exercices).  (1.14)
c

Potentiel :

Puisque rot F = 0, il existe une fonction V(7) telle que

F = —VV(#) (1.15)
2 2
ngz/F~d§: —/ VV-d§ = Vi - Va (1.16)
1 1

On dit que F dérive du potentiel V.

On obtient donc dans le cas d’une force conservative :

Wi—-Vo = Th-T
= T\+Vi = Th+V, (1.17)

Si on définit I’énergie mécanique par £ = T+ 1V, on en déduit un nouveau théoréme.

Théoréme de I’énergie mécanique : pour un systéme ou la force dérive d’un
potentiel, I’énergie mécanique est conservée.
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1.3 Systéme de N particules

Considérons un systéme de N particules dont les interactions mutuelles sont régies
par la troisiéme loi de Newton (principe de I’action et de la réaction).
dp; = ox -
u = B R
J#i
dp;

Zdt = Y P S E (1.18)

7 7

11 est utile d’introduire les définition suivantes :

Centre de masse : . .
2o MGT; o i T

R = S, 7 (1.19)
Impulsion totale : '
P=Y 5= ms=MR (1.20)
On obtient donc : ~
mEE Y Fet = pect (1.21)
dt? —

Théoréme : le centre de masse se comporte comme un point matériel de masse
totale M soumis a une force extérieure égale a la somme des forces extérieures
s’exercant sur chacune des particules.

Corollaire : pour un systéme isolé dans un référentiel galiléen, P est conservé.

Introduisons les coordonnées barycentriques par rapport au centre de masse

7= R+T]

G=V+d, V=R (1-22)
Moment cinétique
L = Y #Ap;
— i(éwﬁ) nmi (V +) (1.23)

(2
= Y [BAmV + 7 AmV + B Amgd, + 7 A mi]
7
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o Y RAmV = MRAV

o > mri = Zmi(ﬁ—ﬁ): mi, — MR =0

= L = MRAV+Y. 7 Ap (1.24)

Premier théoréme de Kocenig : le moment cinétique par rapport au point O est
égal & la somme du moment cinétique du centre de masse par rapport au point O
et des moments cinétiques des particules par rapport au centre de masse.

SL = YAARTY AR
% . %
=0
= S FAE 4 3 A F (1.25)
‘ i,

i#]

2i<i (Fi A ﬁﬂ + 7 AF:Z‘J’)
=i (7 = T5) N Fj;

Théoréme du moment cinétique : si F}; est dirigée suivant 7; — 7; (c’est le cas
pour la gravitation), la dérivée par rapport au temps du moment cinétique est égale
au moment des forces extérieures appliquées au systéme :

d - ;
GL=2nnE (1.26)

Pour un systéme isolé, F™* = 0 dans un référentiel galiléen

= L est conservé.

Energie : L’énergie cinétique totale est donnée par

]_ 2 1 — 2
T = §;mivi = §;ml(v+ﬁ)
— %MV2+%ZmZ-17;2 (Zmiqz:(T). (1.27)

%



1.3. SYSTEME DE N PARTICULES 7

Deuxiéme théoréme de Koenig : !'énergie cinétique totale est la somme de
I’énergie cinétique du centre de masse et de I’énergie cinétique des particules par
rapport au centre de masse.

Travail : Supposons que le systéme évolue entre une configuration
A={F . .m0, vt et B={B, ... 7R 0B, ... 5%} Le travail des forces
F. entre A et B est défini par

B
Wap = 3 [ F-ds

—~Ja
B dw,
Xi: My
= - i— (U7)dt

22/,4 ar (%)

= Wap = Tp—1Ta (1.28)
Supposons que

et — v,V (1.29)
Fj = =ViViy, Vi = V(I — 7). (1.30)

Cette deuxiéme condition est satisfaite si la loi d’action-réaction est satisfaite, et si
la force est dirigée suivant 7; — 7. Alors

B B
/ s dsl+/ - d5; = —/A vivﬁ-ds:—A v,V - d3;. (1.31)
Mais si on définit 7; = 7; — 7 et 62] = 67?‘”., on a
ViVij = VyVy = =V;Vy (1.32)
B B B
d’on / Fﬂ-~d§i+/A Fy-ds, = —/A Vi, Vi - diy = VA — VP (1.34)
A
Comme

z- (Z/ ) %Z <AB]3Ji'd§i+ABF%j-d%>, (1.35)

JFi

on en déduit :

Wi = V4—Vp (136)
1
Vi = ZW+§ > Vi (1.37)
3

L’énergie mécanique totale &/ =T + V est alors conservée.
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1.4 Intégrales premiéres

De fagon générale, une intégrale premiére est une fonction des positions, des vitesses
et du temps qui est conservée au cours du temps :

f (7, ..., PN, T1,..., Uy, t) = constante. (1.38)

Chaque intégrale premiére conduit a une équation différentielle du premier ordre.
Comme un systéme mécanique est défini par la donnée de la position et de la vitesse
de chaque particule, les intégrales premiéres sont un pas tres utile vers la solution.

Si on connait 6V intégrales premiéres pour un systéme, il suffit d’inverser le systéme :

—

fi(Tl,...,FN,ﬁl,...,gN,t):CZ', Zzl,,GN

7 =

= = (Cl""’cﬁN’ﬂ} i=1,...,N. (1.39)

hi(Cl, ...,CaN, t)

Une grande partie de ce cours sera donc logiquement consacrée a la recherche
d’intégrales premiéres. Malheureusement (ou heureusement ?!) il n’est en général
pas possible de trouver 6N intégrales premiéres. Dans le cas d’un systéme de par-
ticules isolées avec des interactions a 2 corps dérivant d’un potentiel, on a en général
10 intégrales premiéres :

e P (3)
e MR- Pt (3)
e L (3)
o F (1)

Dans le cas d’une particule, elles ne sont bien siir pas indépendantes. Dans le cas
de deux particules, il en faudrait déja 12 pour que le probléme soit résolu. Il faut
donc encore travailler. Dans le cas général, ’existence ou non d’intégrales premiéres
a des conséquences sur la nature du mouvement (mouvement régulier ou chaotique).
L’un des objectifs des développements de ce cours est d’exposer la méthode la plus
systematique de recherche d’intégrales premiéres.

1.5 Contraintes et coordonnées généralisées

La formulation newtonienne de la mécanique est mal adaptée a un certain type
d’action extérieure appelée contrainte.
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Ezemples :

a) Corps solides : (i — 7)* = dj; = constante.

b) Perle sur un fil : y = f(z) est fixé au départ

¢) Particule qui se déplace sur une sphére : r* > a?.

d) Sphére qui roule sans glisser sur un plan : V; = 0.

Une telle contrainte fait intervenir la vitesse.

En général, une contrainte s’écrit comme une égalité ou une inégalité qui fait inter-
venir les positions, les vitesses et le temps. Dans le cadre de la mécanique newtoni-
enne, il faut faire intervenir des forces extérieures qui ne sont pas connues a priori
et qui doivent s’adapter pour que les contraintes soient satisfaites.

Contraintes holonémes

Une contrainte holondéme est une contrainte qui peut se mettre sous la forme

F(F, .. i, t) = 0. (1.40)

e Egalité
e Les vitesses n’apparaissent pas.
Supposons qu’un systéme soit défini par £ contraintes holonémes. Le systéme

d’équations
fl(F1?7FN?t):O7 Z:Lak (141)
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doit permettre d’exprimer les positions 7; en fonction de 3N — k coordonnées généra-
lisées q; -

’f_’;' :ﬁ(ql,...,qrg,]v_k,t). (142)
Définition : tout systéme de coordonnées ¢;, j = 1,...,3N —k, qui permet de décrire
un systéme en satisfaisant automatiquement les k contraintes holon6mes auxquelles
il est soumis s’appelle un systéme de coordonnées généralisées.

Remarque : s’il n’y a aucune contrainte, tous les systémes de coordonnées sont des
systémes de coordonnées généralisées !

Ezemple : particule astreinte a se déplacer sur une sphére : r = a.

En coordonnées sphériques,

0/r x = rsinf cos ¢
y = rsinfsin ¢

Yy
/O\‘ z=rcosf
6, ¢ sont les coordonnées généralisées.

Si le probléme est simplement de trouver les équations du mouvement satisfaites par
les coordonnées généralisées, autrement dit si 'on n’a pas besoin de déterminer les
forces de contraintes, les équations de la mécanique newtonienne sont mal adaptées.

Par ailleurs, dans un tel cas, I’énergie potentielle est souvent plus facile a exprimer
en fonction des coordonnées généralisées que des coordonnées cartésiennes. Mal-
heureusement la formulation newtonienne de la mécanique fait intervenir les forces,
c’est-a-dire les dérivées de I’énergie potentielle par rapport aux coordonnées cartési-
ennes.

Définition : siun systéme de N particules est décrit par des coordonnées généralisées
{q;}, les forces généralisées sont définies par

T

Q=S F - )

’ XZ: 9q;
" : = , : ov
Proposition : si les forces F; dérivent d'un potentiel V', (); = a0
45

Démonstration :
o 01 - or; ov
Q; = F; - = — Vv,V - = ——.
J Z aqj Z aqj aqj

7
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L’un des objectifs du chapitre suivant sera de formuler la mécanique a ’aide d’équa-
tions qui soient valables dans n’importe quel systéme de coordonnées, et qui fassent
intervenir directement les coordonnées généralisées et les forces généralisées.

Exemple : pendule sphérique = point matériel qui peut glisser sans frottement &
I’intérieur d’une sphére.

Comme il n’y a pas de frottement, la
réaction ne travaille pas. Elle doit donc
étre perpendiculaire & la vitesse, c’est-
a-dire dirigée vers O.

7
z —
M é i
/ Les deux degrés de liberté sont 6 et ¢.
Il faut donc deux équations du mou-

0/r
Y vement. Comme il n’y a pas de frot-
/ngg\ tement, 1’énergie mécanique est con-
i servée.
x

rsin 6 cos ¢ 76 cos 0 cos ¢ — ¢ sin 0 sin ¢
Or, 7| rsinfsing = U| rfcosfsin¢ + r¢sinfbcos ¢
rcos 6 —rfsinf
1 242 | 22 2002
Tzim(rﬁ + r*sin qu). (1.43)
L’énergie potentielle est égale & mgz = mgr cos
1 . .
= 3™ (7’292 + 72 sin? 0¢2) + mgrcos = Ey. (1.44)

Comme il y a deux degrés de liberté, il faut impérativement une autre équation, le
but étant d’en trouver une qui ne fasse pas intervenir la force de réaction.

14 méthode : ma = F = R + mg. Comme R+ mg n’a pas de composante suivant

—

k, on a

ma-k =
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Il faut calculer I'accélération en coordonnées sphériques dans le référentiel local.

2¢™¢ méthode : on cherche §’il n’y a pas une autre intégrale premiére.

dL L L
= OMAF = OMAP L(0)
d
= —L, =0
dt
= L, = constante (1.45)
L, = m(zv, —yvy)

= mr29(sin 6 cos ¢ cos 0 sin ¢ — sin 0 sin ¢ cos 0 cos @)
+mr2¢(sin? § cos? ¢ + sin” fsin® @)

= mrigsin®0 = LY

Conclusion : on s’en sort assez bien si ’on pense a cette seconde intégrale premiére,
mais ce n’est pas une approche systématique. On va développer dans le chapitre
suivant une méthode qui conduit automatiquement a cette solution.



Chapitre 2

Les équations de Lagrange

2.1 Le principe de d’Alembert

Considérons un systéme de points matériels soumis a des liaisons parfaites qui as-
treignent les positions des points matériels a satisfaire k contraintes holondémes sans
déperdition d’énergie. Pour décrire un tel systéme a l'aide des équations de New-
ton, il faut introduire un champ de forces de contrainte. Pour un systéme de N
particules, cela conduit a 6/NV inconnues: 3N coordonnées pour décrire les positions
des particules, et les 3N composantes des IV forces de contrainte agissant sur les
particules. Or, on ne dispose a prior: que de 3N + k équations: les 3N équations
du mouvement p; = F;, et les k contraintes. Pour pouvoir résoudre le probléme, il
est donc indispensable d’introduire 3N — k conditions supplémentaires.

Par exemple, dans le cas du pendule sphérique, il y a une contrainte holonéme,
et N = 1 puisqu’on considére une seule particule. Il faut donc deux équations
supplémentaires. Ces équations découlent de I’hypothése que la force de contrainte
ne travaille pas, donc qu’elle est centrale, ce qui implique que ses deux composantes
tangentes a la sphére sont nulles.

Le principe de d’Alembert est une généralisation de cette condition au cas général
d’un systéme quelconque soumis & k£ contraintes holonémes. Sa formulation repose
sur la notion de déplacement virtuel.

Définition : un déplacement wvirtuel est un déplacement infinitésimal qui, & un
instant donné, satisfait les contraintes holonémes imposées a un systéme.

Si on note {07} un tel déplacement, il satisfait les conditions

Zgﬁ-éﬁzo, j=1,....k (2.1)

7

13
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En effet, cela découle de la condition

..=0

fj(T_"l—i-(S’I?l,...,’FN—l-(S’FN,t) :fj(’l?l,...,FN, +Z 67’

En fonction des 3N — k coordonnées généralisées correspondant aux k& contraintes
holonomes, les déplacements virtuels sont de la forme:

5t = Z 87"Z

ol dg; est quelconque. En effet, par définition des coordonnées généralisées,

fj(Fl(CIb - 4N, t)? ceey FN(qla < 4N, t)a t) =0
ce qui, en dérivant par rapport a ¢, conduit a:

of; or;
;aﬁ gy,

87“2

oqr =0

Tout déplacement de la forme 5qk est donc un déplacement virtuel. Comme la

condition (2.1) est linéaire, on en ‘déduit 1a propriété cherchée.

Le principe de d’Alembert consiste & traduire ’idée que les forces de contrainte ne
travaillent pas par la condition:

S R;- 67 = 0. (2.2)

Cette condition doit étre valable pour tout déplacement virtuel. D’aprés la forme
des déplacements virtuels, cela conduit a

A3 oo = (23)

ol les dg; sont quelconques. Le choix dg; = 0 si k # j, d¢; # 0 conduit & I’équation:
87"Z

DU

Comme cette équation est valable pour j = 1,....,3N — k, on obtient bien 3N — k
équations supplémentaires.

Finalement, si ’on écrit les équations du mouvement sous la forme:

dp;

(a)
=F; R 2.4
& + (2.4)
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ol R; est la force de contrainte et ]31-(“) la résultante de I’ensemble des autres forces
appliquées a la particule 7, on peut éliminer les forces de contraintes, ce qui conduit
a I’expression usuelle du principe de d’Alembert:

Principe de d’Alembert : pour tout déplacement virtuel 07, on a :

> (R" ~7) - o7 =0. (2:5)

7

N.B. : les contraintes interviennent dans cette équation par le fait que {07;} n’est
pas un déplacement quelconque mais un déplacement satisfaisant les contraintes
holonémes. Si {J7;} pouvait étre un déplacement absolument quelconque, on dé-

duirait de ces équations que .
EY —p, =0, (2.6)

ce qui correspond au systéme sans contrainte. Autrement dit, les déplacements o7;
ne sont plus des variables indépendantes.

D’aprés la forme des déplacements virtuels, ce principe conduit & 3N — k équations
du mouvement. Essayons de les exprimer en fonction des coordonnées généralisées.
Pour cela, reportons les expressions:

. (97"2
(57"7; = Z aq]

dri_ or, . or

- i+ 21 9.
‘ dt zj:@qj %+ ot 27)

dans le principe de d’Alembert. Il vient:

Zﬁ; ' 67—1’1 - Z mz'F; : 6rz Z mz'rz TZ'
7

= Ori g<;aﬁ-> ;darz-

i = Tig— | = Tig o
9q; 9q; dt dg;
~—~—~ ——r

a7, a7,

94 94j
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d (0T or
) Z{ﬂa—qi)‘a—%}é%
~(a - az
- ZF"()'(;TZ' - ZF - 9% = ZQJ(SqJ

a(a a_; .
on Q; => F, Z( ) 8; est la force généralisée.
J

%

Le principe de d’Alembert conduit donc a 1’équation :

s[4 2y afun s

Comme cette équation doit étre satisfaite pour une variation quelconque des dg;, on

en déduit 4 /oT .
R— _ —_— — . 2.
dt <8qj> aq]' Q] ( 9)

Supposons par ailleurs que la force appliquée dérive d’un potentiel global V. Nous
avons vu que les forces généralisées sont données par

—) O - or; ov
Q= FY. - _Yyvv. L=, 2.10
R A 10
L’équation s’écrit donc :
d <5_T> _or v
94; ) 0q; dq;
oT aT -V
soit — (—) oT-v) =0 (2.11)
dq; dq;
. , S oV
Mais comme V ne dépend que des 7, donc que des g, 2 = 0. On peut donc
q.
finalement écrire : ’
d (OL OL
(oL _9t _, 2.12
dt <5dj> 9q; (212)

avec L =T'—V = lagrangien.

Ces équations s’appellent les équations de Lagrange. Elles ont les propriétés remar-
quables suivantes :

e Elles conduisent directement aux équations du mouvement pour les coordon-
nées généralisées.
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e Elles ne font pas intervenir les forces de contrainte.

e De facon plus générale, ces équations restent valables tant que les forces sont
reliées au potentiel par :
ov. d [0V
Q- 4 (Y, (213)
aq]' dt 8%‘
Ezemple : particule dans un champ électromagnétique (voir exercice).

e Par ailleurs, le lagrangien n’est pas défini de fagon unique. Plus précisément,
si F(qq,...,qn,t) est une fonction des coordonnées généralisées et du temps
mais pas des vitesses généralisées, la fonction

. . . . d
Ll(Ql?‘“7QH7QI7"'7qn7t):L(q17"'7qn7q17“‘7%17t)+&F

conduit aux mémes équations.

d OF OF\ |
al §+¥<aqi>%
oL oL , OF

9q; 9q; aqz

oU oL, 0 (d.
dq; — Og; 0qz dt
L dfory or _d oL\ oL  d

siL = Egranglan

Démonstration :

(5) i ()

=0

e Enfin, les équations de Lagrange ont la méme forme dans tous les systémes de
coordonnées.

2.2 Variables cycliques et lois de conservation

Si % = 0, i.e. si le lagrangien ne dépend pas d’une coordonnée, la quantité a_ est
J
conservée. C’est une intégrale premiere. Dans ce cas, on dit que la variable g; est

cyclique. La quantité
= 2.14
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s’appelle 'impulsion généralisée par analogie avec la particule libre. En effet, pour
une particule libre,

1 oL
L=T= §m(:t2+g)2—|-22) et % =mi = p,. (2.15)
iy

Ezemple : Considérons une particule libre (V' = 0).

1
e Coordonnées cartésiennes : L = §m(x'2 + 9% + #%) est indépendant de z,y,

= Dg, Py €t p, sont conserveés.

e Coordonnées cylindriques

x =rcosf i =7rcosf — rfsind
y =rsinf = Yy =1rsinf + rf cosf
zZ=2z z2=2z

1 1 .
= L=T= émzﬂ = §m(7'"2 + 726? + 3?) est indépendant de 6
L
— = constante.
a0

. OL : s .
Mais — = mr?0 = L, composante du moment cinétique suivant z. En effet,

L, = m(zy — yz) = mr?0. On retrouve la loi de conservation du moment
cinétique. L’impulsion généralisée correspondant & un angle est égale a la
projection du moment cinétique sur I’axe de rotation.

Systémes isolés : un systéme est dit isolé si le lagrangien ne dépend pas explicite-
ment du temps. Autrement dit,

oL
oV
Mais
d oL oL oL
Ay Ol Ok O
’ Z >
~d (oL . OL
- g (aq-) 205,

d 0L
- (2%—%)

oL
= har, - Gny G, Gn) = Zqza— — L = constante. (2.16)
7 qi
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h(qi, .- qn,q1,---,q,) s'appelle la fonction hamiltonienne. Sa valeur correspond a
I’énergie.

Exemple : Supposons que V ne dépende pas des vitesses, et que 1’énergie cinétique
dépende du carré des vitesses.

oL oT
o = Y Gier = 2T
; E 9q; ; 4 dq;
= h = 2T—-L =2T-T+V =T+V.
On retrouve la conservation de 1’énergie mécanique.

Application : Pendule sphérique.

1 . .
L=T-V= 5771(7’292 + 12 sin? 0¢?) — mgr cos d

e [ ne dépend pas explicitement du temps
= I =T+ V est conservé.

e [ ne dépend pas explicitement de ¢
= L, est conservé.

2.3 Petites oscillations dans les systémes lagrangiens

2.3.1 Oscillateur harmonique

Considérons le probléme classique d’une masse m attachée a un ressort vertical de
raideur k£ plongée dans le champ de pesanteur. Si l’on désigne par y 'ordonnée de
la masse, et par ¥y, la position de la masse lorsque le ressort est au repos, I’énergie
cinétique est donnée par:
1
T = —my?
2 y

et ’énergie potentielle est donnée par:

1
V= Sk(y - Y0)® +mgy

La position d’équilibre du systéme est définie par la condition y = y, = constante.
Or, d’apreés les équations de Lagrange, y(¢) est solution de:

d (oL _8_L_0:>m,_+8_\/_0
dt \ Oy y Y N
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La position déquilibre y = vy, est donc définie par la condition:

ov

= -

Ay
= k(y. —yo) +mg = 0

m
=Y = Yo— Tg (2.17)
Si I'on définit une nouvelle coordonnée x = y — vy, il vient:
1
T = §mx'2

1
vV = §k(x+y*—yo)2+mg(x+y*)

1 1
= §k(y* — o) + kz(y. — yo) + §k’$2 +mg(r + y.)

1. m 1
= SHED? +alk(y. — yo) +mg] +mgy. + Ske®
(mg)* | 1,
_ _ 1 2.1
mgyo ok +2k:x (2.18)
(mg)*

A la constante mgy, — ~5;~ pres, qu’on peut laisser tomber puisque les équations
de Lagrange de font intervenir que les dérivées du lagrangien, on a:

1 1
L= §mx2 — §k$2
d’ou I’équation du mouvement
mz + kxr =0

Cherchons une solution complexe z(t) sous la forme:
z=ze€

Il vient: '
(—mw? + k)zy ' =0,

| k
w=14{/—, Zp quelconque.
m

Mais si z(t) € C est solution, sa partie réelle est solution puisque les coefficients de
I’équation différentielle sont réels. La solution générale s’écrit donc:

d’ou

x(t) = Rezg coswt — Imzg sinwt

Les coefficients de coswt (Rezp) et de sinwt (—Imzy) sont des réels qui sont déter-
minés par les conditions initiales x(t = 0) et &(t = 0).

Nous allons voir que ce calcul peut étre généralisé au probléme des oscillations dans
les sytémes & N degrés de liberté, et que de tels systémes peuvent se ramener & une
collection d’oscillateurs harmoniques découplés.
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2.3.2 Systémes a plusieurs degrés de liberté

De nombreux systémes peuvent étre décrits comme un ensemble de points matériels
effectuant de petites oscillations autour de leur position d’équilibre. Par exemple, un
solide est un arrangement régulier d’atomes qui occupent en moyenne une position
bien déterminée dans le cristal, et qui effectuent de petites oscillations autour de
cette position. Les interactions qui conduisent & cette position d’équilibre sont
la résultante de plusieurs contributions, mais la nature des petites oscillations ne
dépend pas des détails de l'interaction. En effet, si 'on désigne par qq,...,q, les
degrés de liberté de ce systéme (par exemple les 3N coordonnées dans un cristal

comportant N atomes), la condition d’équilibre en ¢, ..., ¢,. impose que NV

o
.= 887‘2 =0 en ce point. Le développement de V' autour de la position d’équilibre
s’écrit donc :
V@ = V@) + 25 T 4= )@ - ) (2.19)
q) = qx 9 N 8qi(9qj qi — Qix)\q5 — qjx)- .

0V
aQi an Ge ’

Si on définit x; = ¢; — ¢is, et si on note k;; = I’énergie potentielle s’écrit,

a une constante prés,
1
7-]
Par ailleurs, ’énergie cinétique peut en général s’écrire

1
(2%]

Dans le cas de particules de masses my,...,my, on a bien sir m;; = m;J;;, mais
I’étude d’oscillations dans d’autres systémes peut conduire 4 une forme quadratique
qu’on suppose symétrique (m;; = m;;).

Les petites oscillations sont donc décrites par le lagrangien

L(xy,...,¢p; 80, &) =T (Z1,...,2,) — V(x1,...,2). (2.22)

Pour déterminer les équations de Lagrange, regroupons les termes contenant un
indice [ donné :

1 . 1 U S
T — Zmljxlxj + = Z Madidy + —myd; (2.23)
24 27 2
J#l i#l
1 1 1,
Vo - Z k:ljxlxj + = Z k’ilﬂfiﬂfl + _kllxl (224)
24 24 2
j#l 1#£l
oL

1 o1 : .
—— = = i+ o Y mgd; + myd
al’l 2 ey 2 il

= > md; (mij = my;) (2.25)
J
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oL . .
De méme, 5 = > kjx; (kij = kj; car c’est la dérivée seconde du potentiel). Les
XL J

équations de Lagrange s’écrivent donc :

Zmﬂij%—Zkﬂxj =0 (lzl,,n) (226)
J J

Cherchons s’il existe des solutions complexes de la forme :
F=A4 e, w réel. (2.27)
Les équations de Lagrange conduisent au systéme

_ZmﬂAjw2+ijlAj =0 (I=1,...,n),
J J

soit Y (—mﬂw2 + /{:jl) A =0 (I=1,...,n). (2.28)

J

Vu que le membre de droite est nul, ce systéme linéaire n’a de solution non nulle
que si son déterminant est nul, soit :

det(—w*M + K) = 0, (2.29)

ot M et K sont des matrices (n x n) définies par M;; = m;;, K;; = k;;. Par ailleurs
w sera réel si w? est réel et positif.

Proposition 2.1. w? est réel et positif.

Démonstration : ¢, minimal = Z kija;a; est une forme quadratique définie positive.
(2]
De méme, I’énergie cinétique est une forme quadratique définie positive. Mais

Z (—mﬂwz + k?jl) Aj = O,

J

= Azk Z (—mjlw2 —+ k‘jl) Aj =0
J
2 A
= 3 (—muw? + k) ATA; =0
4,1

- wQ _ Zj,l kle?;Aj '

i m AT A;
Mais si une forme quadratique est définie positive et symétrique, alors

S ki ATA; > 0.

.3
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En effet, avec A; = a; + ib;, A; = a; + ib;,

Z k?Z]A:(A] = Z kZZ] CL] + ib; )
2
= Zk”a aJ+Zk”bb —1—12:&]@Z 1kaa]
>0 >0 =0, puisque k’ij:k’ji
De méme, Y m;; A7 A; > 0. C.Q.F.D.
2
Soient w?, ..., w? les solutions de det(—Mw? + K) = 0, et désignons par A’ une

solution réelle associée & w?. A’ peut étre choisi réel car tous les coefficients du

systéme sont réels. La solution générale dans C" peut donc étre écrite
7= ¢ A" i, (2.30)
i
Pour obtenir une solution réelle, il suffit de prendre la partie réelle .

=Y "(Re (¢;) coswit — Im (¢;) sinw;t) A" . (2.31)

i
Coordonnées normales

On va maintenant démontrer que, si les fréquences sont toutes différentes, le systéme
est équivalent & une collection d’oscillateurs harmoniques indépendants de fréquence
w;. D’apreés les équations du mouvement, on a :

> (—muw? + ki) @) =0, I=1,.,n
] J

J

Posons A;; = (Aj ) . Pour deux fréquences wj, et w, (p # q), on peut donc écrire :

> (~wlmi + ki) Ap =0, j=1,...n
Z (_w‘?mﬁ T kji) Ajg=0, i=1,..,n. (2.32)

J
En multipliant la premiére (resp. la seconde) par Aj, (resp. A;,) et en faisant la
somme sur j (resp. i), il vient :

ZAMXZ( wmw+kw)Aip =0

ZAZP x Z( wimgi+ kji) Ajg = 0. (2.33)
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Si on fait la différence des équations on trouve, puisque M et K sont symétriques :
(Wg - Wf;) Zmiinijq =0

2¥)
= Zml-inijq = 0, (234)
4,3

puisque les fréquences sont par hypothése toutes différentes. Sous forme matricielle,
cette équation s’écrit:

("AMA) =0 (p#q). (2.35)

pq

Par ailleurs, on peut encore choisir une condition de normalisation sur les vecteurs

AP. Si on impose la condition de normalisation »  A? mi; A% = 1, cela conduit a la
Z"j

condition Y, ; Aym;;Aj, = 1 sur la matrice A, qui s’écrit sous forme matricielle

(fAMA) =1. (2.36)

pp

Autrement dit, la matrice A satisfait la relation:
'AMA = 1. (2.37)

Léquation Y Ajo(—myw) + kij) Ay = 0 conduit a

)

2
Z AjokiAip = w, Z AjgmijAip (2.38)
) i3
soit, sous forme matricielle,

("AKA) = wldy, (2.39)

pq
ou encore
'AKA =Q (2.40)

ol 'on a introduit la matrice €2 définie par

Si on définit de nouvelles coordonnées (; par

J
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le lagrangien s’écrit donc

L = % (‘tMz —'ZKT)
_ % (ﬁ AMAGQ-'Q AKA 5)
- 3(@e-@nq)
L = %Z(Q? - i) (2.42)

Le lagrangien est la somme de langrangiens indépendants. Les (); sont appelés
coordonnées normales.

2.4 Introduction au calcul des variations

Les équations de Lagrange ont la méme forme que les équations d’Euler établies
par Euler dans le cadre plus général du calcul des variations. Cette remarque est &
I’origine d’une nouvelle formulation de la mécanique. Commencons donc par établir
cette propriété.

Considérons le probléme suivant : soit une fonctionnelle I[y], c’est-a-dire une fonc-
tion de I’espace des fonctions dérivables dans R, qui a une fonction y(z) associe le
nombre réel

- /m da F(y,y', x) (2.43)
z1
oll x1, x5 sont des bornes d’intégration fixées une fois pour toutes, et y' = %'
On cherche la fonction y(x) qui rend [y] extrémal avec les contraintes
y(er) = } Y1, Y2 donnés. (2.44)
y(2) = 4o

On définit par ailleurs 01 F = dérivée par rapport & la premiére variable et O, F' =
dérivée par rapport a la seconde.

Supposons que y(x) soit la solution du probléme, et considérons la famille de fonc-
tions z(z, o) = y(z) + an(z), ot n(x) est une fonction dérivable quelconque de z qui
satisfait n(z1) = n(z2) = 0.

Définissons par ailleurs

i(e) = I]2(x, / dxF( (), g; (z, a),a:) . (2.45)
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Si I est extrémal pour y(z) alors

dr

— =0. 2.4
daf,_, 0 (2.46)
Or,
al -~ = 0z 0z 0z d 0z
o= /xl dx [BlF <z(z,a), %(:E,a),x> N + O F <z, %(x,a),:B) 909z
(2.47)
Pris en a = 0, on obtient donc :
dj: r2 / !/ /
= = [Caror.y om@) - 0Py o @) (248)
(0% a=0 T1

On intégre le deuxiéme terme par partie :

1

[ st )] = /ol - [ e | SouF o) (o),

(249
e : .. dI
Le terme tout intégré est nul puisque 7(x1) = n(z3) = 0 et la condition I =
a
a=0
s’écrit donc :
T2 d
/ dw [alF(y7y/ax) - aaQF(yvy,> .T)‘| 77(37) =0 VU(@
z1
d
= 81F(y7 y,> .T) . [62F(y7y/7 x)] = 07 (250)

dx

ou, avec les notations qui font apparaitre les variables pour les dérivées partielles,
et en changeant le signe :

d [OF OF
L [a_y’] o 0 Equation d’Euler (2.51)
S’il y a plusieurs variables y1, ..., y,, il suffit de considérer successivement les fonc-
tions d’essai @) @) @)
zi(x) = y;(x) + anlz
. 2.52
{ zi(z) = y;(x) sij #i (2.52)
pour arriver aux équations d’Euler :
d [OF oF
— — =0 ,=1,...,n. 2.53

Ezemple : Essayons de déterminer le chemin le plus court pour aller d’un point
A(z1,y1) & un point B(xs,y2) dans le plan. La distance le long d’une courbe C
définie par y(x) avec y(z1) = y1 et y(x2) = y, est donnée par
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dS dy

/ st:/m dzy/1+y'(x)2. dr

T

ds = y/dz? + dy? (Pythagore)

La longueur du chemin le long de la courbe y(z) peut donc se mettre sous la forme

b1 [T = [P, s ) =17

Lo o _,  oF_ Yy
oy oy  JI+y?

L’équation d’Euler conduit a la condition

oF Y
a—y/ = W = ¢ = constante
= y = _Ee a — constante
V1—c2
= y = axr+b. C’est une droite !

2.5 Le principe de moindre action

Les équations de Newton ou de Lagrange permettent de déterminer I’évolution d’un
systéme si 'on connait & I’instant initial les positions et les vitesses des particules.
Dans 'espace & 3N dimensions des positions des particules, I’évolution définit donc
des trajectoires.

On peut dés lors se poser la question suivante : considérons deux points sur une
trajectoire donnée entre les instants t; et ¢, caractérisés par la donnée de {q'} et
{q?}. Peut-on caractériser les trajectoires physiques par un principe global qui con-
siste a les comparer aux autres trajectoires “possibles" (ou virtuelles) du systéme ?
Autrement dit, si on considére 'ensemble des fonctions {¢;(t)} telles que ¢;(t1) = ¢}
et q;i(ty) = ¢?, est-ce qu'on peut déterminer directement lesquelles correspondent
aux trajectoires physiques sans calculer I’évolution du systéme ? La réponse a cette
question trés simple est a 'origine de la formulation la plus générale et la plus
compacte des lois de la mécanique classique.
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Une telle fagon de formuler les lois de la physique est trés générale. Elle a pour la
premiére fois été utilisée dans le cadre de 'optique géométrique ou elle est connue

2
sous le nom de principe de Fermat, qui stipule que le chemin optique / n(r)ds
1

le long d’une trajectoire est minimum. Dans ce cadre, la différence entre les deux
points de vue (local ou global) est facile a illustrer. Considérons un dioptre plan
séparant deux milieux d’indices n; et ny. Comment trouver la trajectoire de la
lumiére pour aller d’un point A dans (1) & un point B dans (2) ?

Formulation locale : la lumiére se propage de fagon rectiligne dans un milieu d’indice
homogéne. A la séparation entre 2 milieux d’indices n; et no, les angles d’incidence
satisfont la loi de Descartes, n sin i; = no sin iy

I
.
(A

7

Dans la formulation locale, on compare toutes les trajectoires issues de A, et on
cherche celle qui passe par B

A (1)

7T
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Formulation globale : On calcule le chemin optique le long de toutes les trajectoires
passant par A et B. La trajectoire physique est celle qui minimise le chemin optique :

B

On démontre aisément que celle qui minimise le chemin optique satisfait la loi de
Descartes.

L’équivalent du chemin optique en mécanique s’appelle I’action. Elle est définie de
la facon suivante.

Définition : 1'action est une fonctionnelle des trajectoires définie par

sq{qxf)}]::Léf214q1,...,qN,ql,...,qN,t)dt

Cette fonctionnelle permet de formuler les lois de la mécanique & I’aide d’un principe
du méme type que le principe de Fermat en optique.

Principe de moindre action : dans ’ensemble des trajectoires possibles allant
d’une configuration donnée {qi,...,¢.} a l'instant {; a une configuration donnée
{q?,...,q>} a linstant t,, action est extrémale pour la trajectoire physique.

Remarque : il peut en principe y avoir plusieurs trajectoires qui rendent 'action
extrémale, mais en pratique il n’y en a en général qu’'une. Par ailleurs, I’extremum
est en général un minimum, d’ou le nom de principe de moindre action.

Equivalence avec les autres formulations : d’aprés les résultats de la section
précédente relatifs au calcul des variations, la fonctionnelle S[{g;(¢)}] sera extrémale
si les trajectoires ¢;(t) satisfont les équations d’Euler correspondantes. Or, le la-
grangien L joue le role de la fonction F', le temps ¢ celui de la variable x, et les
trajectoires ¢;(t) celui des fonctions y;(x). Les équations d’Euler s’écrivent donc :

dOLY 9L o ik
At \og ) 0q oo

On reconnait bien siir les équations de Lagrange. Le principe de moindre action est
donc bien équivalent aux équations de Lagrange, donc a la formulation newtonienne
de la mécanique.
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Bien qu’il ait été introduit pour des raisons plus philosophiques que scientifiques, le
principe de moindre action s’est révélé étre une formulation trés utile de la mécanique
dans un certain nombre de circonstances (contraintes, transformations canoniques,

).

2.6 Théoréme des extremums liés
Considérons une fonction a 2 variables F'(x,y) dont on cherche le minimum sous la
contrainte f(z,y) = 0. Quelles sont les équations qui conduisent au minimum ?

Réponse : 1l suffit de minimiser la fonction de 3 variables

Les valeurs xyin, Ymin sont la solution du probléme, A\ s’appelle un multiplicateur de
Lagrange.

Démonstration :

Minimiser H veut dire qu’il faut satisfaire les équations

8H_ oF 8f_

o0H oF of

o _ il A 2.55
o 0 & 0y+)\6y 0 (2.55)
o0H

azo A f(z,y) = 0.

La troisiéme équation n’est rien d’autre que la contrainte. Il faut donc démontrer
qu’il existe A tel que les 2 premiéres conditions soient vérifiées.

Premiere méthode :

Suposons que la contrainte, qui définit une courbe dans le plan (z,y), conduise a
une courbe paramétrée z(z),y(z). On doit minimiser F'(x(z),y(z)). Alors

dF_aFdx Bde_O

dp_ofde OFdy 9.56
dz Or dz * Jy dz (2.56)
Mais f(z(2),y(z)) = 0. En dérivant par rapport a z, il vient :

of s 0fdy
Ordz 0Oydz

dy  dz (af\ [of\"
. (a_) (a_y) | (2.57)

=0
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dF OF dv  OF [ dxof (0f\ "
=0 = — == =0. 2.58
dz Or dz + oy ( dz Oz (8y> (2.58)
Si ¢ # 0 (si @ = constante, c’est trivial !), on en déduit .
IF oF
A
ox oy

A= -2z (2.60)

le systéme constitué de cette équation et de I’équation précédente est équivalent au
systéme

oF 6
— 4+ A f =0
ox o (2.61)
oF | 0f |
oy oy
C.Q.F.D.
Deuzieme méthode :
Si F' est minimum, alors
oF oF
OF = —96 —oy =20 2.62
9207 T, =0 (2.62)
ou le déplacement (dx, dy) doit étre en accord avec la contrainte.
Or, d’apreés la contrainte f(z,y) =0, on a
f 5. af
=0. 2.63
&B &y (263)
Cette équation définit les déplacements virtuels.
Cette équation est équivalente a
0
)\—fé + )\—f(5 =0 (V). (2.64)

Oz oy

Avec la condition de minimisation, on en déduit

oF  of oF  of
<%+>\&E>5x+<a—y+/\ay>5y 0 (2.65)
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Supposons que A satisfasse I’équation

OF 8 of

— =0.

ox A Ox
Le déplacement dy peut étre choisi comme déplacement arbitraire. On doit donc
avoir OF 8

— +A 2 =0.

oy oy

C.Q.F.D.

2.7 Principe de moindre action et contraintes holonémes

Supposons qu’un systéme soit décrit par k& contraintes holonémes :
fi(F, .o T, t) =0, j=1,...,k,
ou, en termes de 3N coordonnées x;, i =1,...,3N :

fj(xl,...,ng,t):O, ]:1,,l€

Les équations de Lagrange nous permettent d’écrire directement les équations du
mouvement en termes des coordonnées généralisées. Mais comment s’y prendre si
on ne peut pas inverser explicitement les contraintes ? L’approche variationnelle
permet de traiter ce probléme.

Pour un déplacement virtuel, on a :

5f; = ng(SxZ—O j=1,...,k (2.66)
Y Z af%s (v \,) (2.67)
= Z Aj Z - 0J; 51:1 (VX)) (2.68)

= / dtZ(ZA )5:@2_0 (V2 (8). (2.69)

Par ailleurs, d’aprés le calcul des variations, si I’on ajoute un petit déplacement
dz;(t) tel que dz;(t1) = dx;(t2) = 0 & une trajectoire {z;(t)} donnée, la variation de
I’action au premier ordre en dx; est donnée par

ta 3N oL oL
e (28 (2))ar 70
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Démonstration : considérons des déplacements de la forme 0x;(t) = a;n;(t), avec
ni(t1) = ni(t2) = 0, et définissons la fonction

S(Oél, ceey OégN) =9 [{xl(t) + O{an(t)}] .
Pour «; petit, le développement de Taylor ou premier ordre s’écrit

S(ag,...,asy) = S(0, —i—Zozz

a;=0

Mais, d’aprés le calcul des variations,

2 (9L d (0L

On en déduit que 4S5 = S’(ozl, co,Q3N) — S’(O, ...,0) est donné par

ta 3N OL d [OL
2o (a—m‘ﬂa@»“

a5
80@

C.Q.F.D.

Le principe de moindre action stipule que, pour un déplacement possible du systéme,
dS = 0. Autrement dit, si dz;(f) est un déplacement virtuel satisfaisant dx;(t;) =

dz;(t2) = 0, on doit avoir
ty 3NV oL oL
i - dt = 0.
o (1)) o=

Si on rajoute cette équation a 1’équation (2.69), valable pour tout déplacement
virtuel, donc en particulier pour tout déplacement virtuel satisfaisant 0x;(t;) =
51:1@2) = O, il vient

[Ee(E-a(@) mies o

1 =1

Supposons que les £ fonctions A; soient choisies de telle fagon que
oL
ox; dt

Le principe de moindre action s’écrit alors

to SN—k aL
o | 22

) ZAafﬂ:, i=3N—-k+1,...,3N. (2.72)

) Z Aj gf) dt = 0. (2.73)
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Mais comme on a 3N — k degrés de liberté, on peut faire varier les dx; indépendam-
ment les uns des autres. On en déduit

oL of; - -
0z, (ax) ZAJ e =0 i=l 3Nk (2.74)

Finalement, les 3N + & inconnues x;, 7 = 1,...,3N et \;, j = 1,..., k, sont données
par les équations

d (0L RN
t <ag;~i> o, Z iggy 1T L3N (2.75)
fj(xl,...,ng,t)—O, jzl,,k

Les \; s’appellent des multiplicateurs de Lagrange.

Par analogie avec le probléme des extremums liés, ce résultat peut étre refor-
mulé de la facon suivante : un probléme de mécanique & 3N degrés de liberté

T1,...,xs3y décrit par un lagrangien L et k contraintes f;(xy,...,z3n,t) =0, j =
1,...,k, est équivalent a un probléme sans contrainte & 3N + k degrés de liberté
X1,. .., XT3N, AL, - - -, A\, décrit par le lagrangien
L=L+Y N/
J

En effet, comme L ne dépend pas explicitement de }\j, les équations pour z; re-
donnent les 3N premiéres équations, et les équations pour ); redonnent les &
derniéres.

Remarques :
e Les )\; sont des fonctions de ¢, et non des constantes comme dans le probléme
des extremums liés.

e Ces équations sont valables dans tout systéme de coordonnées, et non pas
simplement en coordonnées cartésiennes.

2.8 Equations de Lagrange et forces de contrainte

Au début de ce chapitre, nous avons établi les équations de Lagrange avec I’objectif
de se débarasser des forces de contraintes. Il peut néanmoins étre nécessaire de
déterminer ces forces de contraintes, par exemple pour évaluer la résistance d’un
dispositif lors du mouvement d’un systéme contraint.
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Mais si ’on décrit les contraintes par un champ de force ﬁi, on peut reproduire
le raisonnement qui conduit aux équations de Lagrange a condition de garder 3N
coordonnées. Si les forces autres que les forces de contrainte dérivent d’un potentiel

V', on en déduit :
L L

d (0L oL
= <8y2> ~ oy = Ry, (2.76)

d (0L OL

On peut également faire un changement de variables conduisant & 3N nouvelles

variables g;, ] =1,...,3N. Les forces de contrainte généralisées sont définies par
R; = Z R; - . Les équations de Lagrange s’écrivent alors :
d (OL oL
—(—,)——:Rj, j=1,...,3N. (2.77)
94;)  0q;

La détermination des forces de contrainte peut se faire de deux fagons, suivant que
I’on peut ou non inverser les k£ contraintes holonomes.

1°* cas : supposons qu’on puisse inverser les k contraintes holonémes. Il existe donc
un changement de variables ¢;, j = 1,...,3N, telque ¢;, 7 = 1,...,3N —k soient les

oL oL
coordonnées généralisées. Dans ce cas, — <—> —— =0pourj=1,...,3N —k,
9q¢; Jq;

et les seules composantes non nulles des forces de contrainte généralisées sont les I,
j=3N—k+1,...,3N. Pour calculer ces composantes, il suffit alors de procéder
de la fagon suivante :

1. Calculer le lagrangien L(q, ..., q3n—x,t) en fonction des coordonnées général-
isées. Résoudre le probléme en termes des 3N — k coordonnées généralisées
q]‘(t), j = 1,,3N—]€

2. Déterminer I’expression f}(ql, ..., q3n,t) du lagrangien en fonction de toutes
les variables ¢;, j = 1,...,3V.

d (0L\ oL
3. Calculer Rj = — | =— | — 5— pour j = 1,...,3N en utilisant la solution
dt \d4; ) 9q;
q;(t), j=1,...,3N — k et les contraintes.
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Ezemple : considérons un point matériel qui glisse a la ?

surface d’un cylindre. Si le mouvement a lieu dans un '
plan perpendiculaire a I’axe 0z du cylindre, les coordon-

nées polaires (r,6) sont bien adaptées : la contrainte

s’écrit r = a, et la seule coordonnée généralisée est 6.

1 .

1. L= imazﬁz — mga cos f est indépendant du temps = T + V = constante.
Lo g 1 9

2. L= 5mr 0° + 3mr — mgr cos 6.

3.

d [OL oL . ‘9
RT_&(E>_E = mi —mré° + mgcost

= —mab? +mgcosf car i = 0.

Siat=0,0=0et0=0,o0na

1 .
imaQQQ -+ mga cos§ = mga,
= R, = —mab®+ mgcosf

= 2mg(cosf — 1) + mgcos b
= mg(3cosf —2)

2 2
R, > 0 tant que cosf > 3 Au dela de 8 = Arccos (5) la bille n’est plus en

contact, avec la sphére.

2°™ cas : si l'on ne peut pas inverser les contraintes holonémes, il faut introduire
des multiplicateurs de Lagrange. Les seconds membres des équations de Lagrange
écrites a l'aide des multiplicateurs de Lagrange correspondent aux composantes des
forces de contrainte :

2.9 Principe de moindre action et contraintes plus générales

Une contrainte holondme
fj(l’l, P ,.Z'gN,t) = 0
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conduit, en dérivant par rapport au temps, a une contrainte du type

3N af] ‘ af]

Dans certains cas, les contraintes s’écrivent directement comme des relations entre
les vitesses, mais sans que les coefficients soient reliés entre eux par le fait d’étre des
dérivées partielles.

Ezemple : Une roue verticale roule sans glisser dans le plan horizontal.

z

La vitesse du point de contact doit étre
nulle :

;'E—Rcosqbé: 0
y— Rsingf =0

Un tel probléme ne peut pas se décrire a I'aide de fonctions f;. En effet, comme il
n’y a pas de terme en ¢, les f; devraient étre indépendantes de ¢. Mais le coefficient
de 6 dépend de ¢.

De telles contraintes sont non holonémes. Elles s’écrivent de fagon générale

3N '
> ali;+a) =0, (2.79)
i=1
ou encore
3N
da; ,
g v
;az dt + aO )
soit
3N '
> aldx; + afdt = 0. (2.80)
i=1

Pour résoudre ce probléme, il est traditionnel d’introduire des déplacements virtuels
satisfaisant

3N
> aldx; =0, (2.81)
=1

I'idée étant que ces déplacements virtuels se font & temps constant (dt = 0), et de
faire I’hypothése que I'action est extrémale vis-a-vis de ces déplacements virtuels. Le
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calcul fait pour les contraintes holonémes se transpose sans aucune modification, et
on obtient les équations :

d (0L OL o
dt <6x> T o =Y XNal, i=1,...,3N
) i j

3N ‘
> ali; 4+ ah =0, j=1,... k.
i=1

(2.82)

Ces équations sont parfois appelées équations de Lagrange de premiére espéce.

Ezemple : Un cylindre roule sans glisser sur un plan incliné.

Contrainte : r0 = i

Remarque : cette contrainte est intégrable
et on pourrait aisément se débarasser d’une
variable.

1 1 .
T = M+ M6
V = Mg(l — z)sin ¢, [ = longueur du plan incliné.

La contrainte se réécrit :

f—i=0 = ag =71, @y = —1
L=T-V

OL g = L(9L) _ a2

00 dt \ 90

00

oL . d (0L .

a—LZ—i-Mgsingb

ox

Mi — Mgsing = —\ (2.83)
= .
Mr?0 = \r (2.84)
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=i = r0=73

(2.83) =  Mi = A

(284) = g - sme  _ Mgsing
2 2
i — gsin ¢
2r
Calcul direct :
r0+C =x = on élimine 6.
T = Mi?
V =Mg(l —x)sin¢g
~  9Mi=Mgsing = g'j:gsg”b.

Remarque : Les déplacements virtuels pour une contrainte du type
3N '
> ali; + a
=1

sont définis par
3N
> aléxz; = 0.
i=1

La minimisation de 1’action pour ces déplacements virtuels conduit aux équations
de Lagrange de premiére espéce.

On peut aussi aborder le probléme différemment et se poser la question : quelles sont
les équations satisfaites par x;(t) si on minimise I’action en se donnant simplement la
contrainte ? Ce probléme mathématique est bien posé, et la solution générale stipule
que pour minimiser I'intégrale de F'(z, y,y’) sous la contrainte G(z, y,y") = 0, il suffit
de minimiser

F(r,y,9) + M2)G (2, y,9)

(démonstration non donnée).

Pour une contrainte holonéme du type G(x,y) = 0 (pas de dérivée), 1’équation
d’Euler-Lagrange conduit a :

d <8F> OF A@G (2.85)

de \oy') oy "oy
On retrouve le résultat annoncé. Ce résultat se généralise immédiatement & plusieurs
variables. On en déduit que pour des contraintes holondémes, le principe de moindre
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action restreint aux trajectoires satisfaisant la contrainte conduit aux équations de
Lagrange de premiére espéce. Cela n’est pas étonnant. Dans le cas de contraintes
holonomes, les fonctions (x1 + dz1,...,xx + dxy) satisfont la contrainte dés que

0 . . . .
Z —féxz- = 0. Autrement dit, la condition que nous avons établie est une condition

nécessaire.

Par contre, pour une contrainte non holonéme du type f(x,y)y + g(z,y) = 0,
I’équation d’Euler-Lagrange s’écrit :

of . 99

d <0F> o 2 A(@) f(z,y)] — A [ayy’+ a—y] =0. (2.86)

dx \ Oy’ oy * dx
Dans le cas de plusieurs variables, il faut rajouter un multiplicateur de Lagrange
par contrainte. En général, ces équations ne sont pas équivalentes aux équations de
Lagrange de premiére espéce. On peut néanmoins démontrer que dans un certain
nombre de cas les solutions des équations de Lagrange de premiére espece sont aussi
solutions des équations (2.86). L’expérience prouve que les équations de lagrange de

premiére espéce conduisent a une description satisfaisante des forces de contrainte.
C’est elles qui sont en général utilisées.

2.10 Contraintes intégrales

Les contraintes rencontrées dans le contexte des équations de Lagrange sont en
général du type précédemment évoqué. Mais on rencontre souvent des contraintes
plus générales dans d’autres contextes. En particulier, on doit souvent résoudre des
problémes qui consistent & extrémaliser

/;2 F(z,y.y)de,  (y(z1) =y, ylaa) = y2)

1

sous la contrainte

/m flx,y,y)de =c

1

Solution : il suffit de résoudre le probléme plus général de I'extrémalisation de
I'intégrale de G = F + Af ou A\ est une constante, puis de choisir A\ tel que la
contrainte soit satisfaite.

Démonstration : considérons deux fonctions d’essai 7;(x) et n2(x). La condition
d’extrémalité implique que la fonction

T2

dlar,as) = [ F(a.y+aum +asm.y/ + arnj + ) de - (2.87)

1
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soit extrémale sous la contrainte
T2
(o, o) = / (@, y+aim + cone, ¥ + aqmy + aomy) do = ¢ (2.88)
1
pour oy = g = 0.

D’aprés le théoréme des extremums liés, cela implique qu’il existe \ tel que

00 oyl
6@1 a1=0 - A@al a1=0 =0
ag=0 ag=0
(2.89)
0 ol
Bog|arco T g |arse
ag=0 ag=0
soit
v [ d (OF oF d [of of\]| B
[ (5) -5 o i (37) - 5) | e
(2.90)

wld (OF oF d [of of\]
— =] -+ —[= )= dz =0.
/xl | dw <8y’> oy + (dx <8y’> 8@/)_ me(w) do
La premiére équation fixe A\. Comme 15(x) est indépendant de 7;(z), la deuxiéme
implique que G = F' + \f satisfait ’équation d’Euler. Autrement dit, il existe A
z2

tel que / G(z,y,y')dx est extrémal. La valeur de A doit par ailleurs étre ajustée
xr1

pour que la contrainte soit satisfaite.

Ezemple : Trouver la configuration d’un fil de masse linéique p et de longueur [ fixé
entre deux points de méme hauteur.

I Yy
\/ xr
Solution :

Il faut minimiser I’énergie potentielle

x2

Iy] =p/ dzy\/1+y'2
x1

/ “de1ry?—i=0.

On doit donc écrire 1’équation d’Euler-Lagrange pour
Liy.y.2) = yyfl+y2+A/1+y?
oL Y
dy vV1i+y

sous la contrainte
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oL
Remarque : Le lagrangien ne dépend pas de z. Du coup 7/ e L est une intégrale
Y

premiére
y/2 1+y12
= N — — N—— = ct
. y+A
so1t ﬁ = C
(y+X)? = C*(1+y"?)
s (y+A)?
= y, = T —1
= y+ A = (Ccosh (% + Cl> “chainette"
En effet,
! sinh (x +C )
= sinh | =
Y C 1
= '? = sinh? <£ (J)
Y sin I + Cy
x
— cosh? (£ 0) 1
cos C + (1
_ e
-
A, C et C sont déterminés par les équations
y(z1) = n
y(za) = o

/mdx\/l—l—y’2 =1

1

& y+ A = Ccosh(%—i—Cl).

2.11 Lagrangien et changements de référentiels

—

Comme nous sommes partis de I'équation F = dp pour établir les équations de
Lagrange, et que cette équation est valable dans un référentiel galiléen, la formu-
lation lagrangienne de la mécanique est valable dans un référentiel galiléen. Mais
le lagrangien dans deux référentiels galiléens en translation rectiligne uniforme 1'un
par rapport & 'autre n’est pas le méme.

1 .
Exemple : L =T = §ma'72 dans un référentiel. Considérons un référentiel en

translation rectiligne uniforme a la vitesse vg. Soit 2’ = = — vyt la coordonnée dans
ce référentiel.
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1
Le lagrangien L’ dans ce référentiel est Qmm”. Par contre, le lagrangien L dans le

référentiel original peut s’écrire en fonction de 2’ :

1 1 1
L(x' 1) = §m(x’ +opt)’ = §mx"2 + mi'vy + émvg.

Heureusement, ces deux lagrangiens conduisent aux mémes équations. C’est un cas
particulier de la remarque générale faite plus haut selon laquelle on peut ajouter une
fonction du type E(q, t) au lagrangien sans changer les équations du mouvement.
En effet,

1
L(ZE/, .7}'/) - L,(I'/, ,I‘,) = mjﬁ'/’(]() + im’US

= %(mvox/ + %mvgt).

F(x't)

Si I’on préfére travailler dans un systéme de coordonnées qui se rapportent a un
référentiel non galiléen, on peut procéder de deux fagons :

1. Se placer dans ce référentiel, et inclure les forces d’inertie d’entrainement et
de Coriolis dans le second membre des équations de Lagrange.

2. Ecrire le lagrangien dans un référentiel inertiel, faire un changement de vari-
ables par rapport aux nouvelles coordonnées, et écrire les équations de La-
grange habituelles. Les forces d’inertie apparaissent automatiquement comme
une conséquence du changement de variables.

2.12 Le Théoréme de Noether (1918)

Le théoréme de Noether, publié en 1918, peut étre resumé en disant que pour chaque
symmetrie continue du Lagrangien il y a une quantité conservée.

Soit donné un systéme a N degrés de liberté, associés a les coordonnées généralisées
¢i, avec i = 1,..., N. Le systéme est caractérisé par un Lagrangien L({q¢;},{d:},1).
Supposons que le Lagrangien ne change pas aprés une transformation des coordon-
nées ¢; — ¢;(s) qui dépende d’un seul paramétre s:

L({ai(s)}{ai(s)} 1) = L@}, {a}. 1) (2.91)
Autrement dit, p
75 LUai(s)} {dils)}1,1) = 0 (2.92)



44 CHAPITRE 2. LES EQUATIONS DE LAGRANGE

On peut montrer que la quantité

OL 0q;(s)
= = 2.
C ; ( 95 0 ) constante (2.93)

En effet, on prend la derivé temporelle de I’Eq.2.93

)£ Ha) e

En utilisant les equations de Lagrange, on peut re-écrire cette derniere equation
dans la forme

OL 0q;(s) aLaCji(S> d
C = Z[aqz B 6q‘i B =—L=0 (2.95)

ds
ou la derniere egualité suit de la chaine de derivés.

2.12.1 Exemple: Invariance par translations

L’invariance par translations du Lagrangien s’ecrit L({Z;}, {fz}, t) = L({Z;+su}, {fz}, t)
ou u est un vecteur unitaire qui marque la direction selon laquelle I'invariance par
translation du Lagrangien est valable.

L’eq.2.93 nous dit que la quantité conservée est

N N
Zg_jag (Z; + st) = Z d=1-P (2.96)
=1 % i=1

Autrement dit, 'invariance par translation selon & du Lagrangien a comme conse-
quence la conservation de la composante selon « de I'impulsion totale du systeme.



Chapitre 3

Les équations de Hamilton

3.1 Introduction

L’un des objectifs principaux de la mécanique analytique est la recherche d’intégrales
premiéres. Dans le cadre du formalisme de Lagrange, la recherche de telles intégrales
premiéres peut se faire en introduisant un systéme de coordonnées généralisées tel
que certaines variables soient cycliques. En effet, les équations de Lagrange sont
invariantes par un changement de coordonnées

Qi = Qi(qla"'>qN7t>'

Il existe néanmoins des transformations beaucoup plus générales qui mélangent les
coordonnées généralisées et les impulsions généralisées et qui conduisent & une méth-
ode générale de recherche d’intégrales premiéres du mouvement. L’étude de cette
méthode est I'objet de ce chapitre.

La premiére étape consiste a réécrire les N équations du second ordre d’Euler-
Lagrange comme un systéme de 2N équations du premier ordre :

-.:i( '>_6L
pz—dtpz _0ql-
L
P 94

Ces équations ne sont pas trés symétriques. On préférerait que la seconde équation
soit sous la forme

¢ = 3
Pi
Ceci peut se faire a 'aide d’une transformation de Legendre. Considérons en effet

. d .
une fonction f(x), et posons z = —— < 1z = g(z). Peut-on trouver une fonction

df dx
L(2) tell * = ?
f«(2) telle que p g(2)

45
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Comme ¢(z) est la fonction inverse de f'(z), on a:

Flo) = =
= ) 46 = 2d)
En intégrant, il vient:
S = e o)
= SlegE) - S = ¢fe)
S LG = ze() - ().

2
N.B. : Ceci n’est possible que si f’ est inversible, i.e. si 1z # 0 si f est deux fois
x

dérivable.
Définition : Soit f(z) une fonction dérivable. Sa transformée de Legendre est définie

par
fo(2) = 29(2) — flg(2)) (3.1)

ol g = f' ~! est la fonction inverse de f'.

Ezemples :
L f) =
/ _ _ _ _ Z
flle) = me =2 = a:—g(z)—m
2 2 2
fo) = = f) = = - T =
2. ;(;)0: 2 fl(x) =271 f(z) = (a — 1)z* 2

Si a # 1, cette fonction est inversible.

(0%
fe(2) =z — f(z) = 22 — T avec x = 27
o'

1 .« 1 a
= fi(z) = PR (1 - —) Zo-T,

Posons 3 =
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Fonctions a plusieurs variables

Si une fonction dépend de plusieurs variables, on peut faire une transformation de
Legendre par rapport a certaines variables. Considérons par exemple une fonction
F(xy,...,xm;u,...,u,). Les équations

OF
2 = (1, ooy Ty ULy ey Uy) = O F (X1, oy T U, - e Uy) (3.2)
al’i
peuvent s’inverser en
T =gi(21, o Zmi UL, e, Up) (3.3)
a condition que
O*F
det 0. 3.4
(aram) # 51
La transformée de Legendre est définie par :
F*(zl,...,zm;ul,...,un):Zxkzk—F. (3.5)
k=1
oF, " Ogg n gy,
- i - 8 F e )y gole o)
o, x +1§12kazi kgl W (gi(z..0),02(2..) ) 92,
=2z
N OF,
= Z;.
aZi
OF, OF B OF Ox;, oxy, oF oF

Par ailleurs, — = — — +> z = — uisque z = —.

Revenons aux équations de Lagrange, et faisons une transformation de Legendre par
rapport aux variables ¢;. La transformée de Legendre correspondante est notée H
et s’appelle I’hamiltonien. C’est une fonction des ¢; et des p; définie par :

H(qu, .., qnip1s - pnit) = D> pidi — Lgr, - - ans Gas - G T) (3.6)

ou les ¢; sont considérés comme des fonctions des p; et des ¢; d’aprés les équations
oL

T oG

Di

Remarque : ’hamiltonien H a la méme valeur que la fonction hamiltonienne h, mais
ce sont des objets mathématiques différents. h est fonction des ¢; alors que H est
fonction des p;.
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D’aprés les résultats précédents sur la transformation de Legendre, les équations du
mouvement s’écrivent :

_ oH
q; = Bp; . -
Equations canoniques (3.7)
_ o1 ou de Hamilton '
Pi = "3

Ces équations portent le nom d’équations canoniques pour souligner leur simplicité.
Elles constituent une formulation équivalente des lois de la mécanique.

2L
N.B. : Une telle description n’est possible que si det < 0 ) #0
94;0q;

Cas particulier : Supposons que le potentiel ne dépende pas des vitesses, et que
I’énergie cinétique ne dépende que du carré des vitesses. Alors

H(q1,...,qn;01,- .-, DN t) = Zpiqz‘ — L(q,4,1)

= Z(%)qi—L =T —L =T+V.

Dans ce cas, 'hamiltonien est égal a 1’énergie. Mais il faut 'exprimer en fonction
des impulsions généralisées.

Exemple : Une particule dans un potentiel extérieur U(z,y, 2).

1
Coordonnées cartésiennes : T = 5 (x'2 + 9% + ,2'2)

Dy = MI, Dy :mya D, = Mz
OH p
1 A _
N Tz%(pi+p§+p§) N * op, m
H=T+V o 2 _ WV
ox or

1 .
Coordonnées cylindriques : T = im (7‘“2 +r2¢% + 22)

z

br = m,,;7 Py = mr2¢, Pz = mz

L 2
1
/%‘ 5 T <p,% + pr—f +p§> . H=T+U(r,é,2)
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1 . )
Coordonnées sphériques : T = g™ (7’"2 + 720% + r?sin® 8¢2)

M

0/r
pr:mh

po = mr20,
¢ py = mr? sin? 0¢

B P

r2 " r2¢in’f

1
2m

Notations compactes

Les équations de Hamilton sont symétriques au signe pres. Il est souvent utile de
prendre cette symétrie en compte en introduisant une notation compacte :

€T; = q;, ’L:]_,,N
TityN = Diy Z:]-??N

ce qui définit un vecteur de longueur 2/N.

Si on définit par ailleurs le vecteur colonne des dérivées de H par :

oy _ o

les équations de Hamilton s’écrivent sous la forme :

d OH
—r=J— 3.8
a7 or (3.8)
ou J est une matrice (2N x 2N) définie par
0 1 1 0
_ N o .
/= ( -1y O )’ (NxN) 0 . . (3.9)

Principales propriétés de J
1. J? = —1yy
Il suffit de faire le produit par blocs.
2. 'J = —J (J est antisymétrique).
3. tJ7 = J7! (J est une matrice orthogonale)
Démonstration : 'J = —J = JJ=-J*=1
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3.2 Crochets de Poisson

La représentation de Hamilton conduit & plusieurs techniques de recherche d’intégrales
premiéres. Dans la représentation lagrangienne on a vu que si une variable est

cyclique, c’est-a-dire si = 0, alors p; = constante. Cela reste valable pour

0q;
I’hamiltonien. En effet,
OL 0H
=0= =0
0q; dq;
H
Ainsi p; = —g =0 = p; = constante.
4qi

Mais la forme trés symétrique des équations de Hamilton suggére d’étendre cette
recherche a des combinaisons des coordonnées p; et g;.

Soit donc f(q1,...,qn;p1,---,PnN,t) une fonction des coordonnées généralisées et des
impusions généralisées. Calculons sa dérivée par rapport au temps :

df _ 9f of . of
E—;qz—i-z it

. OfOH afaH of
B Z dq; Opi Z op 0q ot

(3.10)

On définit le crochet de Poisson de deux fonctions f, g des ¢;, p; et de t par :

_ of 99 9f 9g
ot = ; (a%‘ Op:  Op; a%) ' (3.11)

L’équation d’évolution de f s’écrit donc :

df _of

%= TN (3.12)

Intégrales premiéres : f(q,p,t) est une intégrale premiére si et seulement si

of

o +{f,H}=0. (3.13)

En particulier, une fonction f(g,p) qui ne dépend pas explicitement du temps est
une intégrale premiére si et seulement si

{f,H}=0.
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Notation compacte

Si on introduit la définition f; = 8—f, avec toujours z; = ¢;, tion =pi, t = 1,..., N,
£y

on peut écrire :

N of g aof 9g

{f,g} B i—1 0x; a371'+N a a371'+N Ox;
N
= Z Ji9iaN — [i4NGi- (3.14)
i—1
Or,
( 0 ]IN ) 9
(fi - fov) \ —1y 0 Gon
= figny1 + fogns2 + .+ fngen — [ne91 — - — fongn
of dg
_t[Y) Y9
= {f.g} = (a:z) J <a:f> (3.15)
) 2N af ag
solt {f, g} = ngZZl a—l’] ija—gjk

Propriétés des crochets de Poisson

L. {fag}:_{gaf} évident

2. {f,c} = 0si ¢ = constante

of
Ip; ’

4. {Qi,%’} = {piapj} =0, {Qi>pj} = 5ij

) of dg

6. {f1+ fo, 9} =1{f1,9} +{fo, 9}

Découle du fait que
0 _ (94 Of2
(e ) = () + ()

_ L of

3. {fv(Ji}:_
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7. {f1f27g} = fl{f%g} + f2{flvg}

Découle du fait que

0 dfs df1
Gxi(flfQ) = flaxi +f28xi
d 0 _ dfs dfa df1 df1
:><a—x1(flf2)77%(flf2)> - fl (8—1:1""’8ng>+](2 (8—x1"”’8x2]\/>
8. Identité de Jacobsi
{f{g.h}} + {9, {h. f}} +{h.{f.g}} =0. (3.16)
_of o f

On note fz N a—l’i’ fij N zeaxj N axjﬁxz

{9,y = > grJuil

kl
= A{f{g,h}} = Zfijij (9T + greTrih;)

ijkl

0 .
vu que a—Jkl = 0 (Ji est une constante !), soit
Lj

{f g h}} =D fidijJu lgrila + giluy] -

ikl
Donc,
{fAg,h}}+ {9, {h. f}} +{R S, 9}}
= > (fidij I lgejhu + giluj]
ikl
+giJij Ik [hig i + P fi5]
+hidij I [ fejor + fruaij]) -

Chaque terme de cette somme contient une et une seule dérivée seconde. On
peut donc classer les termes d’aprés la dérivée seconde qui y intervient.

Considérons une dérivée seconde, par exemple ¢,,,. Son coefficient s’écrit
comme la somme de quatre termes :

1 somme, k=m,j=n — > fiJmImlu
il

1 somme, k =n,j=m — > fiJinJulu
il

3 somme, [=m,j=n — Y hJyJinfe

ik
3 somme, [=n,j=m — Y NJpmJenfr
ik
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Faisons le changement d’indice (i — [, k — i) dans les deux derniéres expres-
sions. Le coefficient de g,,, s’écrit :

il

o (N ——— ———

=0 =0

car J est antisymétrique. Le coefficient de ¢,,, est donc nul, ainsi que celui
des autres dérivées secondes. C.Q.F.D.

Le principal intérét des crochets de Poisson réside dans le théoréme suivant.

Théoréme de Poisson : Si f et g sont des intégrales premiéres, alors {f, g} est
ausst une intégrale premiere.

Démonstration : il faut démontrer que

U9} = (. (.9))

0 of g

{{H, [}, 9} +{f,{H,g}} (f,g intégrales premiéres)

_{97{H7f}}_ {f> {gvH}}
{H,{f,g}} d’aprés Jacobi.

Mais

Les crochets de Poisson constituent donc une méthode systématique de recherche
d’intégrales premiéres. Bien sir, si f et g sont deux intégrales premiéres, {f, g}
peut étre nul, ou simplement une combinaison linéaire de f et g, auquel cas on ne
génére pas de nouvelle intégrale premiére, mais il y a des situations ot on génére
effectivement toute une série d’intégrales premiéres.

Ezxemple : Oscillateur harmonique

On considére le mouvement d’une particule & 1 dimension soumise & une force de
rappel égale & —kx. Nous allons résoudre ce probléme a I’aide de toutes les méthodes
du cours.

1. Newton (le plus simple ici!)

| k
mi=—kxr & i+wlr=0 w=4/—
m
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Solution générale :

ou

x(t) c1 coswt + cosinwt

x(t)

acos(wt + )

Relation entre les deuz solutions :

a coswtcos o — asinwt sin o = ¢ coswt + ¢y sin wit

{

acosa = ¢y

a=/c?+c3

_

—asina = ¢ tgo = — 2
C1
1 2 mw?
Energie : —mi” P=FE= 2
nergie me + 5 5 a
dV mw?
F=—ki=-mwle=—S = V()=""g2
x mw-x e (x) 5T
2. Lagrange
1 mw?
L=T-V =-mi*— —z?
2 2
oL OL 9
— =mI, — =-—mwx
ot ox
= mi + mw?x =0 méme équation que Newton.
3. Hamiltonien : ) )
szp—er%cﬁ (¢ ==, p=mi)
dp _ _0H _ 2
{ & =5, = —mwyq
d¢ _0H _ p
dt op m
—»_ q .
Posons u = < ) On a:
p
di _ prfo
€ Mu )
0 1
M= < —mw? 0 )

Essayons de diagonaliser M. Les valeurs propres sont données par ’équation
caractéristique

det < — 9
—mw

=

1

m

—-A

)

)\2

iw
—iw.
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Déterminons les vecteurs propres associés.

— € — — . —
u+< +> : Mu, = juy = iwi,
Y+
1
= _y+ = 1(JJ£L’+ = y+ = lmwx+
— xr_ — — . —
U_ ( ) Miu_ = M_id_ =iwi_
y_
1 )
= —y_ =iwr. = y_ =inmwz_

On peut donc choisir

= () = (i)
g U_ = .
s imw/’ —imw

—

du )
Posons 4 = a (t)uy + a_(t)u_. L’équation i M ’écrit :

Gy (b + a—()u- = Aty + A,

de(t) = As
d’ou
a_(t) = A
0 (t) = ay (0)eMt
soit
a_(t) = a_(0)er?
Comme A\, =iw et A\_ = —iw, la solution générale s’écrit donc :

—iwt ~

i(t) = a i, +a_e i .

Le probléme initial fait intervenir p et ¢, c’est-a-dire des nombres réels, d’ou

q(t) = are +a_e™ = (ay + a_) coswt +i(ay — a_)sinwt.
Pour obtenir une solution réelle, il faut que ay + «_ soit réel, et a, — a_
imaginaire pur = o, = «o*. Posons

0 —le
oL = 5 oy +a_ =

¢1 ticy i(ay —a_) =ca.
2
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4. Crochet de Poisson :

Démontrons que u(p, ¢,t) = In(p+imwq)—iwt est une constante du mouvement
en utilisant le crochet de Poisson.

du
— = —lw+{u, H
% {u, H}
OH Ou OH Ou
{u,H} = —— ———
Op Og  Oq Op
_p inw mw?q
 omp+4imwg  p+imwg
. p+imwg )
= w—— = iw
p + 1mwq
du
= — = 0.
dt
Posons u = uy,
In(p + imwq) — iwt = uy, P+ imwq = e®elt,
uo )
Posons - = qe'“
imw
i(wit+a)

P+ imwq = imwae

= |q¢=acos(wt+ )|

3.3 Principe de moindre action

Les équations de Hamilton découlent également d’un principe de moindre action.
Considérons en effet 'action comme fonction des trajectoires {¢;(t), p:(t)} :

SHaO}. (0 = [ { S - Hawnon par 1)

C’est bien la méme quantité que celle précédemment introduite puisque H = Z DiGi—

i
L. La fonction qui se trouve dans 'intégrale peut étre considérée comme fonction
des gi, pi, i, pi et du temps :

G(qi, pi; Gi, pis t) = Zpiqz' — H(q;,pi,t). (3-18)

Pour que I'action soit extrémale, il faut que G satisfasse les 2n équations d’Euler-
Lagrange relatives aux variables ¢; et p; :

d(oG\ oG _, . . _oH
dt \ p; opi %= Op;
d <8G> 0G ) oH
_ — 0 PN .=

dt

(3.19)

aqz‘ a aqi B
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N.B. : Cette démonstration ne suppose pas que 0p;(t1) = 0p;(t2) = 0 car G ne
dépend pas en fait de p;, et donc on n’a pas besoin d’intégrer par parties.

3.4 Transformations canoniques et fonctions génératrices

Définition : Une transformation canonique est un changement de variables Q;(¢;, p;, t),
Pi(q;, pi,t) tel que les équations du mouvement soient encore des équations canon-
iques.

En d’autres termes, il s’agit de transformations telles qu’il existe une fonction
K(Q;, P;,t) telle que
dp;, 0K dQ; 0K
dt  0Q,’ dt  oP;
D’apreés le principe variationnel, une condition suffisante est qu’il existe une fonction
F(qi, Qs,pi, P, t) telle que les fonctions intégrées dans le principe de moindre action
ne différent que par la dérivée totale de F' par rapport au temps :

(3.20)

dF

ZPZQZ - H(Qiupza Z PQZ Qu Ra t) + E (321)

2dF
En effet, / d—dt = F(2) — F(1) ne change pas si I’on fait varier les trajectoires en

laissant Qi(ltl)aQi(t2)>pz( ) pz(tQ) Qz(tl) Qi(t2)a Pl(t1)>Pz(t2) fixés.

Comme
dF oF . oF . or . oF . OF
E:;a—qui+;5—])¢pi+;TQiQi+gﬁ—Hﬂ+§7

certains choix de la forme de F' conduisent & des équations implicites trés simples
pour la transformation canonique.

1. F(gi, Qi,pi, Pi,t) = Fi(q;, Qi) t).

L’équation de base est alors satisfaite dés que

o 0F;
b= dq;
oF;
P =—
0Q;
0F;
H+ —.
K=H+ ot
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2. F(q;,Qi,pi, Pi,t) = =3, Qi P + Fy(q;, Pi, t)

aF . . OF . OF, . OF
= E__;RQZ'_;QZ'B—F;@—%CIHL;@—HPZ’—FW

_OF,
N dq;
_0F,
- 0P,

Di

= Qi

OF,
K=H+4+ —.
o

3. F(qi, Qi,pi, Pi,t) = X qipi + F3(ps, Qis ).
0F3
N Op;
OF3
00
0F3

K=H+ —.
T

4. F(% Qi, pi, B, t) =2 qiDi — 2 PQ; + F4(pi, P, t)-

0F,
- Opi
_ OF,
=P
oF,

K=H+ —.
T

qi =

P =

qi =

Qi

En pratique, il suffit donc pour engendrer une transformation canonique de se donner
une fonction dépendant de deux types de variables (Fy, F», F3 ou Fy). Les deux
premiéres équations permettent d’exprimer les nouvelles coordonnées en fonction des
anciennes, et la troisiéme précise la forme de I’hamiltonien en fonction des nouvelles
variables. Si une transformation canonique est engendrée par une fonction Fj, on
dit que F; est la fonction génératrice de cette transformation.

Remarques :

1. Les grandeurs (); et P, n’ont plus l'interprétation simple de coordonnées et
impulsions dans la mesure ou les ¢; et p; sont complétement mélangés dans
la définition des @Q; et P,. L’exemple le plus frappant consiste a prendre

Fi(qi, Qist) = 2 ¢:Qs
= { pi = Qi

P = —q
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On a interverti les coordonnées et les impulsions ! On parle dans ce contexte
de grandeurs canoniquement conjuguées pour éviter toute référence fallacieuse
aux coordonnées et impulsions.

2. L’intérét des transformations canoniques est qu’elles peuvent mener & un prob-
léme plus simple, voire trivial, suivant la forme de K.

Ezemple : oscillateur harmonique

2 2
P mw’
H=— .
om 2 ¢
. . . . mwq?
Etudions la transformation canonique associée a Fi(q, @, t) = cot @ :
P = mwq cot Q)
P ory mwq?
o 0Q  2sin?Q
2P |
I e
p = V2Pmw cos ()
oF
K = H (puisque o= 0)
_ 2Pmwcos®Q N mw? 2P S0 = WP,
2m 2 mw

Comme @ est cyclique,

FE
P=0 = P=cte=—

w
. OH
E |
= 4=\ sin(wt + 0)
) 2F T
SOItq:aCOS(wt+a) avec @ = 2,&29——.
mw 2
3. Fo=>,qF

oF:
Pi = 82:Pz

N qi
Q4_8F2_ '
3 aPZ ql

F, =) ¢;P; génére I'identité.
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4. Les fonctions I, F,, F3 et F, associées & une méme transformation canonique

3.5

sont reliées entre elles par des transformations de Legendre. En effet, d’apres
ce que nous avons vu sur la transformée de Legendre, si F1.(q;, P;) désigne la
transformée de Legendre de F} par rapport a @);, alors

R
pi = 4,
0F;
P =—
Q)
implique
_8F1*
pi = g,
aFl*
Q=-5p

Ainsi, Iy = —Fy.. F, est donc 'opposé de la transformée de Legendre de F}
par rapport & );:
Fy = Fy + Z PQ;.

De méme, on vérifie aisément que F3 est 'opposé de la transformée de Legendre
de F) par rapport a ¢;:

F3=F — Z%Pzw

Enfin, F} est 'opposé de la transformée de Legendre de F par rapport a g; et
Qi
Fy=F + ZQZ'Pi - Z%’pi-

Si ces transformations de Legendre existent, ce qui est vrai en général, une
transformation canonique peut se faire a4 ’aide de 'une des quatre fonctions
génératrices Fy, F,, F3 ou F,; de fagcon équivalente. Il y a néanmoins des
exceptions. Par exemple, 'identité est engendrée par Fr, = ), ¢;F;, mais

2 . s . . 2
8‘2_5; = (. Cette fonction génératrice n’a donc pas de transformée de Legendre.
104j

Transformations canoniques et structure symplectique

Considérons une transformation canonique décrite par les fonctions génératrices F},
F5, F5 et Fy. Les nouvelles variables (); et P; peuvent étre considérées commes des
fonctions de ¢, p, t :

Qz(q7p7t) (qEq177q1V7pEp177pN)
Pz(q7p7t)
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De méme, en inversant la transformation, p; et ¢; peuvent étre considérés comme
fonction de @, P, t :
{ %(Q? P ) t)
pz(@v P ) t)
L’existence de fonctions génératrices impose des relations a ces fonctions. Consid-
érons par exemple F;. On a :

s
pi = 4,
0F;
P = —
' 0Q;
Mais
82F1 . 82F1 N (9p2- __an
aQian anan‘ a@j 9q; '
De méme,
Ipi - 0Q);
0q; OP;
F L=
P00, o
dq; - an

Retournons aux notations compactes :

T = (QI7"'7QN;p17“‘7pN)
37 = (Qlw"aQN;Pl?”‘?PN)‘

On définit 1la matrice M par

yi

ox;

Cette matrice s’appelle la matrice jacobienne de la transformation. Les éléments de
matrice de M ~! sont donnés par :

_ Oz;
(M l)z‘j - a;'

En effet, si on considére ¥ comme fonction de i et i comme fonction de Z, on doit
obtenir I'identité :

Mi':

z; (Y(7) = i
0B o ou
Ozj = Oy, Oz

—~—
(M=1), My;
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Proposition 3.1. Les relations déduites de [’existence des fonctions Fy, Fy, Fj,
F, s’écrivent

‘MJIM = J.

Démonstration : On va démontrer que ‘M J = JM~!. Adoptons une notation par
bloc :

9@ 9Q 9q 9
| 9¢ Oop | 0Q oP
S I R

dq Op 0Q OP

]

&)
0 — Jq dq J

t<(%2> t(@P) ’ (-011 3)

ap) \op
_t<a_P> t<@_¢2> o o
0q q _ 0Q OP
'MJ = JM™ =
_ (9P (09 _ 94 _ %
Op Op oQ 0P

L’égalité de ces deux matrices conduit a :

(Z)-z g

dg ) 0Q
0Q\ ap
2 i 2 S g
(&1) P t2

t 8_]3 = @ — Fj
op oQ
t 8_@ = _@ — F,
Op OP
Ce sont précisément les relations qui ont été déduites de 'existence des fonctions
génératrices I, Fy, F3 et Fy.

Définition : On appelle matrices symplectiques réelles les matrices qui satisfont la

condition

On en déduit la propriété suivante:
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Proposition 3.2. Une transformation est canonique si et seulement si sa matrice
jacobienne est symplectique.

Théoréme 3.1 L’ensemble des matrices réelles symplectiques de dimension (2N X
2N) forme un groupe appelé le groupe réel symplectique et noté Sp,yn(R).

Démonstration :

1. Si M, et M, sont symplectiques, M; M, V'est. En effet,

(M My) J My My =" My "My JM My = J.
=J

2. La multiplication est associative.
3. 1 € Spyy(R) (trivial).
4. Si M est symplectique, M ~! est symplectique.
"MIM=J = J=(M)'"JM'="(M"JM "
puisque (‘M)~" =t (M~1). En effet, (M~1)!]M =t (MM~1) =t1=1.

Proposition 3.3. Si M € Spyn(R), det M = 1.

Démonstration : On procéde en deux étapes :

1. 'MJM =J

= det("M)det(M) =1
= (det M)*=1
= det M ==£1

2. Supposons que M soit associé a la fonction génératrice F,. On peut écrire :

Fy = ll_fg{ff <F2 - Z%’R‘) +Z%Pi]-

Fs(e)

Quand € = 0, on a 'identité, alors det 1 = +1. Par continuité, on doit avoir
det(M(e)) = +1

ot M(e) est la transformation canonique associée a Fy(e).
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Proposition 3.4. ‘MJM =J & MJM = J.

Démonstration : 'MJM = J < 'MJ = JM~'. On multiplie & gauche par J, &
droite par J :

JIM = M"1J.
On multiplie & gauche par M :
MJ'™™M = J.

Ezemple : On se propose de montrer que la transformation

[2P
—sin @)
mw

q
p = V2Pmwcos Q

est canonique en démontrant que la matrice jacobienne est symplectique.

o [P g
M = 0Q Vmw oP V2mwP

op . dp  [mw
%— V2Pmwsin P = 2PCOSQ

o sm@ ¢ E cos @)
M< 0 1) _ vV2mwP mw

-1 0
—1/%00562 —V2Pmwsin Q)

MJM = MJ| '™ —
sin @) mw 0
—_— —— CO0S

V2mwP 2P

ECOSQ —V2Pmwsin @) < 0 1)

C.Q.F.D.

En résumé, on a obtenu une caractérisation des transformations canoniques qui ne
fait pas référence explicitement & une fonction génératrice sous-jacente. En effet,
une transformation est canonique si et seulement si la matrice jacobienne est sym-
plectique.
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3.6 Transformations canoniques et crochets de Poisson

On pose toujours & = (q1,...,qN;P1,---,pn) et = (Q1,...,Qn; P1,..., Py). Soit
v une fonction scalaire de I’état du systéme. On peut considérer v comme une
fonction de & ou de 3. Les dérivées partielles par rapport a ces variables sont reliées
par la relation :

ov . ov
M—.
0T oy
En effet,
ov 0y, ov

-y (m),

&cz ;8% oz, ; Toy; 4 ij a%

De méme, si u est une fonction scalaire de 1’état du systéme, on a :
t 0_u —t @ M
ox oy '

Le crochet de Poisson par rapport aux variables ¢/ peut donc s’exprimer simplement
en fonction de celui par rapport aux variables ¥ :

ou ov ou ov
e ¢ —_— —_— :t —_—
ten vz <3f> ! <3f> <317> M"J = <3y>

= {u,v}y (3.22)

Théoréme 3.2 Le crochet de Poisson est invariant par une transformation canon-
ique.

Conséquence : Pour les nouvelles variables, on a bien sir

{ {Qi,Q;Yopr ={P;,Pitor=0
{Qi’ ‘F)j}Q,P = 52]

D’apreés le théoréme 3.2, on doit avoir :

{ {Qi, Qitep ={Pi Pi}gp =0
{Qia Pj}q@ = 52]

C’est une condition nécessaire (dont on peut montrer qu’elle est suffisante) pour
qu’une transformation soit canonique. Autrement dit, si on considére une transfor-
mation définie par la donnée explicite de fonctions Q;(q, p,t) et P;(q, p,t), les crochets
de Poisson conduisent a une nouvelle méthode pour vérifier si elle est canonique.
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Cette méthode est bien stir équivalente a celle qui consiste & vérifier que la matrice
jacobienne est symplectique, mais elle est en pratique souvent plus simple.

| 2P
Ezemple : Considérons a nouveau la transformation { 4= \/ 7, "™ Q
p =V2Pmuw cos Q.

{a,p} = 809P _ 9P0Q
= 4 20 cos QV2mw ! cos @ — 1/ 2 b sin Qv 2Pmw(—sin Q)
mw 2\/F mw 2@

= cos’Q+sin?Q = 1.

La transformation est bien canonique.

3.7 L’équation de Hamilton-Jacobi : cas général

On a vu qu’apreés une transformation canonique le nouvel hamiltonien s’écrit

oF
K=H+ TR (3.23)
Peut-on trouver F' tel que K = 0 7 Si c’est le cas, les nouvelles variables ); et
P; sont des constantes, donc des intégrales premiéres si on les considére comme des
fonctions des anciennes variables et du temps, et les équations qui relient les p;, ¢;
aux P;, (); conduisent directement & la dépendance en temps de ¢; et p;, c’est-a-dire

a la solution du probléme.

Pour étre plus spécifique, on cherche s’il existe une fonction F(g;, P;,t) telle que

. OR
Po=
R (3.24)
agz - oR
2 J—
H %2 = 0

avec la condition implicite que les 2n équations reliant les p;, ¢; aux P;, (); conduisent
a des expressions pour P;, (); qui en font des variables canoniques, c’est-a-dire qui
satisfassent les crochets de Poisson canoniques.

OF,

dg;

Comme p; = , la troisiéme équation du systéme (3.24) peut étre réécrite

oF; oF, oF,
H . —_— .., = — =0. 2
<q17 » qns aql ) ) aqn >t> + 615 0 (3 5)
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C’est une condition nécessaire que doit satisfaire Fy(g;, P;,1).

Définition : I'équation aux dérivées partielles

of of of
H e Gy =, —— — =0
dans D’espace des fonctions a n + 1 variables f(qi,...,qn,t) s’appelle I’équation

d’Hamalton-Jacobi.

Comme cette équation fait intervenir n + 1 dérivées partielles, la solution générale,
si elle existe, doit dépendre de n + 1 constantes d’intégration aq,...,a,;. Par
ailleurs, comme elle ne fait intervenir que les dérivées de f, si f est solution, f + c,
ou c est une constante, est aussi solution. L’une des constantes d’intégration est
donc une constante additive. Autrement dit, la solution générale de I’équation de
Hamilton-Jacobi, si elle existe, peut s’écrire sous la forme

f(Qb s '7qn7t) = S(q17 <oy Gns O - '7an;t> + Apg1. (326)

Revenons & notre probléme initial, et considérons la transformation génératrice
(g, qn, Pry.o ., Poit) = S(qu, - -y gy c1=Py, ..., a,=P,;t). Comme S est so-
lution de I’équation de Hamilton-Jacobi, F; satisfait I’équation (3.25). Par ailleurs,
on peut démontrer que si S(qi, ..., qn, 1, - . ., Qy; t) est la solution générale du prob-
léme, les équations

R
pi = 04,
0F,

Qi = 0—R

conduisent & des expressions indépendantes pour les P; et ();, donc & une transfor-
mation canonique. La fonction F5, ainsi définie est donc la solution du probléme
initialement posé (Eq. (3.24)).

En pratique, on procéde de la fagon suivante :

1. Ecrire I’équation de Hamilton-Jacobi

g <o

H qi,--y4ns 5 5o )

2. Chercher la solution générale

S(qr, -5 Gns 15, Q3 )

en omettant la constante additive 1.



68 CHAPITRE 3. LES EQUATIONS DE HAMILTON

3. En déduire la fonction génératrice Fy(qi,...,qn, P1,..., Py;t) qui conduit a
K = 0 définie par :

F(qy. o s qu, Pryoo oy Post) = S(quy oo gy, c0=P1, ..., a,=PFy; t)

4. Exprimer les ¢; et p; en fonction des (); et P; a 'aide des équations

R

Pi= 5
R

Qi = 9P

Comme les @); et P; sont des constantes, on a trouvé la solution générale du probléme
initial. Les constantes (); et P; peuvent étre ajustées pour que les conditions aux
limites sur ¢;(t) et p;(t) soient satisfaites.

Ezemple : Oscillateur harmonique

2 2
P mw*
H=——+ .

2m 2 ¢

On cherche une fonction f(q,t) qui satisfait

IR A
%[(Fq) +qu

Cherchons la solution sous la forme

fla,t) = f1(t) + fa(q)

2
= d_fl _|_i [(%) —}-mzwzqzl =0

)
+ = =0.

dt 2m dgq
~—
fct. de ¢t fet. de g
dh
dt
=
(e ]~
2m dq
fl(t = —Oét‘i‘ﬂ
= dfy
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La solution générale de I’équation de Hamilton-Jacobi est donc donnée par

q
= S(q,a,t) = / dq'\/Qma — m2w?q'? — at
0

N.B. 3, qui n’est qu'une constante additive, n’intervient pas dans S.

Considérons donc la fonction génératrice

q
F2(Q7 P7 t) = /0 dq'\/ZmP — m2w2q’2 — Pt.

On a:
OF:
p = 8—; = \/2mP — m2w?q?
8F2 q m
S B / dg’
¢ opr * o 4 V2mP — m2w2q' 2
Comme la primitive de —— est ArcsinZ

7
/a2 — 22 a

0« oI
a 2P Jj/l mw22

t+ Acs mw2
= — ,/ resin
2P\ w2 1
[mw?
= —t A

+ rcsin g 5P

2P
= ¢ = \|—3sinw(t+Q)

mw

q = asin(wt + 0)

Remarque 1: P = énergie !

Remarque 2 : On pourrait croire que p est toujours positif. En fait, aprés gy, il

faut choisir I’autre branche, % = —2ma — m2w?g?. Plussir: p=mg !

Interprétation de S : Ce n’est pas par hasard qu’on a appelé la solution de I’équation
de Hamilton-Jacobi S. Calculons en effet la dérivée totale de S par rapport au
temps :

ds oS os . as .
E_Ejin:@—qqu_zi:&—PiPi'
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Mais R = 0 car P, = constante. Ainsi,

ds .
t
—  S(t)—S(ty) = /tOL(q,q,t’)dt’. (3.28)

A une constante prés, S correspond a l'action calculée le long des trajectoires

physiques, i.e. des trajectoires vraiment suivies par le systéeme. En fait, on peut
t

méme montrer que S(q,...,qn; Q1. .., 0, t) = / L(q, s n;G1s- - Gn, t')dt,

to
calculée le long de la trajectoire qui arrive en ¢y (t) = q1, - - ., gu(t) = qn, les aq, ..., ap

étant reliés a ¢y et aux qi(tg),...,qn(to). Ceci dit, cette remarque n’est d’aucune
utilité pour résoudre 1’équation de Hamilton-Jacobi : pour calculer S d’aprés cette
expression, il faut connaitre les trajectoires, donc avoir résolu le probléme, et si on a
résolu le probléme, il n’y a plus aucune raison de résoudre I’équation de Hamilton-
Jacobi.

Ezemple : On se propose de retrouver la forme de S pour 'oscillateur harmonique
a partir de la solution connue :

q(t) = acos(wt + ), q(t) = —awsin(wt + «)

{ Z(tl) = ¢ = acos(wh +a) = a,a en fonction de ¢, ¢o.

(t2) = g2 = acos(wts + )

L = -m@—
qu B q
to
s = [ Lig.gnd
t1
Y L AT e LI
= 5w’ sin (wt + ) 57w’ a” cos (wt+a)| dt
t1
L o o [
= —imaw/ cos2(wt + ) dt
t1
. to
1
o Le sin 2(wt + )
2w &
Loy :
S = —maw [sin 2(wty + a) — sin 2(wty + )]

sin 2x = 2sin x cos £ = 2V 1 — cos?2 x cos ©

a?sin 2(wty + ) = 2acos(wty + oz)\/a2 — a? cos?(wty + )

= 2¢\/a® — g3
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= S:——mw{ \/a2—q2—q1\/a2—q}

Attention ! Il faut encore exprimer a en fonction de ¢, ¢ :

¢ = a cos(wty + «)
g2 = a cos(wts + )

Arccos & = wt; + a
Arccos £ = wty + «

Arccos 2 — Arccos &t = w(ty —t1)
a a

Pour simplifier, posons ¢; = 0 et t; = 0, alors a = 7.

. 42
=— L) = a=—1"
02 asin(wty) a= why)
2
<0 = — ¢ = ”a_ -1
R 1= Lmwg? t(wty)
mwgs | —5—— — 1 = —mwgq; cot(w
2 @ sin (wtg) oM 2
oS [ 1
— = MW@y | —5—— — 1 = mwy/a? — ¢3
0qs ? sin®(wty) %

0s 1 9 w mw?a?
ot — 2R\ Tin? (wtq) 2

3.8 L’équation de Hamilton-Jacobi : H indépendant de ¢

Lorsque ’hamiltonien ne dépend pas du temps, on peut toujours chercher la solution
sous la forme

Sy s quy o,y t) =W(qr, ooy g aa, ..oy Q) — aql. (3.29)
En reportant cette expression dans I’équation de Hamilton-Jacobi, on trouve

ow 6W>
= (1.

—_— e, 3.30

H(Ql?“w%l;

Cette équation est appelée I'équation caractéristique de Hamilton-Jacobi. On peut
simplement 'utiliser pour calculer S. Mais on peut également utiliser W pour faire
une transformation canonique :

F(qi, .o yqn; Py ooy Pst) = Wiq, -, quy; aq=Py, ..., a,=F,). (3.31)
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Comme W ne dépend pas de t, on trouve :

oW
=g
oW (3.32)
Qi = )
K(Qu,....,QuPr,...,P) =P

On voit que toutes les variables (); sont cycliques, d’ou

P, =0, i=1,...,n, (3.33)
et que toutes les variables P, ..., P, sont cycliques, d’ou

Qi=0, i=2,....n (3.34)
Quant & ()1, elle est donnée par Q1 =t + Q(l), puisque Ql = g—g =1.

Il est parfois plus avantageux de considérer la transformation plus générale

F2(q17"'7Qn;P17‘”7Pn;t):W(q17"'7qn;051:/61(P17"‘7Pn>7‘“7an:ﬁn(P17"'7Pn))7

(3.35)
ou les §;(Py,. .., P,) sont des fonctions qui définissent un changement de variables.
Les nouvelles coordonnées sont données par :

ow
pi: a ] (q17"'7qn;6l(Pla'"7Pn)7'"7ﬁn(Pl7"'7Pn))
& OW 9B, (3.36)

Qi_j:la—ﬁjapi
K(Qla"'?QTwPl?"'aPn):/Bl(Pb"'aPn)'

Dans cette formulation généralisée, les coordonnées (); sont toujours cycliques, d’otu

i . 0
P, = 0. Par contre, Q; = a—%, d’ou

o5
oP,

Qi(t) t+Qp (3.37)

On est donc arrivé a une représentation du systéme ou la moitié des variables sont
des constantes et ou I'autre moitié des variables augmentent linéairement avec le
temps.

Ce type de transformation canonique est utilisé pour définir les variables action-angle
(voir Section 4.3).

NB: Comme la constante a; est égale a ’énergie, on la note souvent F.
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3.9 L’équation de Hamilton-Jacobi : séparation des variables

Définition : une variable ¢; est dite séparable si on peut chercher la solution de
I’équation de Hamilton-Jacobi sous la forme :

flar, - qnst) = fila) + f(q2, - gnit). (3.38)

Ce sera en particulier le cas si ¢; et g—qfl n’apparaissent dans 1’équation de Hamilton-

Jacobi que par 'intermédiaire d’une expression ¢, (ql, g—({l) qui ne fait pas intervenir
les autres variables ou les autres dérivées partielles. L’équation de Hamilton-Jacobi
s’écrit en effet

Hl<¢l<qlaa—f>>q2a"'>qn;ﬂ ﬁ>+a_f_0

Oq Oq2” " Oqn ot
0 0 0
Hl al7q27"'7qn;—fa"'a—f +_f:O
o1 (a1, 2
—_— P a
1|41, B, 1
ce qui s’écrit, en utilisant f; et f/,
af’ af’ af’
H ey = — =0
d
¢1 <Q1, d—£> =
. . . .. df o dfl , .
Exemple : Si ¢, est cyclique, on peut choisir ¢, (ql, @) =1 On en déduit
! 7

fi = a1qi et p; = a7 = constante.

Un systéme est dit complétement séparable si de proche en proche on peut séparer
toutes les variables. On a alors :

flq, - aqn;t) = i filar; o, ..o o) + fo(t)  (3.39)
k=1

< dfk> B
avec ¢y | gk, =— = Qg
dgy

d
et Hn(oq,...,ozn,t)—i—g = 0.

La solution de cette équation ne fait apparaitre qu’une constante additive qui peut
étre négligée pour les raisons habituelles. Dans le cas ou H ne dépend pas explicite-
ment du temps, on a :

fo(t) = —Hp(aq, ..., )t = —E(aq,...,a,)t. (3.40)
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La fonction S(qi, ..., qn; @1, ..., Q,,t) qui permet de faire la transformation canon-
ique est de la forme

S(ql7"'aQTL;al7"'aan7t) = ZSk(qk;ala"'aarwt)+S0(al7"'aan7t)'
k=1

En fait, si 'on a d’abord séparé la variable ¢;, S; ne dépend que de a; et pas des
Qg,...,qa, ; de méme, si on sépare ensuite la variable ¢, S5 ne dépend pas des
as,...,q,. Par contre, il dépend de «;. Il serait donc faux de croire que S; ne
dépend que de ay, et I’écriture ci-dessus est la seule écriture générale possible.

Exemples : Coordonnées sphériques.

1 2 2
H:—(p§+@+ Po >+U(r,e,¢).

2m r2  r2sin%@
Supposons que U(r, 8, ¢) soit de la forme

U(r,8,¢) =a(r) + @

r2

L’équation de Hamilton-Jacobi s’écrit :

2 2
§EG¥>+“m+d;ﬂ{G%>+mMW)

e H indépendant du temps —  f(r,0,¢,t) = f'(r,0,¢) — Et

1 ar\: of
* 2mr? sin® 6 (%) * ot 0

o ¢cyclique —  [(r,0,6) = ["(r,0) + pod,  (ps = constante).

f"(r, 0) satisfait ’équation :

1 (afm\ 1 [(or\?
% < 87’) +a(r) + 52 [( 89) + 2mb(0)

On multiplie par 72 :

r2 8f” 2 ) ) 1 8f” 2 pé
_%(8r> —r2a(r)+ Er =5 (89) +2mb(@)+sin29 )

P}

S RN
2mr2sin® 6

+

On peut séparer r et 0 : f"(r,0) = fi(r) + f2(0)
2

df\’ p
df o _
( 10 ) +2mb(0) + e 16}

1 <df1 5}

2
E) +alr) + 2mr?

=F

2m
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Les constantes d’intégration sont py, 3 et E.

= 5(r,0,¢;py, 0, E; 1)

2
—Et +pyd + / \/ﬁ —2mb(0) — Sii(ged@
+/\/2m(E —a(r)) — gdr.

75






Chapitre 4

L’espace des phases

4.1 Définition

L’état d’un systéme mécanique est connu lorsqu’on se donne la position et la vitesse
de chaque particule. De facon équivalente, il est déterminé par la donnée des co-
ordonnées ¢; et des impulsions p;, « = 1,..., N. L’espace a 2N dimensions des
coordonnées et des impulsions s’appelle 'espace des phases. La description d’un
systéme dans cet espace est fondamentale pour plusieurs applications :

e En physique statistique, la base microscopique de la thermodynamique, la
description se fait impérativement dans 1’espace des phases, la probabilité a
I’équilibre pour que le systéme soit dans I’état {¢;, p;} étant proportionnelle a

—H (pi, q;)

kgT

e Les systémes intégrables, i.e. les systémes pour lesquels on peut résoudre les

équations du mouvement par quadrature, ne peuvent se décrire que dans cet
espace.

exp (kg : constante de Boltzmann, 7" : température).

4.2 Systémes a 1 degré de liberté : portrait de phase

L’exemple le plus simple est celui des systémes a 1 degré de liberté. Dans ce cas,
I’espace des phases est un espace a 2 dimensions, c’est-a-dire un plan, et les trajec-
toires sont des courbes dans ce plan. Dans le cas des systémes autonomes, c’est-a-dire
des systémes décrits par un hamiltonien ne dépendant pas explicitement du temps,
I’équation des trajectoires est donnée par

H(p,q) = E. (4.1)

7
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Une collection d’orbites représentatives d’un systéme s’appelle un portrait de phase.

Ezemple : Considérons le pendule simple constitué d’un point matériel fixé & une
corde et pouvant tourner autour d’un axe horizontal. C’est un systéme a un degré
de liberté. L’énergie s’écrit : T+ V.

1 .
T = imr292
V = —mgrcosf
-
OL :
f Do = % = mr?f
P
= H(0,py) = 5 92 — mgr cos 6.
mr

L’équation H (0, pg) = E conduit a

Py = :l:\/er2(E + mgr cos ).

Deux cas de figure sont a distinguer :

e —mgr < E < mgr : Pour que la racine carrée soit définie, il faut que

E +mgrcosf > 0

E
= cos) > ———
mgr
/ / / E
= -0 < 6 < ¢, avec cos)f =———.
mgr

Les orbites sont alors des courbes fermées. Le pendule oscille autour de sa
position d’équilibre. Lorsque E se rapproche de sa valeur minimale —mgr, ¢’
tend vers 0. L’amplitude des oscillations est trés faible. Par contre, lorsque £
se rapproche de mgr, 0’ tend vers 7, et 'amplitude des oscillations est proche
de 27.

e F > mgr : pg ne s’annule jamais et garde toujours le méme signe. Le pend-
ule tourne indéfiniment. Il est alors plus naturel de considérer # comme une
variable allant de —o0 & +o0.
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Portrait de phase du pendule simple

4.3 Systémes a 1 degré de liberté : variables action-angle

Dans I’exemple précédent, les deux types de mouvement sont périodiques. De facon
générale, les équations du mouvement d’un systéme qui subit un mouvement péri-
odique peuvent étre mises sous une forme universelle a ’aide d’une transformation
canonique vers des variables (@, P) telles que P reste constant au cours du mouve-
ment alors que () augmente de 27 pendant une période 7.

Supposons qu’on ait résolu I’équation caractéristique de Hamilton-Jacobi & 'aide
d’une fonction W(q, ). Le probléme est donc de déterminer la fonction G(P) telle
que la fonction génératrice

Fy(q; P) = W(q; a=p(P)) (4.2)

conduise & une transformation canonique telle que P soit constante et telle que @)
augmente de 27 au cours d’une période. Puisque le mouvement est périodique,
q(t+T) = q(t), et le plus simple est d’exprimer () comme fonction de ¢, et d’écrire
la condition sur () comme

_dQ
AQ:j{d—qdq—%

ou j{ dgq signifie que ’on suit le mouvement sur 1 cycle.
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Mais comme () est définie par la transformation canonique engendrée par Fy(q; P),
on a:

0F;
2 4.3
Q= o (43)
Lo _ 0 (oR\ 2Rop
dg  9g\oP OP% 0q
. OP .
Mais 6_q = 0 puisque P est une constante.
@ B 0 F,
dg  0gOP’
La condition s’écrit donc
o _ [OPF 0 (OR
~ Joger™ T ar S ag ™
o [ow
= — ¢ —(q; . 4.4
op | g (¢; )dg (4.4)
Cette condition sera donc satisfaite si P et o sont reliés par
1 row
P=— ¢ —(¢a)dg. 4.
o F g (¢; @)dg (4.5)

La fonction 5(P) qui résoud le probléme initialement posé est donc définie par sa
fonction réciproque 57!(«) donnée par

1 row

B a) = 7 a—q(q; a)dg. (4.6)

Définition : pour un systéme & 1 degré de liberté effectuant un mouvement péri-
odique, on appelle variables action-angle, et on note (I,w) le couple de variables
canoniquement conjuguées (I : impulsion, w : coordonnée) telles que I soit une
constante et que w augmente de 27 au cours d’'une période.

Pour trouver la fonction génératrice Fy(q; I) de cette transformation canonique, on
procéde en plusieurs étapes :

1. On résoud I’équation caractéristique de Hamilton-Jacobi

= W(q; a).

2. On détermine la fonction 3 dont la réciproque est définie par

1 oW

I=p"a)= or a—q(Q;a)dQ-



4.3.

VARIABLES ACTION-ANGLE 81

On en déduit la fonction génératrice Fy(q; ) par :
Fy(q; 1) = W(g; a=B(1)).

La variable w est alors définie par

0F;
W= —.

ol
Le nouvel hamiltonien est donné par

K(w;T)=a = p(I).

La fréquence du mouvement se déduit de I’équation du mouvement pour w :

dw 0K %

dat - or dd[
= w) = :(0) - d—ft

S w(T) - w(0) = d—fT

ou T est la période du mouvement. Mais par construction, w(7T') —w(0) = 2,
d
= 2r = g—?T )
T
R

Autrement dit, la fonction (/) donne directement accés a la fréquence des
oscillations.

Remarques : o La terminologie “angle” pour la variable w est évidente. Pour la
variable I, I’appellation “variable action” vient du fait qu’on peut écrire

1
I:—j{d
o pdg,

. Fy
puisque —— = p. Or, pour un systéme autonome, I'action S s’écrit :

dq

5:/(pq'—H)dt:/pdq—Et.

" s w - " 1 .
La quantité / pdq est appelée “action raccourcie”, et la quantité I = — j{ pdg, qui

a 2w prés est I'intégrale de I'action raccourcie sur une période, a la dimension d’une
action.
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e Pour calculer la fréquence, on n’a pas besoin de résoudre I’équation de Hamilton-

. ow
Jacobi. En effect, pour déterminer (I), il suffit de connaitre —— en fonction de ¢

dq
et de «, autrement dit de résoudre 1’équation
ow
Hl|lqg— | =«
(q 04 )
. ow , . . ,
pour la variable —. La méthode des variables action-angle est donc une méthode

9q
trés efficace pour calculer la fréquence des oscillations d’un mouvement dont on
sait a priori qu’il est périodique sans avoir besoin d’obtenir la solution compléte du
probléme.

Exemple : Oscillateur harmonique

p* | mw?
2

H -
(p,q) s

q
Pour ce systéme, W(q;a) = + / dq'\/ 2ma — m2w2q’?. Au cours du mouvement, ¢
0

oscille entre les valeurs maximales définies par

H(p=0,q9) = «
2 2
= Tz Sa< \ =3
mw? mw

= [ =p3a) = Qi (/\/: \/2moz m2w?q?dq — / \/Z\/Zmoz m2w?qg3dgq

20, 2c0
Posons g = ssinf = dg=/ 5
mw mw

= \/Qma — m2w?q? = vV2macosf

2a
mw

w/2 w/2
= ] = 1 ( V2ma cos® 6 do — // \/Qma60529d9>
2

—7/2

- &5

On en déduit que 3 '(a) = ;

2

= B(I) =wl,
=  FR(gl) = W(g () = :I:/quq’\/2mfw—mw2q’2

La fréquence des oscillations est donnée par a- w, comme il se doit.

)
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4.4 Systémes séparables : variables action-angle

Considérons un systéme a n degrés de liberté complétement séparable, et supposons
que le mouvement par rapport a chaque paire (gx, px) soit périodique. Supposons
par ailleurs que le systéme soit autonome. L’équation caractéristique de Hamilton-
Jacobi posséde donc une solution qui s’écrit

W(qla <o Qni O, - '>an) = ZWk(Qk;ab B aan)- (47)
k

Par analogie avec le cas d’un degré de liberté, on peut chercher une transformation
canonique vers des variables telles que la moitié d’entre elles soient des constantes
et 'autre moitié augmente de 27. Cette transformation sera a priori engendrée par
une fonction génératrice de la forme

Fg(ql,...,qn;fl,...,ln) = W(ql,...,qn;alzﬂl(ll,...,In),...,Oén:ﬁn(fl,...,ln)). (48)

Le raisonnement fait dans le cas d’une variable se généralise sans probléme. Les
variables [ sont définies par

1 oW

I,=— ¢ —(q; Lo op)d 4.9
k o aqk (Qk’vab , ) gk ( )

ou l'intégration se fait suivant une orbite de la paire (gx, px).- Ces équations con-
stituent un systéme de n équations reliant les [, aux «j. Ce systéme permet donc
d’exprimer les oy, en fonction des Iy, : oy = Bk([4, ..., I,). La transformation canon-
ique engendrée par la fonction génératrice F5(qy,...,qn; 11, ..., I,) définie & partir
de W a l'aide de ces fonctions (3 (Iy,...,I,), ..., Bu(I1,. .., I,) conduit, d’aprés la
théorie générale, aux équations du mouvement suivantes pour les variables wy, :

. op (I, ..., 1)
= . 4.10
Wy ol (4.10)
., OB ) .
La quantité wy, = A, est la fréquence du mouvement pour les variables (g, p)-
k

NB: Comme la constante a; est égale & I’énergie, on la note souvent E. Le probléme
revient donc a exprimer 1’énergie en fonction des variables actions I;. On en déduit
les fréquences par

_OF

Intérét des variables action-angle

1. Comme dans le cas a un degré de liberté, les fréquences peuvent étre calculées
sans résoudre I’équation différentielle de Hamilton-Jacobi, autrement dit sans
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obtenir explicitement la solution compléte des équations du mouvement. En
effet, au cours de la séparation des variables, on est conduit & des équations

. . ow . )
pour chacune des dérivées partielles ——. Pour calculer les variables action

g
: : : , : ., OW :
I, il suffit d’extraire de ces équations les quantités P en fonction de ¢ et
dk
des oy, ..., a,. Il n’est pas nécessaire d’intégrer ces équations différentielles.

. Nature du mouvement : le mouvement dépend des relations entre les n

fréquences wy. Si elles sont incommensurables, le mouvement global n’est pas
7
périodique. Si elles sont toutes commensurables, le mouvement est périodique.

. Intégrales premiéres : si deux fréquences sont commensurables, on parle

de dégénérescence. On peut montrer que dans ce cas de nouvelles intégrales
premiéres qui sont des fonctions univoques des coordonnées apparaissent (voir
probléme de Kepler et vecteur de Lenz).

. Séparation des variables dans plusieurs systémes de coordonnées :

on peut aussi démontrer que s’il y a dégénérescence il y a séparation des
variables pour plusieurs systémes de coordonnées (voir probléme de Kepler et
coordonnées paraboliques).

. Mécanique quantique : si un systéme est séparable et périodique, les états

possibles du systéme d’aprés la mécanique quantique sont déterminés par :
) h
I, = nih, ny entier, h = o h = constante de Planck. (4.11)
i

Cette méthode a fourni la premiére théorie quantique (voir probléme de Ke-
pler). Ces régles de quantification sont connues sous le nom de régles de
Bohr-Sommerfeld. Malheureusement, la méthode ne peut pas étre étendue
aux systémes non intégrables, et elle a été abandonnée au profit de méthodes
plus efficaces (voir cours de Mécanique Quantique).

4.5 Systémes intégrables

Pour un systéme séparable, et tel que le mouvement par rapport a chaque paire
(qx, pr) soit périodique, on a explicitement construit une transformation canonique
pour laquelle la moitié des variables, a savoir les variables action [, sont des con-
stantes du mouvement. Par ailleurs, puisque la transformation est canonique, on

a :

(I, ;Y =0, ij=1,....n. (4.12)
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Définition : Un systéeme a n degrés de liberté est dit intégrable s’il existe n intégrales
premiéres indépendantes satisfaisant

{17,7[]}:07 i,jzl,...,n.
On dit que ces intégrales premiéres sont en involution.

Remarques :

1. Tout systéme complétement séparable est intégrable, mais la réciproque n’est
pas vraie. L’exemple le plus célébre est le réseau de Toda défini par I’hamiltonien

J - q; — q;
e LS en () gma )
i=1 i=1

2m = a

pour lequel on peut construire n intégrales premiéres en involution, mais qui
n’admet pas de séparation des variables.

2. On peut construire des variables action-angle sans invoquer la séparation des
variables. L’idée de base est la suivante : ’existence de n intégrales premiéres
impose au mouvement de rester sur un tore de dimension n. L’intégrale le long
d’un chemin fermé sur le tore est un invariant topologique et une constante du
mouvement.

3. On pense que, dans le cas générique, un systéme mécanique n’est pas intégrable
(on n’a pas de preuve ! On ne connait que quelques exemples ou l'on a pu
prouver que le systéme n’était pas intégrable). L’absence d’intégrabilité peut
avoir des conséquences trés importantes sur I’évolution des systémes aux temps
longs, avec 'apparition de chaos (voir chapitre suivant).

4.6 Théoréme de Liouville

Le lien entre la thermodynamique et la mécanique est basé sur la description statis-
tique des systémes a plusieurs degrés de liberté. Dans le cadre de cette description,
la quantité de base est la probabilité de trouver un systéme mécanique donné dans
un état donné. Comme I’état d’un systéme est défini par les positions et les vitesses
des particules, il pourrait sembler logique d’utiliser les ¢;, ¢; pour définir cette prob-
abilité. En réalité, il est nettement préférable d’utiliser les coordonnées et les im-
pulsions, c’est-a-dire ’espace des phases. La raison fondamentale de ce choix réside
dans le fait que le volume de I’espace des phases est conservé lorsqu’on effectue une
transformation canonique, et donc en particulier au cours de I’évolution du systéme.
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Considérons en effet un volume V' défini par

V= / Hdpl-dqi, 2 = domaine dans I'espace des phases. (4.14)
Q7

Si on fait une transformation canonique vers les variables ();, P;, le domaine €2 de-
vient (¥, et le volume correspondant devient V' = [, []; dQ;dP;.

Proposition 4.1. V =V".

En effet, effectuons le changement de variable dans I'intégrale donnant V. On trouve
V= / D[ dPdQ; (4.15)

ou D est le jacobien, c’est-a-dire le déterminant de la matrice des dérivées des
anciennes variables par rapport aux nouvelles. En utilisant les notations compactes,

on a

dz, V'=|[ dg

/ “ oY (4.16)
D = det (M),

Mais comme M est symplectique,
det M = det(M7') =1 = D=1
= V = Ddy = dy = V.
Q/ Q/
C.Q.F.D.

Une extension importante de cette proposition est que le volume dans I’espace des
phases est conservé au cours du temps. Pour démontrer cela, il suffit de démontrer
que si le systéme est décrit par 7 a I'instant 0 et par (%) a I'instant ¢, la matrice
M définie par

Jyi

ij —
J 8xj

est symplectique.

Pour simplifier les notations, on définit ’opérateur différentiel D : R** — R*" xIR*" :

o= (%) - an

L’équation du mouvement en notations compactes s’écrit :

%@(f} —J (%—?) o (7). (4.18)
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Si on applique 'opérateur différentiel de part et d’autre, il vient :

J ., . OH\ .
5 D9 =J [D <%> o y] (Dy), (4.19)
ou encore 5 o1
—Ja(Dy) = <D <%> o y) (D). (4.20)
Prenant la transposée, il vient :
Q' s it oH >
—5 (DI ="(DY (D | 5= )7, (4.21)
soit, puisque J = —J,
ot OH\
5 (Dy)J =" (DY) (D (%> oy) . (4.22)
En multipliant (4.20) par —%(Dy) a gauche et (4.22) par (D) a droite, il vient :
0 1y 1t |t ROHY OH .
S Lwnawn] =0 |{(05E)er- 05 os| 0p. )
2
Mais (Da—}{> = oH est symétrique, d’oul
or ), Ox0x;
0 1y o .
o (DI (D) = 0
= “Dy)J(DY) = cte = J (4.24)
puisque Dyl,_, = 1. C.Q.F.D.

Cette propriété est connue sous le nom de Théoréeme de Liouville : le volume de
I’espace des phases est conservé au cours du temps. Cette propriété est fondamentale
pour la définition de I’équilibre thermodynamique. Une démonstration plus générale
de ce résultat sera donnée au paragraphe 5.2 du chapitre suivant.






Chapitre 5

Introduction aux systémes dynamiques

5.1 Définitions

Un systéme dynamique est un systéme dont 1’état est décrit par un vecteur ¥ a n
composantes et dont 1’évolution est régie par une équation différentielle du premier
ordre du type

—

Z=F (7). (5.1)

Ezemple : Un systéme hamiltonien est un systéme dynamique. En effet, en notation
compacte,

ST
I

OH —

OH 0 1
avec F;(¥) = Jij—, J = < ) :
2759, -0

Par contre, tous les systémes dynamiques ne sont pas des systémes hamiltoniens.
Par exemple, la description d’un systéme macroscopique peut se faire a ’aide de
quelques degrés de liberté pour lesquels les équations du mouvement ont un terme
dissipatif. De tels systémes ne peuvent pas étre décrits par un hamiltonien. Par
ailleurs, dans beaucoup d’autres contextes, des équations de ce type apparaissent.
L’objet de ce chapitre est de discuter un certain nombre d’aspects des propriétés de
ces systémes.

Pour un tel systéme, il passe en général une et une seule solution par un point donné
Zy. On appelle flot et on note ¢,(Zy) la solution Z(t) telle que Z(t = 0) = Z.

89
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5.2 Systémes conservatifs et systémes dissipatifs

Soit V' = V/(0) le volume d’un domaine M dans l’espace a n dimensions,

V= / dzy...dz, (5.2)
M
et soit V() le volume de son image ¢,(M).
V(t) = / dyr ... dy, = / J(t,x)de: ... da, (5.3)
¢e(M) M
ou J(t,z) est le jacobien de la transformation de 7 — ¢ = ¢(Z).
At) —
Essayons de calculer e Alitlr_r}o W
Au premier ordre en At, on a :
J = i+ F (D)At+0(AL) (5.4)
0y; OF;
= 0;; + =—AL. 5.5
8ZL’]‘ J + 8[L’j ( )
OF; . i .
Posons A;; = T Le jacobien de cette transformation, det(1l + AAt), est un
Lj
d
—V, il suffit de connaitre le

polynome de degré n en At. Pour calculer la dérivée
terme d’ordre 1, c’est-a-dire linéaire en At. Mais 1 4+ AAt s’écrit

1+ A At ApAt AsAt
A21 At 1+ AggAt AQgAt
.1 S

Az At

Faisons un développement du déterminant selon la premiére colonne. Il vient

1 + AggAt A23At

det(I14 AAt) = (1+ApAt)| Apdt 1+ AzpAt
Ap At ApsAt ...

A At ’ |

A At AAL ...
FAgAE T ' ’
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A1 At est facteur d’un déterminant dont la premiére ligne est (A;oAt Aj3At .. .).
Le terme correspondant est donc d’ordre supérieur ou égal a 2 et peut étre omis.

Ainsi

det(1+ AAt) = (1+ ApAH)(1+ ApAt) ... (14 A,At) + O(A)

1+ (Z Ay) At + O(AE?)

= 1+ (TrA)At + O(At?)
— 14 (div F)AL+ O(A).

On en déduit que

V(A = V(0)+ /M div P di At

dVv s N
= E_/MdIVF dl’

Un systéme est dit conservatif en ¥ si div ?: 0 et dissipatif si div F< 0.

Ezemples :
0H 0H
1. Systéme hamiltonien : ¢, = —, p; = ——.
Opi Ig;
0q; ap; 0?H 0’H

div = ; Jq; * ; Ip; B ; Op;0q; B Z 9q;Op; =0

i

(5.6)

Les systémes hamiltoniens sont conservatifs. On retrouve le Théoréme de

Liouville.
. . . . -z .
2. Force de frottement proportionnelle & la vitesse : 2 = —. Posons z = z.
T
L’évolution est régie par 'éqution & = —— = F(z), d’ou
T

— 1
div fF=——<0.
T

Le systéme est dissipatif.

5.3 Points fixes et stabilité

Un point fize (ou point d’équilibre ou point singulier) est un point ¥, qui satisfait

F (Z,) = 0. Un tel point peut étre commun a plusieurs trajectoires.
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Ezemple : Pendule simple

Portrait de phase du pendule simple

pg = —mgrsinf =0

o= 9
mr

On a deux points fixes :

e 0=0 (E=-mgr)
e O=m (E=mgr)

-5 -3 -1 1 3 5

Les points fixes ne sont pas tous équivalents du point de vue de la stabilité. De
facon générale, on distingue 3 types de points fixes:

e T, est asymptotiquement stable s’il existe un voisinage de 7, tel que, pour tout
¥ dans ce voisinage, t1i+m O(T) = T
—400

e 7, est stable s’il existe un voisinage de ¥, tel que, pour tout ¥ dans ce voisinage,
¢+(Z) reste dans un voisinage de Z, V¢ > 0.

e 7, est instable sinon.
Pour étudier la stabilité d’un point singulier, la premiére étape consiste a faire une

linéarisation des équations au voisinage du point singulier. Plus précisément, on
pose § = ¥ — T, et on ne garde que les termes linéaires en v :

y=T=F (2)=F (@ +y)=F (@) + 5= @)y +... (5-8)
D F F;
avec A = ]j (%), Aij = a—(;17*)
x Oz,

On doit donc étudier 'équation ¢ = A7

La solution de cette équation est
j(t) = e*5(0),
ou ’exponentielle d’'une matrice est définie par

+o0 B"
exp(B) =

R
n—o 1
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En effet,
400 A"
exp(At) = > '
= n!
d +oo tn—l
= — (exp(At)) = At—
e = XA
“+oo ptp
= AY A o Aexp(At)
p=0 :
d . . L,
= E(exp(At))y(O) = Aexp(A)y(0) = Ay(t). C.Q.F.D.
Supposons que la matrice A soit diagonalisable, et désignons par a;, j = 1,...,n,
ses valeurs propres, a priori complexes, et par Zj, j = 1,...,n, les vecteurs propres
associés.

Dans C", I’équation '

Z=A7 (5.9)
peut étre simplement résolue en décomposant z dans la base des vecteurs propres
de A. Posons en effet :

2 = Y ¢y (0)3, (5.10)

J
L’équation 7 = AZ s’écrit
2607 = D aci(t)F
= ] é(t) = a]jcj(t), j=1,....n
= ci(t) = ¢;(0)e™".
La solution générale s’écrit donc

7= ¢z (5.11)
J

=

Mais comme A est une matrice réelle, si Z est solution, Re (Z) est aussi solution. En

. d
effet, la partie réelle de I’équation 2 = AZ s’écrit T (Re 2) = ARe 7.

La solution générale dans R™ s’écrit donc :
g: Re (Z cje“ftgj) , Gy e C. (512)
j=1

La stabilité dépend du signe des parties réelles des a;. On peut démontrer les
résultats suivants:
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e Si Re a; < 0,Vj, alors Z, est asymptotiquement stable.

e Si Re a; > 0 pour au moins une valeur de j, Z, est instable.

Dans le cas ot Re a; < 0 pour tout j, et ot Re a; = 0 pour au moins une valeur de
7, analyse du probléme linéarisé ne permet pas de conclure, et la stabilité dépend
des termes non linéaires. L’étude de la stabilité au-dela de la linéarisation est un
sujet complexe qui sort du cadre de ce cours.

Remarque : Seuls les systémes dissipatifs peuvent avoir des points singuliers asymp-
totiquement stables. En effet, Re a; <0V j = Tr A < 0. Ainsi, pour les systémes
conservatifs, et en particulier les systémes hamiltoniens, les points fixes sont au
mieux stables. L’étude des oscillations autour des points fixes stables des systémes
hamiltoniens fait 'objet du paragraphe suivant.

5.4 Petites oscillations: Le point de vue hamiltonien

Le probléme général des petites oscillations a été traité au chapitre 2 dans le cadre
du formalisme lagrangien. On peut également le traiter dans le cadre du formalisme
hamiltonien. Comme les équations de Hamilton sont des équations différentielles du
premier ordre, ce probléme est un exemple de systéme dynamique.

Nous repartons donc d’un systéme décrit par le potentiel

1 0?V
() (Q)+2§aqiaqj(q Gi) (€5 — G5+ (5.13)
ol ¢ = (Gus, .-, qns) est la position d’équilibre. Les notations sont celles de la

section 2.3, et I’on se propose de refaire le méme calcul dans le cadre du formalisme
hamiltonien.

Premiére étape : Transformation de Legendre.

1 .
L= 52 myad; — V() (5.14)
.
oL
an‘ ; 71 ( )
soit g = M7 = ¢q=M'p (5.16)

ot 1
T = QMG = MMM = S MY (5.7)
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soit L0
T=3 M (5.18)

puisque ‘M~! = M~ vu que M est symétrique. Ainsi

H=) pg—L="pPM'p— - pM'g+ V() = = pM '+ V(]). (5.19)
- 2 2

Deuxiéme étape : Point fixe.

.'__QH__E?V_
b= dq; B 0g; B

Gi = ZZ = Z(M_l)ijpj =0

J

0

(5.20)

Les conditions = (0 sont équivalentes a celles dérivées du lagrangien.

dq;
Les conditions M=) p; =0Viimpliquent que p, = 0V j cardet (M) =
' i P j

(det M)~ # O.]

Troisiéme étape : Equations linéarisées. Posons

) @G~ t=1,..00m
Y= { Din, i=n+1,...,2n (5.21)

Les équations du mouvement obtenues en remplacant V' par son développe-
ment de Taylor au second ordre s’écrivent :

n

=2 (M), yjan i=1m
= (5.22)

n

Jj=1

: . 0
La matrice A définie par A;; = 6—2 est donc donnée par :
Ly

A= ( _OK MO_I ) (5.23)

La solution générale est donc de la forme

7 = Re (Z cje“ftij) , (5.24)
j=1
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ou les a; sont les valeurs propres de A et les Z; les vecteurs propres associés.
L’équation caractéristique de ces valeurs propres s’écrit :

det (A — Aly,) =0 (5.25)
soit )
=1, M-

det ( K )L, ) =0. (5.26)

Proposition 5.1. det (A — \ly,) =0 < det(—Mw? + K) =0, avec A = iw.

Démonstration :
det (A — Ally,,) = A?" det (1, — AN )

Iy, — A\ b —MAT
2 — kAt 1,

L, 0\ (1, —Mx!
= <K>\‘1 1, )( 0 ]ln+KM‘1>\‘2> (5.27)

= det(lly, — AX') = det(l, + KM~ '\7?)

= det(A — Ay,) = det(\?1, + KM™)
= det(\M + K)det (M) (5.28)
N—————
#0
Ainsi
det(A — Ay,) =0 < det(\*M + K) =0
& det(—w*M + K) =0,

puisque \? = —w?. C.Q.F.D.

Conséquence : Puisque les w; sont réels, les valeurs propres a; = iw; sont imaginaires
pures. On a donc des oscillations non amorties.

Expression avec les coordonnées normales

Si on désigne par P; 'impulsion généralisée conjuguée de ();, 'hamiltonien prend la
forme

H= %Z (P2 +w?Q?). (5.29)
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L’hamiltonien est la somme d’hamiltoniens indépendants décrivant des oscillateurs
harmoniques de fréquences w;. Le systéme est évidemment séparable. Les intégrales

. . 1 . .
premiéres sont les énergies L; = 3 (PZ2 +wl-2Q?) des différents oscillateurs. Les

variables actions associées sont données par I; = F;/w;. En mécanique quantique,
les niveaux d’énergie possibles sont donc E = Zhwmi, n; entier, a une constante

(2
prés.

5.5 Orbites périodiques et probléme & 3 corps restreint

Lorsqu’on a déterminé les points fixes, leur stabilité et éventuellement les petites
oscillations autour des points fixes stables, I’étape suivante par ordre de difficulté
croissante consiste a chercher s’il existe des orbites périodiques particuliéres qui
satisfont aux équations du mouvement et d’étudier leur stabilité. Plutét que de
faire la théorie générale de telles orbites, nous allons étudier un cas particulier tiré
de la mécanique céleste, le probléme a 3 corps.

Alors que le probléme de Kepler a deux corps est intégrable, le probléme a 3 corps
n’a pas de solution exacte. Du coup, I'existence d’orbites périodiques stables n’est
pas garantie a priori. Le mouvement des planétes dans le systéme solaire suggére
néanmoins l’existence de solutions stables pour le probléme de Kepler & n corps.
Nous allons démontrer ’existence de telles solutions dans le cas du probléme a 3
corps restreint.

Définition du probléme

On considére 3 astres assimilés & des points matériels de masses m, m; et my qui
interagissent via l'attraction gravitationnelle. On suppose par ailleurs que m est
suffisamment petite pour ne pas influencer le mouvement de m; et ms, et que my
et mo tournent autour de leur centre de gravité a la vitesse angulaire w. Etudier
le mouvement de m dans le champ gravitationnel de m; et ms. Démontrer en
particulier I'existence de solutions telles que m reste a une distance fixe de m; et
ms, et discuter leur stabilité.

Premiere étape : étudions briévement le probléme & 2 corps. Soient 7} et 75 les
positions de m; et mo. Les équations du mouvement sont

.9V
miry = —a?

. o (5.30)
moTrey —

0ry
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Gmims .
avec V = —ﬁ. On définit de nouvelles coordonnées par :
r —To

{ maTy + maory = (my + mg)R R : centre d’inertie

=171 — T
= P+ R
= 1= (5.31)
Py = —"_F4 R.
mi+ma2

Le mouvement du centre de masse est rectiligne uniforme. Si on se place dans le
référentiel du centre de masse, R=0.

. - 2mime - oV Gmimeg
AT — Moy = ———— 7 = —2—_ V =— 5.32
1 202 my + Mo or r ( )
soit oV
= —— = M2 passe reduite. (5.33)
or my -+ msy

Pour la variable 7, on a un mouvement central. Le moment cinétique & = 7 A p est
conservé = mouvement plan.

Dans le plan du mouvement, introduisons des coordonnées polaires.

€r U =7 =r¢, +rbey
r 0 o =rAmr=mr-e,=oce,
!
Le lagrangien s’écrit
L = T-V
T=lne = 1 laege (5.34)
2 2 2 )
2
()
2" T e
1_ .5 o2
S 5.35
2" S (5-35)
1. .0 o?
= L = §mrt + 5 V(r). (5.36)
L’énergie s’écrit donc :
1 o2

— V(). (5.37)

E = 577#2 + Uet(r),  Ue(r) =
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Solution particuliére :

r = ro = cste = minimum de Ugg
2

=7r=0.
E= Vv
2mr(2)+ (ro)
‘ \:/_
To
N.B. :
dU.g B o Gmyimes 0
dr mrs ‘ 72
N m2ri0?  Gmims 0
ETE r2
Gmim
2 171762
= 0 = =
Gm1m2
= w = 3

Notations réduites : On choisit un systéme d’unités dans lequel G = 1, r, m; +mo =
1, et on pose ms = u. Les autres grandeurs sont alors données par m; = 1 — p,

Gmims
rm=Wro=1—petw=

5— = L. Dans le référentiel (Ozy), le lagrangien
r
qui décrit le mouvement de m s’écrit :

L = %m (i +4?) -V (5.38)
Voo il (5.39)
P1 P2
ou p1, p2 sont les distances de m a m et my et dépendent du temps.
v Y U
mg
w
0 '
my

11 est plus commode de passer dans le référentiel (Ouv) lié aux astres m; et my. Dans
ce référentiel, la vitesse s’écrit :

T = ail +0j +wk A (ui +v])
= (i —vw)i + (0 +uw)] (5.40)
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1 1 1
= —mv? = —m(t—ow)?+ —m( + uw)?
2 2 2
1 1 1
= §mu2 + §m2'12 + mw(ud — vi) + §mw2(u2 +0?). (5.41)
Par ailleurs, les distances p; et p, sont données par :
2 2 4 .2
P = (ut i) + v
A2
{p§=(u—1+u)2+v2- (542)
Le lagrangien du probléme a 3 corps s’écrit donc :
1
L= 5m(u? + 9?) + m(uv — vir) — mU (u,v) (5.43)
ou ((u,v) est un potentiel effectif donné par :
1 l—p p
U= -(u*+v?) - - —. 0.44
2( ) P1 P2 ( )
oL .
5y — MU~ mu
oL :
5 =mv +mu
oL . oU (5.45)
ou T oy
oL . ou
ov v
mu — mv —mv +m—— =0
= g (5.46)
mov + mu+mi+m—— =0
Jv
ou
soit | ' %U (5.47)
U= —=2U— —
v

Remarque : on peut arriver a ces équations par les formules habituelles de ’accélération
en incluant les termes d’entrainement et de Coriolis.

Comme le lagrangien ne dépend pas explicitement du temps, il y a une intégrale
premiére :

.OL 0L

h(u,v,u,0) = u%%—v%—[/ = cte
= mi® — m i +mo* + m A (5.48)
1 1
—im{f - §m2}2 — mpAw +mpu+mU(u,v) = Ey  (5.49)
Lorg | o _
- (u + ) + mU (u,v) = Ep. (5.50)
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On cherche des solutions telles que le corps de masse m soit au repos dans le référen-
tiel (Ouv) puisqu’il doit étre & une distance fixe de my et my, = @, v = 0.

Comme dans le cas du probléme & 2 corps, si on se place & un extremum de U, la
trajectoire d’énergie Fy = mU correspond a u = v = 0, soit u, v = constante.

Cherchons donc les extremums de U. Ils sont donnés par

oUu
o ="
u
5.1
o (5.51)
o
avec
oU 1\ 1 1\ 1
T (1) (—2) =2 o —2) 2201 5.52
G = u e (g) ) < (3) e e w) (552)
ou 1—pu i
— = —v+v +v— 5.53
v pi 3 (5:53)
soit 5U
o —v f(u,v)
v
oU B A a0 1 1 (5.54)
R PACE v) + pu( il
avec
- p
fuw)=1- 128 L
pﬁ’ 2
1¢T cas : v = 0. La masse m est alignée avec m; et my. On a p; = |u+ pl,
p2 = |u—1+ pul. Il faut chercher les extremums de la fonction g(u) donnée par
L, L —p M
= ——u” — — . 5.99
L P R T 559
Or,
2(1 — 2
Gy =1 - 2AZm 2y, (5.56)

lu+pl Ju—itpf?
et g(u) — —oo pour u — 00, U — —p, u — 1 — p.
= 3 extremums, un pour u < —pu, un pour —pu < u < 1 — pu et un pour
w>1—p.
2€me cas v # 0. Alors, f = 0. La deuxiéme équation impose p; = p,. Posons
p1 = p2 = p. L’équation f = 0 donne

L—p  p
e T
= PP=1 = p =1 (5.57)

Les 3 astres forment un triangle équilatéral = 2 points d’équilibre.
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En linéarisant ’hamiltonien autour de ces points, on peut démontrer qu’ils sont
stables si 27p(1 — p) < 1.

Dans le cas du systéme Soleil-Jupiter,

p=—""1 —0.000954.
mg +my

Cette condition est largement remplie.

5.6 Chaos dans les systémes hamiltoniens

Lorsqu’un systéme est intégrable, le mouvement a lieu sur une variété de dimension
n qui a la topologie d’'un tore. Cela impose au mouvement une certaine régularité :
le mouvement est multipériodique en terme des variables angles.

Pour les systémes non intégrables — I'immense majorité ! — on ne peut pas carac-
tériser le mouvement a ’aide de variables constantes ou périodiques. Pour se faire
une idée de la régularité — ou de I’absence de régularité — du mouvement, il est
commode de tracer ce qu’on appelle une section de Poincaré. Cette notion est par-
ticuliérement utile pour des systémes a 2 degrés de liberté. Considérons un systéme
autonome décrit par le hamiltonien

1
H=—(p}+0})+V(zy), (5.58)

2m

et considérons I’hyperplan défini par y = 0. Si 'on considére une orbite donnée et
qu’on la suit au cours du temps, I’ensemble des points (x, p,.) obtenus chaque fois que
y = 0 constitue ce qu’on appelle une section de Poincaré. Ce terme de section vient
de I’étude de systémes intégrables. Dans ce cas le mouvement a lieu sur un tore, et
la section de Poincaré correspond & l'intersection de ce tore avec 'hyperplan y = 0.
Si les fréquences wy et wo sont incommensurables, la section sera progressivement
remplie en suivant une seule orbite car le mouvement n’est pas périodique. Par
contre, si elles sont commensurables, le mouvement est périodique, et on ne trouve
qu’un nombre fini de points en suivant une orbite donnée.

Dans le cas de systémes non intégrables, I'expérience prouve que deux situations
sont possibles :

e la section correspondant & une orbite reste une courbe bien définie dans le plan
(x,pz). On parle de mouvement régulier.

e la section correspondant a une orbite correspond a un ensemble de points
répartis de fagon erratique dans le plan (z, p,). On parle de mouvement chao-
tique.
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Pour une énergie donnée, on peut se trouver dans I’'un des trois cas suivants :

e Toutes les orbites sont réguliéres.
e Il y a coexistence d’orbites réguliéres et d’orbites chaotiques.

e Toutes les orbites sont chaotiques.

Un exemple classique est celui du modéle de Hénon-Heiles défini par le hamiltonien :

Lo o o o 2 13
H—Q(px+py+x +y)+a:y—§y.

Les courbes d’énergie potentielle constante ont la forme suivante :

e E=0 = a=y=0

o Epetit = 22+9y>=2F = cercles de rayon V2F

° E:l
6

1212 2 13_
2x+2y+xy 3y =

1 1. 1
2 - — __2 _3
< x(2+y> Y T 3Y
Mais
L1, 1 <1+><1+ +12>
- — — — — o —
6 27/ T3Y g TY)\g T T3y
T PR SIS o
T YTy TRYTA Ty
a 1 N B 2
2~ 3 4T3
=
L L 1 1 2
6 2 276 3
Donc, pour £ = —, on a :
1 1
2 - _ - _1_ 2
x(z“’) (2+y>3( v)
!
y=73
ou
I—y
r=—=
- V3
ou
y—1
T ="—=
V3
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Cette courbe définit un triangle équilatéral entre les points

con s (A0 oo (L)

Henon-Heiles Contours d’energie
13 T T T

0.8 |

-1 -0.5 0 0.5 1

Si on étudie les sections de Poincaré correspondant & des orbites formées d’énergie

E<L g o0 s’apercoit que le comportement dépend fortement de 1’énergie.

1
° E < T ~ (0.083 : pratiquement toutes les orbites conduisent & des sec-
tions bien définies
1
° E= 6 ~ (0.167 : pratiquement toutes les orbites sont chaotiques

La persistance de sections bien définies pour des systémes non intégrables a été
prouvée dans certains cas par Kolmogorov, Arnold et Moser, qui ont donné leur
nom & un théoréme dit théoréme KAM : si on perturbe un systéme intégrable par
un terme eH;(q,p) qui le rend non intégrable, les tores invariants pour lesquels
les fréquences sont suffisamment incommensurables persistent pour e suffisamment
petit.

Equations de Hamilton pour Hénon-Heiles

) OH 5

e = ——— = —x — 2yx

p o Yy

: oH 24 2
Py=—m—=—y—2’+y
.y ay

T = Py

y:py
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Henon—-Heiles E=.085333
0.4 — ‘

0.2 -

_02 L

Henon—-Heiles E=.148

0.5 -

Dans le cas de Hénon-Heiles, pour F petit I’hamiltonien est une petite perturbation

1
par rapport & H = §(pi + pz + 22 4+ y*), qui est bien sir intégrable. On s’attend

donc a trouver encore des orbites réguliéres lorsque F est assez petit.

Remarque : Dans le référentiel du centre de masse, et pour des masses égales,
I’hamiltonien de Toda peut étre réduit a :

_ 1 2 2 1 2y+2v/3x 2y—2/3x —4y 1
H—§(pm+py)+ﬁ(e +e +e )_§ (5.59)



106 CHAPITRE 5. INTRODUCTION AUX SYSTEMES DYNAMIQUES

Faisons un développement des exponentielles au 3¢™€ ordre. Il vient

1
UV = 142y + 23+ S (4y” + 8VByx + 1227) (5.60)

1
+2 (8y°+3-4y* - 2vBz +3-2y- 1227 + (2V32)*)  (5.61)
23— ]a méme chose, mais les termes en z et z® sont (5.62)
opposés

1 1
et = 1—4y—|—§><16y2——

5 % 64y° (5.63)

Alors

e2y+2\/§x + e2y—2\/§x + oty

8 8 64
= 34207+ 202 + 8y + 627 + 627+~ + —yP — —y® + 12y2? + 12ya?

6 6 6
= 3+ 12y% + 1222 — 8y + 24y2? (5.64)
Au troisiéme ordre, on trouve donc
Ly 2 2 2 2 L g
H—§(px+py+x +y)+x Y=gy

C’est exactement le modéle de Hénon-Heiles !

Or, le modéle de toda est intégrable, et le modéle de Hénon-Heiles ne 'est pas.
Historiquement, on a d’abord remarqué que les sections de Poincaré étaient toujours
réguliéres pour le modéle de Toda avant de prouver qu’il était intégrable.

5.7 “Mesure” du chaos et exposants de Lyapounov

Les sections de Poincaré permettent de mettre en évidence différents comporte-
ments, mais elles ne donnent pas une idée précise des conséquences de ces différents
comportements. La conséquence la plus frappante de ’apparition du chaos, c’est la
forte sensibilité de I’évolution du systéme a temps long par rapport aux conditions
initiales.

Considérons pour commencer un systéme dynamique a 1 degré de liberté décrit par
I’équation d’évolution :
T = F(x)

et supposons que le mouvement reste borné. Pour une condition initiale donnée x,
la solution est notée : z(t) = ¢(xo). Supposons qu’on parte de g + dzg, et notons
y(t) = ¢y(xo + dx0) le flot correspondant. L’équation pour y(t) s’écrit :

dy

gZF(y)-
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Si y(t) — z(t) = dz(t) est petit, ce qui sera le cas si dxg est suffisamment petit, on
peut écrire

Y= Pl +oe(t) = F@)+Fa0)ir)  (5.6)

dt

= Y60 = P

de”
ox
— = F'(x(t
> 2= Fe)
dx(t) t
1 - / F'(x(t))dt
> wS2 = [ Feo)
ox(t t
™0 e / F'(a(t))dt (5.66)
5(1]0 0
L’exposant de Lyapounov est défini par
gt 1 jox(t)

Si o existe, et est différent de 0, pour des temps trés longs dz(¢) se comporte comme :
dx(t) o< dxge. (5.68)

o < 0: point asymptotiquement stable ;

o > 0: divergence exponentielle = chaos.
Remarque : o ne change pas si on fait un changement de variable. Pour le voir, le
plus simple est de considérer la version discrétisée du probléme :

t=F(zx) = z({t+dt)—a(t) = F(x)dt
= Tpy =2, + F(z,)dt.
f(@n)

Une telle relation de récurrence s’appelle une suite en mathématique, mais dans ce
contexte on parle d’application.

Pour une telle application, on a :
r, = ["(xo) avec f"=fo...o0f
n fois
dx, = ["(xo+dx0) — [M(x0) = (/") (20)d0.
Mais
(fo.of) = f )] x (£ (o)
= fl@n-1)f'(®n-2) ... f'(20)
S M P f ).

(5([‘0
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Par analogie avec la version continue, on définit l’exposant de Lyapounov par :

ou o = nl—lglooﬁzln‘f z;)|

Si on effectue un changement de variable z,, = g(y,) on a :

() = f(9(Yn-1))

soit
Yo = g o fog(yn)
F
= [" = glofogoglofogo...
—
identité
= g lofloy

= golF" = [floyg

= JW)F") (o) = (f")(20)g (o)

S Pl Pl) = ) P S

(5.69)

(5.70)

(5.71)

(5.72)

oglofoy

(5.73)

Mais, si le mouvement reste borné, ce qui doit étre le cas si on veut définir un

exposant de Lyapounov,
1
lim —In
n—-+oo n,

= l’exposant de Lyapounov est le méme.

Systémes a plusieurs degrés de liberté

Si on appelle A (7)) la matrice définie par

—

A (fp)ij = B
J

)

on a la généralisation immédiate :

53y = (A (Zn_1). .. A(To)) 630

(7 = (@)

Si on note A\(N),..., A\, (V) les valeurs propres de la matrice A (Zy_1)...A (%),

les exposants de Lyapounov sont définis par :

1
o; = lim Nln |A:(IV)] .

— 400

C’est le plus grand des exposants qui controle 1’évolution pour N grand.



5.8. BIFURCATIONS ET ATTRACTEURS ETRANGES 109

Cas particuliers : systémes hamiltoniens

Pour les systémes conservatifs, et en particulier pour les systémes hamiltoniens, la
somme des exposants de Lyapounov est nulle. En effet, la condition de conservation
du volume s’écrit det A (7;) =1 = [I; \; = 1.

Par ailleurs, si un systéme est intégrable, tous les exposants de Lyapounov sont
nuls. Considérons en effet un systéme pour lequel on peut résoudre I’équation de
Hamilton-Jacobi. Dans les nouvelles variables, les équations du mouvement sont

P =0
Q: = 0.

Tous les exposants de Lyapounov sont ainsi nuls. Les exposants de Lyapounov sont
une bonne mesure du chaos. Ils sont nuls pour les systémes intégrables, et ils le
restent pour des petites perturbations tant qu’on reste prés d’un systéme dont les
fréquences sont suffisamment incommensurables.

5.8 Systémes dissipatifs : bifurcations et attracteurs étranges

Dans les systémes dissipatifs, on pourrait penser que la situation générale correspond
a un effondrement sur un point fixe stable. La réalité est nettement plus complexe.
Deux autres phénomeénes, qui sont tous deux des manifestations du chaos, peuvent
apparalitre :

e bifurcations successives puis apparition de chaos ;

e attracteurs étranges.

Application logistique et bifurcation

Lorsqu’on change un ou plusieurs parameétres, il peut se produire ce qu'on appelle
des bifurcations : une orbite réguliére se sépare en deux ou en plusieurs orbites. Si
ce phénomeéne se reproduit indéfiniment, il conduit & du chaos.
[’exemple le plus connu est celui de 1’application logistique :
Tpt1 = 4z, (1 — xy).
Points fizes : x, = 4\, (1 — )
xfkl) =0
1

1—4)—4\p, & 29 =1 - —.
Lo AN
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Stabilité : Dans le cas d’une application, I’équation linéarisée autour d’un point fixe
conduit a:

Tn = T = () (@0 — ) = (f'(2)") (w0 — 2.) (5.75)
Le point fixe est donc stable si et seulement si |f/(z,)| < 1, soit —1 < f'(x,) < 1.

Pour l'application logistique, f/'(z) = —8A\z + 4\
1
F(e) = 4x = 2l stablesi [4\ <1 = A< T
F(a?) = —8\+2+4x = —4r+2

2 stable si AN+ 2> -1 = A< %

1
et si _4>\+2<1:>)\>Z'

Résumons :

A< = z,=0 stable

[JURTNG S

1 1
Z<)\<Z ﬁx*zl—ﬁ stable

Que se passe-t-il lorsque A > 3/4 ?

Dans un premier temps, ce point fixe donne lieu, par une bifurcation, & un cycle
d’ordre 2, qui donne lui-méme naissance a un cycle d’ordre 4, et ainsi de suite.

Un cycle d’ordre n est un ensemble de points fixes de f = fo...o f tels que
xo = f(x1), 3 = f(22),...,21 = f(x,). Le nombre de cycles devient infini quand A
atteint la valeur Ao = 0.89.... Au dela, le systéme devient chaotique.

L’exposant de Lyapounov o est négatif pour A < A\, et il est positif au-dela, sauf
pour quelques fenétres ou de nouveaux cycles apparaissent. En particulier, on peut
démontrer que quand A =1, 0 = In 2.

1
Démonstration : Faisons le changement de variable z = §(y +1):

Yn+1 = 233'“4_1—1
Topr = 42,1 —2,) = (Yo + 1)1 —yn) = 1y,
= Yo = 1-—22

Faisons de plus le changement de variable y = sin 6.

sinf,.; = 1—2sin*6, = cos(26,)
= Oy = —zen+g.

Comme c’est une transformation linéaire, on en déduit immédiatement que o = In 2.
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Application logistique

X,=0.2

X1000" %1050

0.2 -

Attracteurs étranges

Dans I'exemple précédent, les attracteurs sont constitués d’un nombre fini de points
qui sont atteints successivement au cours de l'itération. Mais il existe des systémes
qui possédent des attracteurs plus compliqués. En particulier, il existe des systémes
pour lesquels I'attracteur consiste en un nombre infini de points qui constitue un
ensemble de dimension fractale (non entiére). On parle d’attracteur étrange.

Ezemple : application de Hénon

Tiv1 = Yi — ax? +1
Yir1 = bx;.

La figure correspond aux paramétres a=1.4 et b=0.3.

Les théories actuelles de la turbulence sont basées sur ces deux idées :

e suite infinie de bifurcations = apparition du chaos ;

e attracteur étrange.

Pour plus de détails, voir cours de 4°*¢ année “Physique non linéaire et chaos".
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Application de Henon - Attracteur Etrange

0.4 : \
=
0.2 + a
\ b
y of |
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