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Pour bien approcher la mécanique analytique il faut d’abord bien spécifier ce & quoi il faut s’attendre. On ne va pas
introduire des phénoménes qui ne sont pas une conséquence des trois lois de Newton.

Pour ce qui concerne ce cours, les trois lois de Newton donnent une description compléte et exacte de tous les phénomeénes
(systémes) mécaniques. L’intérét de ce cours est dans la formulation mathématique de la mécanique. Il n’est écrit nulle
part que la formulation Newtonienne soit la plus appropriée, voir adaptée. On va donc se poser la question si on peut
reformuler la mécanique (les trois lois) d’une fagon mathématiquement plus puissante, qui nous permet de mieux mettre
en évidence les relations entre concepts et phénoménes. Donc, dans la suite, on introduira les formalismes de Lagrange, de
Hamilton et de Hamilton-Jacobi, en regardant ce que chacun d’entre eux aura a révéler. Encore une fois, ils ne vont pas
nous dire des choses qui ne sont pas déja contenues dans les lois de Newton. Tout simplement, ils vont mettre en évidence
certaines relations, concepts et phénomeénes.

On va commencer par quelques rappels.

1 Rappels
1.1 cinématique

La cinématique exprime les relations de base entre position, vitesse et accélération :
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Par intégration directe, on a donc

Z(t)

f(o)+/0tz7(t’)dt’f(0)+/0t

, (3)
t t
= Z(0) + v(0) - t + / dt’ / dt"a(t")
0 0
Une conséquence évidente est que, en 'absence d’accélération, la vitesse est une constante (vectorielle : constante en
intensité, direction et sens) En principe, si 'on connait les positions et vitesses initiales, ainsi que les accélérations a
chaque instant, on peut intégrer les équations.

Le probléme reste tout de méme que les particules (objets) dont 'on cherche I’évolution temporelle, interagissent entre
elles. Donc les accélérations dépendent elles aussi des positions. Le probléme est donc assez complexe.

1.2 Les trois lois de Newton

Dans son ouvrage les "Principia" (1687... en latin!), Newton a défini les lois mathématiques nécessaires pour décrire
tous les systémes mécaniques. On peut voir ces lois comme les postulats nécessaires & définir un batiment mathématique
complet et consistant. Comme on le sait de la physique générale, il y a trois lois :

1. Un corps sur lequel aucune force est appliquée, reste dans son état de mouvement rectilinéaire uniforme, c’est a dire
a vitesse constante (vectorielle)

2. F =mi



3. Loi de action-réaction
La deuxiéme loi est bien évidemment phénoménologique : elle est déduite des observations.
Que peut on dire de la premiére loi 7 Utilisant la deuxiéme loi en absence de force :
md =0 = d=0 = ¥ constante (4)

La 1ére loi est-elle donc vraiment nécessaire 7

Disons que dans mon référentiel il n’y a pas de force sur un ballon : sa vitesse ¢ reste constante. Je dis & une amie a
moi qu’il n’y a pas de force, mais elle mesure quand méme une accélération (vitesse non constante), donc elle a seulement
deux possibilités :

1. Je suis un menteur, et en réalité il y a une force sur le ballon
2. La premiére loi ne s’applique pas pour elle (et en conséquence la deuxiéme non plus!).

Attention : Il faut définir rigoureusement I'expression "pour elle". Elle signifie dans son référentiel. On peut donc dire que
la premiére loi a a faire avec les référentiels. Elle nous dit quels sont les référentiels qui partage les mémes loi (c’est & dire
qui sont les "observateurs" qui tirent les mémes conclusions en observant le méme systéme). En mécanique, la premieére
loi affirme donc :

e Tous les référentiels dans lesquels un corps bouge de maniére uniforme (7 = const), si il n’est pas soumis a une force,
forment un jeu de référentiels "galiléens" (ou "inertiels") et ils sont en mouvement relatif uniforme (vitesse relative
constante)

Tous ces référentiels "partagent” les mémes lois.
Aprés cette discussion sur ce qui se cache derriére la premiére loi, il est temps pour un rappel de mécanique Newtonienne.

1.3 Rappel de mécanique Newtonienne

1.3.1 Une seule particule de masse m

v d dm

Fzma:maza(mv)——v:p—mv (5)

on considére uniquement les cas ou la masse ne varie pas dans le temps (r = 0)

F=yp 7= m¥ = impulsion (6)
En I’absence de forces, F= 0,on a:
p=0 = p=-const (on dit que P est conservé) (7)

Moment cinétique On peut également calculer le moment cinétique L défini comme : L = 7 A p.
On calcule la variation temporelle de L sous l'action d’une force F' :
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7 dt(T p) =T ADP+TAD (8)
=FAF+TAG=FAF+m@AT)= FAF (9)
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—0 Moment de force



Donc le moment cinétique est conservé lorsque L = 0, ce qui est vrai si

e =0 pas de force agissante sur la particule

-
- . F
e F'|| 7 c’est le cas d’une force centrale =7
el
On insiste sur la "conservation" car ce concept va étre centrale pour tout le

cours.

Travail et Energie On regarde maintenant ’énergie. Si on applique une force F lorsque I'on déplace une particule d’un
point A & un point B, au long d’une trajectoire v, on a que le travail est
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Wap, = / F.ds (10)
Any

d§ dépends de la paramétrisation.
Si on choisit de paramétriser la courbe par le temps

B B 4
Wap .~ / ﬁ-ds?:/ F - odt (11)
Aﬁ B . B P
= iﬁ) - vdt = m% dt (12) ‘*ﬁ
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Ay dt L,_/ paramétrisation temporelle

énergie cinétique

ds = di = Ldt = vdt
Donc le travail au long d’une trajectoire détermine le changement d’énergie cinétique.

systéme conservatifs Que se passe-t-il si 'on va de A & B selon deux trajectoires différentes ? Est-ce que Wap , et
Wap, sont égales ?
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Si ils ne sont pas les mémes, on ne peut pas dire grand choses. Mais si ils sont égales :
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= [ F.ds —/ Fds=0 (16)
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On peut donc écrire
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0:/ F'd§'7/ F~d§:/ F~d§+/ F.dg':f F.asz (17)
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Or, a l'aide du théoréme de Stokes :
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Ou X est une quelconque surface avec pour bord I'. Si cette derniére relation est vraie pour tout I', et pour une surface
Y (avec bord T'), alors
rotF =0 partout (19)

Donc F est irrotationnel.

potentiel Un champs vectoriel irrotationnel implique que le vecteur peut étre écrit comme gradient d’une fonction.
Dans le cas particulier qu’on est en train de regarder :

F=—VV énergie potentielle (20)

Attention au signe moins qui n’est qu’une convention dans la définition. Les forces avec cette propriété sont dites
"conservatives".

Finalement on revient au travail de la force pendant le transport de A & B (qui ne depends pas de la trajectoire si la force
dérive d’un potentiel)
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On rappelle que

Ou de maniére plus générale :

4 av
VVzg dmiji en d-dimension
i=1

Mais le choix du systéme de coordonnées est arbitraire

(23)

On peut toujours choisir un systéme de coordonnés tel que un des vecteurs unitaires est localement tangente a la trajectoire

et les autres sont perpendiculaires. Dans ce cas, celui tangent est paralléle a ds et donc
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Le deuxiéme terme est nul car tous les Z; sont perpendiculaires a ds.

Finalement
. dVv
VV -d§=—%1-ds
d.Zl
Mais avec d§ = 21dx7 :
~ dVv
VV =—d
d.%‘l 1

Ou on appelle z; la paramétrisation de la trajectoire.

B v qyv
WABZ/ F'd§=—/ 7d$1=VA—VB
A TA

On se rappelle que  Wyup =Tp — Ty
Et donc on a

Tg —Ta=Va—Vg = Ta+Vs=Tp+ Vp = énergie mécanique totale
E E
A B

(26)
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Théoréme de 1’énergie mécanique Donc, pour un systéme de forces conservatives, I’énergie mécanique totale est
conservée.

On remarque qu’une propriété d’un systéme de forces conservatives est qu’elles ne dépendent pas du temps. En effet :
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Si la force pouvait changer dans le temps, alors on pourrait imaginer qu’elle ne soit pas nulle quand le systéme passe de
A a B, mais qu’elle soit nulle lorsque le systéme revient en arriére.

Alors, Wap, 4 # 0 mais Wyp,_ =0 et donc
]f F-ds+#0 (30)
YU(=v')
Bien évidement on peut organiser le changement temporel de fagon & ce que I'intégrale sur la boucle soit quand méme nul,

mais il s’agit de cas particuliers et non pas généraux.
Donc, une propriété importante d’une force conservatives est d’étre constante dans le temps

1.3.2 N particules

Le jeu des positions est {r;} Y, des vitesses est {v;}X, et des impulsions est {p;}},. Chaque particule interagit avec les
autres : Fj; est la force que la i-éme particule applique sur la j-éme.
Donc pour la deuxiéme loi de Newton

dp; - o~
dt ZFJ'i + Fe (31)
J froce externe agissante sur la partiucle i
On somme sut toutes les particules
dp; -, .
DL DB IED D (32)
i=1 i=1 j=1 i=1
——
i#j
Somme et dérivée sont opérations linéaires, donc on peut échanger I'ordre d’exécution : ), % = % > @ # j car une
particule n’applique pas une force sur elle-méme.
d N N N
>3 o Dext

On définit le centre de masse R = ﬁ Zil m;T; ou M = Zil m; est la masse totale du systéme.

La vitesse du centre de masse est



N

= MR= Zﬁz = P impulsion totale du systéme (35)
=1

Donc
d N N N
—P= F; Fert 36
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Maintenant on va travailler sur Ef\il Z;il F ji- D’abord on I’écrit comme somme de ses deux moitiés :
N N TR TR
;;FjiZE;;Fjﬁi;;Fﬂ (37)
Mais lorsque ’on somme sur les deux indices, on peut toujours échanger les indices : cela revient a changer ’ordre de la

somme sans changer le résultat.

exemple N = 3

3 3 3
ZZ =Z( Fo + F + ﬁ) (38)
i=1 j=1 =1
= ( 2 1+ F12 + 1313) + (ﬁm + ﬁ22 + ﬁ23) + + (ﬁ?)l + ﬁ32 + 1333) (39)
= (ﬁ 1+ Foy + F51) + (ﬁu + Fhs + ﬁd2) + (ﬁ13 + Fos + ﬁss) (40)

3 3
(ﬁquﬁzHrFsz) ZZ i (41)

1=1 j=1
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C’est donc un long détour pour montrer que lorsque l'on a une somme sur plusieurs double indices, on peut les échanger.

Donc on reprend la somme :
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i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
La troisiéme loi de Newton nous dit : F"ji = fﬁij. Donc
N N 1N 1N
DT WACETIEE HACEHRT )
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
Finalement, on arrive a :
d - N N
TP=D "0 Fu+ F3 =0+ B3t = B3 (45)
1=1 j=1

En absence de force externes, ou si la somme des forces externes est nulles, alors



d =
%P =0 = limpulsion totale du systéme est conservée

(46)

On voit alors que, par rapport au cas d’une seule particule, 'impulsion totale est conservée grace a la troisiéme loi de

Newton.

Moment cinétique On porte notre attention au moment cinétique

Li=7 A Di
dL; dpl ar

= N e

On somme & nouveau sur i

N d.E,L . N . d_,i N dz
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i=1 =1 ~~ i=1 ~~—

2éme loi =0 car 7=7;||p;

N N
=D A Z + Z i A Fevt = Z Z 7 A+ > Ee
i=1

i=1 =1 j=1

moment des forces externes

On travaille la double somme
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Finalement, en définissant

N
L= Z L; moment cinétique totale
i=1

On a

dL 1 N X o o - = [ext
$=§ZZ(U_”)/\FJ’1‘+Z”/\F¢ (57)

i=1 j=1
Théoréme du moment cinétique L est conservé si
Z 7 ANFe™ =0 (typiquement si F¢** = 0 Vi) ou centrale (58)
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e Les particules n’interagissent pas (F;j =0 Vij)

ou
* FU | (7; —7i) < Forces centrales !!!
Energie et Travail Par analogie a ce qu’on a fait pour une particule seule, on B,

va aussi s’intéresser a ’énergie. On procéde selon les mémes lignes que pour une
seule particule. Les forces sont appliquées aux particules pour les transporter de

AaB:{ra}— {FiB}

Le travail est Wap = Z/ (59) a,
Ayi
Ou ~; est le chemin de A a4 B pour la i-éme particule et ds; est U'infinitiéme ﬂt_
tangent a ;.
Note : méme si le systéme est composé par N particules, on peut, mathématiquement, le

voir comme un seul point dans un espace a dimension d-N (donc N pour des particules en 1-
dimension, 2N en 2-dimensions, 3N en 3-dimensions, etc ...). Dans le reste du cours, on utilisera

souvent 3N, pour simplicité, tout en sachant qu’il s’agit d’un cas particulier.
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Alors on reprend le travail :

Wap, = Z /A F;-ds; = Z /A vzdt
i
= Z/ mﬂ_fl dvzdt Z( TA ) = TB — TA

1
Et 'on définit I’énergie cinétique totale T = Z §mﬂ7i2
i

De plus, si les forces entre les particules sont conservatives (aussi bien que les forces externes) on aura :

WaBy = Z/ F ds; = Z/ Zﬁ]l + F‘iemt - ds;
Ay A i
sz ds; + Z/ Fezt ds;

i A1vi Aiji
— E E / _ F (,r“ ,rj dSl E / vrl Vegct ) —»,
Arvi Avi

(60)

(61)

(63)

(64)

(65)

On met en évidence que le gradient doit étre pris par rapport a la position de la particule sur laquelle la force est appliquée



ﬁji : force appliquée sur i par la particule j (66)
= gradient par rapport a 7; (67)

Aussi, on a gardé les indices pour les potentiels, V;; et V;, car chaque particule peut étre soumise a des forces différentes,
et de méme pour chaque couple de particules : deux particules chargées interagissent par biais de I’électrostatique et de
la gravitation; deux particules neutres interagissent uniquement par biais de la gravitation.

deuxiéme terme La partie associées aux forces externes est simple :

B . B dvert
- V;in‘"” ’FZ . dgl = — / ! dSl 68
S Tt 2, (69)

Ayi
==Y [V () = VI (Fa)] = D VI (Fa) = Y Vi (F) = (69)
= Vior' ({Tia}) — Vist' ({Fin}) (70)
N
Ot 'on a définit Vi (7)) = > V! (%) (71)
i=1

premier terme La partie avec les interactions entre particules est un peu plus compliquée :

N N B B
- L. . 1 - L. . - oL N
— Z Z/ Vi, Vi (75,75) - ds; = —3 Z Z [ Vi, Vi (75,75) - dsi + Vi, Vij (757%) - d5 (72)
i=1 j=1"7 4 i=1 j=1 Ay An
échange d’indices
On fait les hypotheéses (raisonnables) suivantes :
L Vi (7, 7) = Vi (77)
c’est & dire les deux particules interagissent par biais d’un potentiel ne dépendant pas de I'ordre. On pense par
exemple & I'interaction coulombienne ou gravitationnelle

: SN T TR
e Electrostatique  V;; (75,7;) = Trzoer] 7 =]
. . N mim;
o Gravitationnelle V;; (7,7;) = _GIF-*F-I
i Ty

2. Vi (7i,75) = Vij (i — 7j|) comme conséquence

On peut donc travailler sur la partie

En effet
Vi (17 = 751) = =V7igVig (7)) with 75 =7 = 7 (74)

On peut le voir de maniére plus simple en 1 dimension :

d _d(zi—z‘)df(lfi—f‘)_ df (z45)

d.’EZf (l’i B l‘j) o dl’l ’ d(!El — l']j) =1 d.’EijJ (75)
d - d(l‘z — J)j) df (Z‘i — l‘j) o df (J?”)

Ej (l’i B xj) o dl’j d(xl — l’j) =-l dxij (76)

et donc
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Le cas en plusieurs dimension avec le gradient est trés similaire :

ﬁﬁf GRS ﬁﬁ,f ({mf‘ - x?‘}izl) « marque les composantes
= Z d;io‘f ({zf —25}) -2~ 2 vecteur unitaire en direction o
a=1 i
Rl ) E )
= day d (29 —af)
ddf (2 — 22
_ Z df(-T; Z’;) S0 Vﬂ, (7:‘”)
= d (@ —ap)
Vi f (7~ 75) = Yt ({af — a3}
d
d « « foxe %
= gl ({af =af}) 2

d
- oy ~ 90,1 )
a Tij v
signe ! @=1 dzl d (x? B [E?)
Donc
On analyse les parcours v; et v;, ds; et dsj
On a

Tij = Ti—Tj
Tij + drij = (7 + diy) = (75 + diy) = (7 = 75) + (dr — drj)
= dFy; = dF; — dF; = d5; —
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Et la courbe d’évolution de 7;; de A & B est v;;.

B B
/ Vﬁjvu (FZJ) ds; _/ Vm] Vij (Tw) dsj; (90)
Ay Ayj
B B
3 dvi;
= Vi, Vij (Tig) - drig = / d5i; (91)
Ay Ay dsij
= Vij (7i5,8) = Vij (Tij,a) (92)

N N
1 g = exr = exr =

Wapy =35 DO Wi (Fg,a) = Vig (Fiiom)] + D, [ViE™ (Fia) = Vi (7 )] (93)

i=1 j=1 i

premier terme 72—92 deuxiéme terme 68—70
= Viot {7i.4}) — Vit {TiB}) attention au signe (94)
1 n n
Ot lon a définit Vo ({7}) = 3 Z Z Vij (7i5) + Z Vet (7) (95)
i=1 j=1 i

Le facteur % vient du fait que I'on ne veut pas compter deux fois les V;;, une fois pour i et une fois pour j.

Ici encore, on remarque que si les forces sont conservatives, le travail est indépendant du parcours +.

Conservation de I’énergie mécanique Finalement, dans le cas & N particules, on encore une fois la conservation de
I’énergie mécanique :

TA + V;Eot,A = TB + ‘/tot,B (96)

Résultats On s’arréte un moment pour discuter tous ces résultats :

1. L’impulsion totale d’un systéme de N particules est conservée si la troisiéme loi de Newton est valable (bien sur
qu’elle Pest !)

2. Le moment cinétique totale est conservé si les forces entre les particules sont centrales (dirigées selon ;)
3. L’énergie mécanique totale est conservé si les forces viennent d’un potentiel de la forme V;;(|7;])
Alors on a remarqué que :
o —VaVi (7ig) = +Vr, Vi (7iy)
= F;=-Fy = troisiéme loi !!!

e Si V;; dépende de |F;;| = 7, alors on peut développer un peu plus le gradient

-

Vi Vi (i) = V (97)
= (98)
d « d a o
_ dV (ryj) S g0 T35 _ Dam1 THE AV (1)) (99)
d’l“ij ot 8 2 Tij dTij
=)
= :zj d‘gﬁ;”) = Tj d‘;i:.”) (dirigé selon 7;; ) (100)



Donc, la forme du potentiel V;;(|75;]) méne automatiquement & la conservation simultanée de I'impulsion totale (et elle-
méme a la 3éme loi!), a la conservation du moment cinétique totale et a la conservation de ’énergie mécanique totale.

Symétries Donc on analyse un peu mieux cette structure V(|7 — 7|)

1. Dépend uniquement de la différence entre 7 et 7. Il est donc "

ajouteunvecteuré'af}etf}onaF’i:Fi—&—&’etf’;:F}—i—a.

invariant par translation" (une symeétrie!) : si on

. - o
Figure 1: 7, — 7, = 13 — 7

Cette partie donne la troisiéme loi de Newton et la conservation de I'impulsion totale

2. |F; — 7| ne dépend pas de Porientation, donc est "invariant par rotation" (une symétrie !) et cette structure est
responsable de la conservation du moment cinétique totale.

Donc on peut se poser la question : et si les symétries jouaient un role bien plus profond que ce que ’on est superficiellement
en train de toucher. On va en rediscuter prochainement.
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