Mécanique analytique - différents formalismes

Exemple : oscillateur harmonique - p. ex. masse accrochée a un ressort
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Exemple : oscillateur harmonique - p. ex. masse accrochée a un ressort

1) Newton : Force
. . | K
max & it wir=0 w=4—
m

Solution générale de I’équation différentielle :

x(t) = c1coswt+ cosinwt

c1 et c2 déterminés par les conditions initiales
(équa. diff. ordinaire du 2e ordre)
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Exemple : oscillateur harmonique - p. ex. masse accrochée a un ressort

2) Lagrange :

1V w2
Energie potentielle F=—kr=—mwx = —(1— = V(r)= ot 2
axr
. 1, mw
Lagrangien L=T-V = " — ——
. 0L ,
Equation de Lagrange @~ — = mz, — = —nmw*x
oz ox

= mi + mw’x = 0



Mécanique analytique - différents formalismes

Exemple : oscillateur harmonique - p. ex. masse accrochée a un ressort

2) Lagrange :

% 2
Energie potentielle F=—kr=—mw’r = —(1— = V(z) = — 22
axr
. 1, mw
Lagrangien L=T—-—V = §mx - T
. 0L ,
Equation de Lagrange @~ — = mz, — = —nmw*x
0x ox
= mi + mw?x = 0

Il Méme equation que Newton !!
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Exemple : oscillateur harmonique - p. ex. masse accrochée a un ressort

| OL
3) Hamilton:  Pi = Ja.

H(qlv co s 4N Py - - ,p]\[t) — Zplql o L((Ila -5 4N, (jla s ey QNZL)

. 2 m 2
Hamiltonien =2 ~ q° (g =, p=m2)
2m 2
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Exemple : oscillateur harmonique - p. ex. masse accrochée a un ressort

3) Hamilton : Pi = 96, H(qu,...,qn;p1,- .., pN;t) = Zp'i(]i — L(q1,...,qn; 1, - -
p2 o2
Hamiltonien H=o-+— ¢ (g==x, p=ma)
OH , OH p
pP=——F—=—mwyq = —=—

. qN;t)
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oL | |
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Exemple : oscillateur harmonique - p. ex. masse accrochée a un ressort

OL .
3) Hamilton:  Pi = 5 H(qu, - qnipys- -5 pnit) = 3 _pidi — Ly

e P mw? .

Hamiltonien H = S + q (g =, p=m2)
m 2
OH , i = OH p
= —— = —Mw = — = —
! dq ! dp m
P = —TT?,(A)Q(] — —CLJQ]) q — £ — —wgq
m
P+ w’p = G+w’q=0

I Méme equation que Newton pour p et g !!

qqqqq

qqqqq
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On peut résoudre ces équations par diagonalisation de M et développement
de la solution sur les vecteurs propres de M



Mécanique analytique - différents formalismes

Exemple : oscillateur harmonique - p. ex. masse accrochée a un ressort

3’) Hamilton : notation compacte U = (q)
p

Equations did _ A j.~
7 = Mu

M= ( —mw? 0 )

On peut résoudre ces équations par diagonalisation de M et développement
de la solution sur les vecteurs propres de M

_ 1 ( 9
det( )\2 m ) = 0 = At = 1w

—1W

—mw* —A\

g
||
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Exemple : oscillateur harmonique - p. ex. masse accrochée a un ressort

3’) Hamilton : notation compacte U = (q)
p

Equations d’'Hamilton : dit -
7 = Mu

0 2
M=1_ mw? 0

On peut résoudre ces équations par diagonalisation de M et développement
de la solution sur les vecteurs propres de M

A[ 17;4_ — A_|_ 274. — lw /(_/;_1_

. 1 L 1
/U,_|_ — . . U_ = .
Miu =\ 1 = iwi_ 1w —1mw



Mécanique analytique - différents formalismes

Exemple : oscillateur harmonique - p. ex. masse accrochée a un ressort

3’) Hamilton : notation compacte U = (q)
p

Equations d’'Hamilton : dit -
7 = Mu 1
0 =

N = o m

—Mmw 0

On peut résoudre ces équations par diagonalisation de M et développement
de la solution sur les vecteurs propres de M

Gy (D)t +a_ (D)t = Aptly + A_1u_

Cette équation détermine I’évolution temporelle des coefficients alpha
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3’) Hamilton : notation compacte U = (Z)

Equations d’Hamilton : dit -
= = Mu

dt |
0 =
j\[ — 9 m
—mw* 0

On peut résoudre ces équations par diagonalisation de M et développement
de la solution sur les vecteurs propres de M

— —lwt —

i(t) = aei, +oa_e i

q(t) = a e +a_e ™ = (ay +a_)coswt +i(ay —a_)sinwt
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Exemple : oscillateur harmonique - p. ex. masse accrochée a un ressort

3’) Hamilton : notation compacte U = (q)
p

Equations d’Hamilton : dit -
= = Mu

dt |
0 —
]\[ — 9 m
—mw* 0

On peut résoudre ces équations par diagonalisation de M et développement
de la solution sur les vecteurs propres de M

q(t) = a e +a_e ™ = (ay +a_)coswt +i(ay —a_)sinwt

Comme q(t) doit étre reel — (v — o déterminés par conds. initiales.
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Exemple : oscillateur harmonique - p. ex. masse accrochée a un ressort

3”) Hamilton : crochets de Poisson - détermination de constantes du mouvement

Démontrons que u(p, q, t) = ln(p—}—iqu) —iwt est une constante du mouvement
en utilisant le crochet de Poisson.

du
— = —w+{u, H
dt W+ tu, Hj
OoHou OH ou
{v, H} = —F — 5o
dp dq  Oq Op
_p imw mw?q
 mp+imwg  p+ inmwg
. P+ 1mwg ,
= Jw , = iw
P + 1mwq
du
= — = 0.
dt
Posons u = wuy.
In(p + imwq) — iwt = uy, p + imwq = e*elt,
e"0 :
Posons - = ae'
imw

. . 1wt
p + imwq = imwae' @t

= |q=acos(wt+ a) |
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3””) Hamilton : crochets de Poisson - génération d’intégrales premieres

: 0
f={rm+ 2

Solution
Séparation des variables f(q,p, t) =’ q,p) ' h(t)
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3””) Hamilton : crochets de Poisson - génération d’intégrales premieres

: 0
f={f.H} + 50 =0

q 1paf mwQQaf — ()
m- 0q Op Ot

Solution
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00 00
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n=0 [=0

~

mn

1 oo 00 5o oo o oo
q m Z Z naneq™ ptt — muw? Z Z lang" 'p = c Z Z aniq"p'
| n=0 1=0

=~
|
[S—
I
o
-~
|
o
|
—
-~



Mécanique analytique - différents formalismes

Exemple : oscillateur harmonique - p. ex. masse accrochée a un ressort

3””) Hamilton : crochets de Poisson - génération d’intégrales premieres

: 0
f={rm+ 2

Solution
Séparation des variables f(q,p, t) =’ q,p) ' h(t)




Mécanique analytique - différents formalismes

Exemple : oscillateur harmonique - p. ex. masse accrochée a un ressort

3””) Hamilton : crochets de Poisson - génération d’intégrales premieres

: 0
f={f.H} + 50 =0

q 1paf mwQQaf — ()
m- 0q Op Ot

Solution

Séparation des variables f(q,p, t) =5 q,p) : h(t)
00 00

Développement polynomial g (q ,p) =2 /. Clnﬁqnpl
n=0 [=0

~

mn

1 oo 00 5o oo o oo
q m Z Z naneq™ ptt — muw? Z Z lang" 'p = c Z Z aniq"p'
| n=0 1=0

=~
|
[S—
I
o
-~
|
o
|
—
-~



Hamilton - principle de moindre action
t2

SHa) Y = Llg,....av,¢1, .-, qn, t)de

t1



Hamilton - principle de moindre action
to

SHaq(t)} = . L(qi,y....,qn,G1, ..., qnN,T)dt
S[{Qi(t)} {pz _/ {szqz qz Pi, )}dt

G(qz',pz‘,qz',Pz‘,t) = ZP:‘.%‘ — H(Qi,Pi, )



Hamilton - principle de moindre action
to

SHe(OH = | Liqi,....qn,G1,--.,qn,t)dt

-

SHa®) o = [ {zpz-qz- ~ Hgps t)} it

1

G(qz',pz', i, Pi t) = ZP:‘.CL‘ — H(Qi,Pi, t)

2N equations *uler—Lagrange



Hamilton - principle de moindre action
to

S[{Qz(t)}] — . L(Qla .oy gN, q.la IR q.Na t)dt
v
SHa®) ()] = | {zpz-qz- ~ Hgps t)} it
G(qi, pi, Gi, pis t) = sz'dz' — H(qi, pi, t)

2N equations *uler—Lagrange

'd((")G)_(")G:O - q-:é)H
dt \ Op; Op; o Op;
| d (0@)_@(::0 L o
| dt \ 9g; Jq; z 0q;




Hamilton - principle de moindre action
to

S[{Qz(t)}] — " L(Qla .oy N, q.la c ey q.Na t)dt
SO} () = [ { S~ Hlap)
G(gi, pi> Gi> Bis t) = ) pigi — H(ai, pis t)

2N equations *uler—Lagrange

(d (8@') B oG . OH

dt \ Op; Op; Ip; Egs. d’Hamilton
\ 4 /oG e | OH / canoniques
| dt (aq;-) o '




