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Exercice 1 : Machine d’Atwood #2

2)

b)

Les fils ayant une longueur fixée, il y a deux contraintes holonoémes :
23 + 24 — 229 = l9 = constante.

(1)

Le systéme a deux degrés de liberté : on choisit z; et z3 comme coordonnées. Le
Lagrangien en absence de liaisons est alors :

21 + 29 = l; = constante,

4 4
o m; .o
L= Z; 5 4 + ;migzi (2)
Les contraintes impliquent 2o = —21 et 24 = —Z23 + 229 = —2Z3 — 22; et le Lagrangien
qui tient compte des liaisons s’écrit :
L(Zl, Z"l, Z3, 23) = MZJ% + 73 g + m4 (23 + 221) + mi1921 (3)
+mag(ly — 21) + m3923 +myg (lo + 2l — 23 — 221) .

Equation d’Euler-Lagrange :

d (0L OL
& (8_21> = 8_21 = (m1 + mo + 4m4)f731 + 2m423 = (m1 — M9 — 2m4)g, (4)
d (0L OL . .
T (6_23> = p = (ms3+ my)Zs + 2myZ; = (m3 — my)g. (5)
De I'équation (5) on obtient :
_ o
P (m3 —my)g myz1 (6)
ms + My
et en insérant dans (4) on trouve
(my — mo)(mg + my) — dmamy

(7)

5 —
LT (my + ma) (ms + my) + 4mgmy

qui est 'expression de 'accélération de la masse m;. En 'insérant dans (6) on obtient
I’expression de 'accélération de la masse ms :

(m1 + mg)mg -+ (m2 — 3m1 -+ 4m3)m4
(mq 4+ ma)(ms + my) + dmgmy

(8)

Z3 =

1



Analyse dimensionnelle et estimations

Cette seconde partie est moins formelle. On se propose de discuter I'importance de
quelques uns des nombreux effets négligés dans le cas étudié ci-dessus. Le but étant d’avoir
plus d’intuition sur le systéme et une meilleure évaluation de la validité des résultats.

Le point de départ est de caractériser (approximativement !) notre systéme par différentes
grandeurs. Vu qu’on ne cherche qu’a faire des estimations grossiéres, les facteurs numériques
ne jouent aucun role.

— Masse : le systéme contient quatre masses différentes. Sauf situation extréme, elles sont
toutes du méme order de grandeur m. Pour les applications numériques on va prendre
m =~ 1 kg.

— Longueur : il y a la longueur des deux fils, & nouveau on va prendre une longueur
commune L ~ 1 m.

— Energie : on peut par exemple estimer I'énergie potentielle : £ ~ mgL.

— Accélération : mis & part une fonction dépendant des masses, 1’accélération est donnée
par g.

— Force : elle est simplement donnée par la gravitation : ' =~ mg.

— Temps : pour estimer le temps typique associé a notre systéme, on peut considérer la
situation ol une masse est en chute libre et doit parcourir une distance L, on obtient
alors t = y/L/g.

— Vitesse : la vitesse typique est donnée par v =~ at ~ /Lg.

A présent, on va estimer la contribution de différents effets qui ont été négligés. Cette
liste n’est en aucun cas exhaustive, et la fagon de parvenir au résultat est subjective.

1. Gravitation non-linéaire : le fait d’avoir un potentiel gravitationnel linéaire est évi-
demment le résultat d’un développement de Taylor, valable pour des distances petites
par rapport a I’éloignement au centre de masse. Dans ce cas on a donc :

L L
~ ~ ~ 107" 9
Rterre 6 . 106 m ( )

J

qui s’annule dans la limite Riepe — 00.

2. Poulie avec inertie : imaginons que la poulie n’est pas idéale mais qu’elle a un
moment d’inertie I. L’énergie engrangée est alors E ~ [w?, ol w est la fréquence de
rotation. Elle est donnée par w = v/r ot r est le rayon de la poulie. On peut également
approximer le moment d’inertie par I & mpouier?. Au final on a donc :

E ulie ulie ulie
5~ P;l zmI;%l %”ﬁ{gl (10)

qui s’annule dans la limite mpouie — 0.



3. Frottements de D’air : la force de frottement est donnée par F' =~ ov™, ol ¢ est un
coefficient de friction et n = 1,2 suivant si on est en régime linéaire ou non. On obtient

donc :
0~ 21 /Lngn—2 ~ 0o 10n/271kg—1mnfls27n (11>

m
qui s’annule pour ¢ — 0.

4. Frottements de la poulie : la force de frottement est donnée par F' =~ AN, ou
N =~ mg est la force de réaction de la poulie, et A un coefficient de frottement. Elle
doit étre comparée a la force de gravitation, et on obtient évidemment :

D (12)

qui s’annule pour A — 0.

5. Corde extensible : dans ce cas, on peut estimer que la corde est comme un ressort de
rigidité k. Ceci va amener des oscillations de période y/m/k, que 'on peut interpréter
comme le temps de réaction du systéme. Il faut que celui-ci soit plus court que t :

_ [mg _ 10 N/m
6N\/L/<:N\/ k (13)

qui s’annule pour k£ — oo. De la notation en-dessus, on voit que c’est équivalent a dire
que la gravitation n’est pas assez forte pour étendre la corde.

6. Relativité restreinte : c’est évidemment le rapport des vitesses qui joue ici :

5~ ~ 107 (14)

qui s’annule pour ¢ — oo.

7. Quantique : il faut comparer 'action a h. L’action peut étre approximée par S ~ Et ~ m+/gL?,
et donc : "

S ———— 1073 (15)
mn/gL3

Il est important de noter que nous n’avons fait que des approximations naives, et que des
situations particulieres peuvent grandement changer la situation. Par exemple, si les masses
sont telles qu’une situation d’équilibre peut étre trouvée, alors nos estimations pour ’accélé-
ration, la vitesse et le temps ne font plus sens. Ou encore, dans une réalisation concreéte, les
corrections de relativité restreinte interviendront encore moins qu’estimé ci-dessus, vu que
les frottements de I'air vont diminuer la vitesse.

Reste que cette méthode est utile pour se faire une idée du rayon de validité de notre
systéme, ou encore pour nous permettre de comprendre intuitivement sa dynamique. On
peut également en apprendre un peu plus sur certains effets, comme le fait que le rayon
n’intervient pas pour la poulie avec inertie.

Pour ceux qui seraient encore sceptiques, sachez que cette méthode est abondamment
utilisée en physique, tant théorique qu’expérimentale.



Exercice 2 : Particule sur un cylindre #2

a) La seule contrainte de ce systéme est que la particule est astreinte & se mouvoir sur
le cylindre. Cette contrainte est holonéme et, en coordonnées cylindriques (r, 6, z),
s’exprime comme r = R. De plus l'axe z est orienté vers le haut.

b) Les coordonnées généralisées sont celles qui satisfont aux contraintes. Dans ce cas ce
sont les coordonnées 0 et z. En effet, quelles que soient les valeurs prises par ces deux
coordonnées, la particule sera toujours sur le cylindre. Afin d’écrire le Lagrangien L,
voyons quelle est la forme du terme cinétique, i.e. comment s’exprime la vitesse en
coordonnées cylindriques. On a

xz = Rcosf i = Rfsinf
y:Rsin@ — y:—RéCOSQ — 02:i2+y2+22:R292+732 (16)
z2=2z Z2=2

Le potentiel s’exprime lui comme V' = mgz et 'on trouve finalement

1 .
L=T-V= om <R292 + 22> —mgz (17)

c) Le Lagrangien dépend des variables 6 et z, on a donc deux équations d’Euler-Lagrange.

Pour z on trouve : 4 /oL B

C’est bien le résultat attendu, la particule tombe sous la seule influence de la gravité.
Voyons maintenant ’équation pour 6 :

L d (9L oL d, .

Nous constatons que comme le Lagrangien ne dépend pas de 6, la quantité 0L/ 00 est
conservée! On dit alors que # est une variable cyclique. Dans notre cas, la conservation
de mR26 s'interpréte comme la conservation du moment cinétique selon z. En effet, le
moment cinétique vaut L = 7 x p’ dont la composante z est L, = m(zy —yi) = mR20.

Exercice 3 : Variation autour du pendule #1

Le systéme comporte un degré de liberté. Pour le décrire on choisit la coordonnée géné-
ralisée 0 (angle entre la tige et la verticale).
Il faut évaluer le Lagrangien du systeme, L = T" — V. L’énergie cinétique est calculée

comme 1
T=gm (& + 2%) (20)



ol x et z sont donnés par

r = l[lsinf
= —lcosf (21)
dont les dérivées temporelles sont
i = lfcosb
= [fsinf (22)
L’énergie cinétique devient alors
Lok 2 2 [y
T = éml 6 (sin(6)” + cos(0)*) = §ml 6 (23)

On notera que ce terme est celui que l'on aurait trouvé en partant de I’énergie cinétique en
coordonnées polaires et en posant [=0.

L’énergie potentielle est la somme de deux termes : I'énergie potentielle gravitationelle
Vy(x, z) et Pénergie potentielle du ressort, V,(x, z). Pour I’énergie potentielle gravitationelle
on a :

Vy(z, 2) = mgz = —mgl cos(6) (24)
Pour I’énergie potentielle du ressort on obtient
1 2

Vi(z,2) = Ek (a —d) (25)

ou a est la longueur du ressort qui est calculée a I'aide de la trigonométrie :
a = 1/5—4cos(d) (26)
(Pour trouver ce résultat, si on note M la position de la masse et H le projeté orthogonal de
M sur l'axe z, on peut considérer le triangle M H P rectangle en H de cotés HM = [sinf,

HP =1[(2—cosf) et MP = a la longueur du ressort).
En remettant tous les facteurs ensemble on trouve finalement le Lagrangien du systéme :

mg

2
L = %ml292 — mgl [— cos(0) + 2i < 5 —4cos(f) — %) ] (27)

mg et kl ont les deux une dimension de force, leur rapport est donc bien sans unité.

Exercice 4 : Variation autour du pendule #2

a) Le mouvement selon ¢ étant forcé, seul 6 constitue un degré de liberté. Nous allons
donc 'utiliser comme coordonnée généralisée.



b) Pour trouver le Lagrangien, nous commengons par trouver les expressions de 1’énergie
cinétique et de 'énergie potentielle en fonction des coordonnées cartésiennes x et y :

T = im(i*+9°)

V. = mgy (28)
ensuite on peut traduire :
x =  Rsin(wt) + sin(f)
y = —Rcos(wt)—lcos(h)
. (29)
& = Rwcos(wt)+ lcos(h)0
y =  Rwsin(wt) + [sin(0)0

En combinant toute ces informations on obtient :

L(6,6,t) = % [szz + 126 + 2Rwlf cos (wt — 9)] + mg(Rcoswt + Lcosf).  (30)

Dans le terme cinétique on trouve les deux termes prévisibles que sont %mRQwQ pour la

rotation a vitesse constante ainsi que %ml292 pour la rotation propre du pendule, ainsi
qu'un terme de couplage entre les deux. Pour vérifier ce résultat, on peut par exemple
noter que pour # = wt on obtient bien un terme cinétique o< (R + [)%w?.

c¢) Le Lagrangien dépend explicitement du temps (sauf pour w = 0), la fonction hamilto-
nienne n’est donc pas conservée.

Exercice 5 : Variation autour du pendule #3

a) Coordonnées :

masse m;: X1 =1u, L1 =1u masse mso : To = u + [sin @, $2:u+lécos¢
y1=0, 1 =0. Yo = [ cos @, Yo = —lpsin .

Energie cinétique :

T =it T2 (4 ) = TR T2 malideoss (31)
Energie potentielle :
V = —magy, = —magl cos ¢ (32)
Lagrangien :
L(u, ¢, 0, ¢) = wz‘ﬂ + %12452 + mylii cos ¢ + magl cos ¢ (33)



b) Equations d’Euler-Lagrange :

c)

| <8L> L (my + ma)ii + mald cos ¢ — malg? sing = 0 (34)

at\oi) ~ ou
d [OL oL . .
&(8_¢>8_¢ = lp+icosg+gsing =0 (35)

Constantes de mouvement :

.

ii.

Z_L =0 = p,= g—ﬁ = (my + mo)u + mﬂdﬁcosqﬁ est conservé. Cette

u quantité correspond a la composante horizontale de I'im-
pulsion totale. L’origine de cette constante de mouve-
ment est la symétrie translationelle du systéme le long
x (théoréeme de Noether).

aa—? =0 = La fonction hamiltonienne h(u, ¢, i, ¢) = ug—ﬁ + .g—g —

_ mitma 2 | m272 42 -
L = #57207 + P2 1207 +malug cos 9 —magl cos ¢ est une
constante de mouvement. Dans cette exercice (mais pas

toujours) h correspond a I’énergie mécanique du systéme
h=E=T+YV.

Expression de u(t) en fonction de ¢(t) : I'intégration de (my +ms)i+msld cos ¢ =

C donne
C mgl

u(t) = t— sing(t) + D, 36
(1) = et = e sin (1) (36)
ou les constantes C' = (my + ma)vg et D = #ﬁm sin o sont déterminées par les
conditions initiales. On trouve donc :
mgl . .
u(t) = vot — sin(t) — sina 37
(6) = vt =~ [sin{t) —sinal (37)

Equation différentielle pour ¢ : en insérant (34) dans (35) on obtient

(1 L B gb) lp + m—21¢2 singcos ¢ + gsing = 0. (38)
mi + Mo mi + ma

Cette équation est difficile & résoudre exactement. Avant toute chose, notons que
pour m; — oo (masse 1 immobile) on retombe sur 1’équation du pendule simple.
On peut étudier ce qui se passe proche du point d’équilibre ¢ = 0 (la position de
u peut étre choisie arbitrairement vu la symétrie sous translation du systéme), en
supposant donc ¢ < 1, auquel cas cos(¢) ~ 1, sin(¢) =~ ¢, d’ou

(1 _ ﬁ) SR - VO (39)

mi + Mo my + Mo

7



1il.

1v.

Le deuxiéme terme continue a rendre le systéme difficile a résoudre. Si 'on se
restreint de plus a des oscillations lentes, c’est-a-dire

Q'ﬁ < gm, (40)

{ mo
I’équation se réduit enfin & une forme moins effrayante :

_gm + mo
l mq

¢ = 9. (41)

A présent on peut la résoudre, et ’on obtient :

gm +my t) . (49)

) =
¢(t) = acos ( T
En insérant (42) dans (37), et en tenant compte des approximations faites on
obtient :
[
u(t) = vot — LN {COS ( gm +me t) - 1] (43)

l mi

Il reste & vérifer quand cette solution est valable. La premiére contrainte vient des

petites oscillations :
a1 (44)

Ensuite on doit également assurer des oscillations lentes, ce qui impose :

I m I my Mo

Il faut donc vérifier (44) et (45) pour que les approximations faites ci-dessus soient
justifiées.




