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Exercice 1 : Newton & approximations

Pour commencer, voyons quelles sont les dimensions des grandeurs que
nous allons manipuler. Le déplacement x s’exprime en métres, ainsi
que les longueurs au repos Iy et hauteur du point d’ancrage [. La masse
m est exprimée en kilogrammes et la constante du ressort k en New-
ton par métre, soit en kilogrammes par seconde carrée. Nous voulons
maintenant savoir quelle forme peut prendre la fréquence d’oscillation
w. Cette derniére s’exprime en Herz, soit en s~!. La forme la plus

générale est donc
k l
=4/—fl- 1
o=yt (5) )

ol f est une fonction arbitraire de son argument. Si le fil était
caractérisé par une longueur typique R, la fonction f pourrait aussi

dépendre de [/R.

2)

—COos

Les forces en présence sont Fy = k(L — o) < > et § = < g > De plus, en regardant

le dessin ci-contre, on a sina = % et cosa = 7, si bien que les équations du mouvement
md = F, + S + mg donnent

sin av

mi = —k(l—%)m
0 = k(1-9+8-mg

La seconde équation donne S en fonction de z (n’oubliez pas que L = L(z) = Va2 +1? et
que comme 'anneau est astreint a se déplacer sur le fil, .S peut aussi bien étre négatif que
positif). La dynamique du systéme est donc contenue dans la projection selon = des équations
du mouvement.

Les points d’équilibre s’obtiennent en cherchant les zéros de la force, que ’on notera x*. La
force selon = est donnée par F, = —k (1 — %) x. Le premier zéro est trivial : il s’agit de
x] = 0. Deux autres zéros existent uniquement dans le cas ot [y > [ : ils sont obtenus en
annulant le terme 1 — lfo et sont donnés par 25, = + I3 — 12

Etudions la stabilité de x] = 0 en faisant I’approximation de petits déplacements : = =
x] + 01 = 01. La force selon z est alors donnée par

Fy=— G—v%1p>&:—ko—?>&+mﬁ) (2)
1

On voit donc que si lp < [ le point 7 est stable puisque la force F); est une force de rappel (elle
est dirigée dans la direction opposée a d1). Avec les valeurs numériques données on obtient



donc que le point d’équilibre z] n’est stable que pour /[y = 50 cm. Dans I'approximation de
petits déplacements, la projection selon = des équations du mouvement est I’équation d’un
oscillateur harmonique. Sa solution est de la forme

z(t) = Acos(wt + ¢)

ol w = % (1 — ZT‘)) = 1.29 Hz; on retrouve donc la forme prédite pour w dans I’équation (1).

Dans le cas ot lp > [ nous avons 3 points d’équilibre : 27 = 0 et x;/g = +4/(3 — [2. Comme
nous 'avons vu lors de I'analyse de 'équation (2), le point =7 est instable dans le cas ot lp > [
puisque la force F est alors répulsive. Il nous reste a étudier les points x7 /3¢ Nous n’allons
étudier que le point 3, le point x3 ayant les mémes propriétés par symétrie du systéme.
Commencons par faire I’approximation de petits déplacements : x = x5 + 2. La force F), est
alors donnée par

lo
Fo=-k[1- Ty + 02) >~ —
( (m§+6g)2+l2>(2 2)

1
kl1-— ( zg—z2+52>
24 2
Jrowgig)
ou l'on a négligé le terme en 5% et quelque peu réarrangé les termes. En utilisant successivement
les développement de Taylor de la racine puis de la série géométrique on obtient
12 9
0
Notez que dans ce développement-ci, tous les ordres en do apparaissent. Il s’agit & nouveau
d’une force de rappel. On en conclut que dans le cas lp > [ les points d’équilibre z7 , sont
stables. Dans ce cas-ci la fréquence de 'oscillateur harmonique autour des points d’équilibre

arg/g est w = ﬁ( —%) = 1.36 Hz.

m

Voyons maintenant comment estimer l'ordre de grandeur du rayon de validité de ’approxi-
mation de petits déplacements. Pour ce faire, nous allons calculer le terme suivant en §; de
la force F, et le comparer au premier. Lorsque le terme en §3 a la méme valeur que celui en
01 approximation n’est plus valide. Le rayon de validité est la valeur maximale de d; pour
laquelle 'approximation est valide. On obtient en utilisant successivement le développement
de Taylor de la racine puis celui de la série géométrique

Notez que ce développement ne contient que les ordres impairs en d; (explication : le potentiel
possédant une symétrie de parité, les équations du mouvement ne peuvent qu’obtenir des
puissances impaires dans leur développement ; si vous n’étes pas a ’aise avec cette explication,
relisez-la quand vous aurez bien compris les équations d’Euler-Lagrange). En imposant I’égalité
des deux premiers termes du développement ci-dessus (choix contenant une part d’arbitraire)

o5 _ . to g3 5 — L
k(l l>61_k21351 — (51—[ 2(10 1>

Avec les valeurs numériques données, on obtient un rayon de validité 6; = 1.41 m.

on a :



Approche alternative

En employant un raisonnement de physicien, il est possible d’acquérir une bonne intuition du
probléme, de s’économiser de nombreux calculs ou de vérifier la pertinence de ces derniers (gardez
néanmoins a ’esprit que 'intuition peut parfois étre trompeuse ; il faut donc savoir a la fois manier le
formalisme et développer son intuition). On reprend comme point de départ I’équation de Newton,
dont on écrit la dépendance compléte en x.

a) La force est

mjé:—k(l—lo>x:—kx+k‘lo

y == /@

x
Va? 4+
On rappelle que le mouvement selon I'axe y est nul. Ainsi, toute la dynamique a lieu sur
l'axe x.

b) Pour trouver les points d’équilibre, au lieu de trouver les racines (les zéros) de f(z), on réfléchit.

— La force est dirigée le long du ressort. Lorsque le ressort est a la verticale, la force n’a
aucune projection selon 'axe x. Puisque de toutes facons 'accélération selon y est nulle,
on est dans un cas ot la masse n’a d’accélération ni selon ¥, ni selon z. En conclusion, le
premier point d’équilibre est

x1:0

— La force provient de I’élongation du ressort. Lorsque celui-ci est au repos, aucune force
n’agit sur la masse, ce qui constitue un point d’équilibre. On remarque qu’afin que le
ressort puisse étre au repos, il faut qu’il soit plus long que [, autrement dit Iy > [. Si
cette condition est remplie, la position de repos est

23 = :E\/l% — 12

On remarque que x; existe indépendamment de I'inégalité entre [ et lg, ce qui n’est pas vrai
pour 2 3.

¢) On adopte une autre approche, fondée sur des considérations énergétiques. Les forces projetées
selon y ne fournissent pas de travail, puisque le déplacement selon y est nul. Par ailleurs, la
projection des forces selon z est conservative, ce qui veut dire que i) cette force dérive d'un
potentiel V(z) et ii) I’énergie mécanique totale E = T + V est conservée. Ici on a noté T’
I’énergie cinétique de ’anneau, qui satisfait 1" > 0. L’énergie potentielle de la masse se trouve
facilement

T 2
V(w)z—/ f(x')dx’:k%—klox/fc2+l2+c

Il s’agit de trouver les extrema de cette fonction et de dire s’il s’agit de minima (point d’équi-
libre stable) ou de maxima (point d’équilibre instable). Les extrema sont précisément les points
d’équilibre car ils sont caractérisés par %V(w) = f(z) =0.

Dans ce cas, ’analyse du potentiel suffit & caractériser les équilibres. Si V' admet un minimum
local en ., alors il existe un voisinage de x. ol I’énergie potentielle ne peut qu’augmenter par
rapport a la valeur V(z.). Comme le systéme est conservatif, I’énergie cinétique ' = E—V ()



ne peut que diminuer dans ce voisinage par rapport a la valeur T'(z.) = E — V(x.) admise
en r = . Si 'énergie du systéme est £ = V(x.), alors 'anneau initialement placé en x.
est contraint de rester immobile en x., car tout déplacement (x # z.) rendrait strictement
négative 'énergie cinétique T'(x) = E —V(z) < E—V(ze) =0. S1 E = V(z.) + € ot € >0
est une quantité infinitésimale, alors 'anneau se déplace autour de ., mais seulement dans
une région bornée (de taille infinitésimale) ot 7' > 0. Ceci caractérise un équilibre stable. On
remarquera que ’augmentation e de ’énergie correspond & ’expérience de pensée ot 'on per-
turbe I’anneau au repos & la position d’équilibre z. soit en déplacant légérement par rapport
a x. (et en le relachant & vitesse nulle), soit en lui communiquant une petite impulsion en ..
Enfin, dans le cas ou V (z.) n’est pas un minimum local de V' (mais par exemple un maximum
local), la trajectoire de 'anneau d’énergie V(x.) 4+ € n’est pas bornée par la positivité de T' &
une région infinitésimale autour de z., et ’équilibre est donc instable. Nous aurons 'occasion
de revenir sur ces considérations plus tard dans le cours, lorsque nous étudierons les portraits
de phase. Qualifions donc maintenant les extrema de V(x).

Méthode 'mathématique’

On remarque que lim V(z) = +oo.
T—F00

[Pt 21

— Puisque dans ce cas, xo3 n'existent pas, il n'y a quun seul extremum et c’est xi.
Compte tenu de la limite, il s’agit forcément d’un minimum.

-~ [Powr=1]

— Dans ce cas, les 3 extrema existent. On sait que x1 = 0, et de plus que c’est le
centre de symétrie de V' (z). Compte tenu de la limite et du fait que xo > x1, 2 ne
peut étre qu’'un minimum, autrement la fonction ne peut pas croitre vers +oo. Par
symétrie le méme argument est valable pour x3. Puisque la fonction est continue,
est forcément un maximum.

lg>1 lp <1
T instable | stable
x93 | stable @

Arguments physiques

Ici, on réfléchit avec les mains.

Si au repos le ressort est plus court que [, il est constamment en élongation. Ainsi, il va
constamment exercer une force qui tend & le ramener & son état de repos. Si 'on essaye de
I’éloigner de x7 = 0, il va toujours exercer une force qui le raméne vers x1. Donc, x1 est un
point d’équilibre stable.

Si au repos le ressort est plus long que [, il est en compression dans Uintervalle I = [x3, x2], et
en élongation dans R/I. Ceci veut dire que dans l'intervalle I, le ressort va exercer une force
qui lui permettra de s’allonger pour atteindre sa position de repos. En particulier, si on le
place sur x1 € I, il sera en équilibre, mais une perturbation quelconque va automatiquement
le faire aller vers xo ou x3 & cause de la force d’allongement qu’il exercera une fois perturbé.



En ceci, 1 est un point d’équilibre instable. En revanche, de part et d’autre de x5 resp.

x3, le ressort passe d’un régime comprimé qui tend a le faire aller vers zs resp. x3 & un ré-
gime étiré qui tend a le ramener vers x5 resp. xs. Ainsi, ces deux points d’équilibre sont stables.

zfl

FIGURE 1 — Graphe de V(x) pour des valeurs | € [lg — 2,1y + 1]. Ici ly = 2. Garder 1 fize et faire
varier ly serait mieux conceptuellement, mais le graphe serait moins parlant.

Pour le reste de I'exercice, il faut procéder comme ci-dessus : faire un développement limité
au premier ordre de f(z) autour des points d’équilibre stables pour avoir I’équation différen-

tielle d’un oscillateur harmonique. Pour le rayon de validité, il faudra égaler la correction du

troisiéme ordre au premier ordre pour trouver le rayon de validité.

Exercice 2 : Champ de force

a) Dans cet exercice, on utilise les résultats suivants (que vous trouverez dans certaines tables
ou que vous pouvez prouver trés facilement), valables pour toute fonction f et tout champ de

vecteurs g et h :

Veo(f§)=§-Vf+fV-q, Vegxh)=h-(Vxg—-g-(VYxh,
Vx(fg)=(V)xg+[fVxg, Vx(Gxh)=(h-V)g+g(V-h)=(5-V)h—h(V-g
D’autre part, on a :

.7 . - .

Vr:;, V.-r=3, Vx7r=0.



A Tlaide de tout cela, il vient, Vr >0 :

V.7 :(6%2). @X )+ 5V (@x7) = —ZF (@x7)— %d- (Vx7) =0,
Vx B o= (Vh) x @x )+ 5V x @x7) =27 x @x )+ (V-7 @ V)7
= —2(r2%G — (@- 7)) + Zd = 280

est orthogonal a 7 d’ou 7- (@ x 7¥) = 0. Aussi,
= d. En effet, l'opérateur @-V =), a;0; et

=

Nous avons également utilisé que le vecteu
dans le calcul du rotationnel de Fi, on a (
0;7 = &; (par exemple 8%7_": €x)-

~—
=

b) D’aprés les résultats ci-dessus, ﬁl n’est pas conservatif alors que ﬁg lest, avec Vo = 2.

c¢) Tout d’abord, comme _ﬁg est un champ de vecteurs conservatif, le travail de _ﬁz le long de 1 et
de 2 est le méme et il est donné par la différence de potentiel entre le point de départ et le point
d’arrivée. Comme N et S sont & la méme distance r = R de O et que V5 ne dépend que de r,
cette différence de potentiel est nulle et donc le travail également : W(ﬁg, v) = W(ﬁg, v2) = 0.

z
N a
2 7
P
QL Q) i V(P)
A - N é: 7
£, Fi &2
n - Yy
4 éx O €y
x
S

Pour le travail de Fy, considérons les deux chemins séparément. Le long de =1, paramétrisé
par oy, le vecteur Fy est donné par Fy = & 71, ol 7i; est le vecteur unitaire tangent a ;.

Ainsi Fy - 71 = 7 et le travail est

W(F‘l,’}/l) :/ Rdoq ﬁl ~ﬁ1 =Ta .
0

Le long de 79, paramétré par as, le vecteur Z*:"l est donné par ﬁl = % cos(ag)éy. Ainsi
Fy -y = 0 et le travail est nul : W(ﬁl,vg) =0.



Complément : analyse vectorielle et tenseur ¢;j;

Nous détaillons ici sur I’exemple du champ de force F{ comment s’emploient la convention
d’Einstein (pour les indices répétés) et le tenseur antisymétrique €;;;,. Ces deux outils simplifient
souvent grandement 1’écriture des calculs.

Chaque vecteur ¥ de I'espace géométrique tridimensionnel peut étre exprimé dans la base ortho-
normée {é,é,,€é,} comme

3
U= E ’Uiéi,
=1

et le produit scalaire de deux vecteurs s’écrit alors

3 3 3 3 3
U= Z Z’in]'(éi . éj) = sziwjéij = Zviwi

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
Pour écrire le produit vectoriel de deux vecteurs sous la méme forme, nous avons besoin d’introduire
un nouvel objet : le tenseur antisymmétrique ¢;;x. Il est défini comme : €;5, = 0sii = jou j =k ou
i =k et si les trois indices sont distincs, €5 = +1 si (4, j, k) est une permutation paire de (1,2, 3)
et €, = —1si (i,, k) est une permutation impaire de (1,2, 3). Ainsi on a par exemple :

€111 =0, €123 =+1, €132 =—1, €231 =+1, e3=-1, etc

Le produit vectoriel de deux vecteurs s’écrit alors

3 3

UX W= E E eijkéivjwk

i=1 j=1 k=1

L’opérateur nabla devient également V= >, €i0;. Pour raccourcir un peu I’écriture on introduit la
notation d’Einstein qui consiste en ne pas écrire la somme sur les indices 7, j, ... mais cette sommation
est sous-entendue lorsqu’un indice 4, j, ... apparait deux fois dans un produit. Si un indice n’apparait
qu’une seule fois, il s’agit alors de la i-iéme composante d’un vecteur, par exemple on écrira :

U= viw; et (17 X ’Lﬁ)z = €jkVj Wi

La notation d’Einstein permet d’écrire de maniére compacte différents objets mathématiques, un
objet sans indice non répété est un scalaire (comme a ou v;w;), un objet & un indice non répété
est un vecteur (v; désigne v et €;j,vwy, est ¥ X @), un objet & deux indices est une matrice (d;;
est la matrice identité 3 x 3) et un objet a plus de deux indices est appelé tenseur.

Grace aux deux identités suivantes, on peut démontrer facilement toutes les identités utilisées
dans les calculs du point a) (dans tout ce qui suit, les composantes du vecteur 7 seront notées x;) :

0;ix; = 0y (3)
€ijk€imn = 6jm5kn - 5jn5km (4)

Ainsi on peut écrire

= o o 1 2$j5ij o I, o 17
<V’I“>i N az Tt = §\/$kl‘k N VLELE N (’I">z
6-77:@1'.%@':5“':3

(6 X ’F)Z == eijkaj.fﬂk = ez-jkéjk = €55 = 0. (5)



Nous pouvons maintenant commencer les calculs. La composante i du vecteur Fy = @ x ;5 s’écrit
Fi; = eijra;75. On a donc :

5 o 1
V- F1 = 8z (eijkajackrg)
T a; 1
= €5k |:(67JCLJ)TI; + T%(azxk) + ajx (82742>:|
a;j Zq
=0

Le deuxiéme terme de la somme est nul parce que €;;,0;x = €5 = 0 par définition du tenseur
totalement antisymétrique e, et le troisiéme terme s’annule également pour raisons de symétrie :
1 1 1
€ijkTiT) = §€ijk($i$k + zpwi) = i(fijk + €xji)TiT) = 5(6% — €ijk)TiT = 0

Rotationnel de ﬁl :
. (L7 x
[V X <a X ﬂ = €ijk0;F1k = €ijk€rim0; (alTTQrL)
i
X
= €kij€kimOjay ( rm)

Oim T T
= (5il(5jm — 6im5ﬂ)al <,Z2 — 92 J)

rd

ay alac]:c] AT T
= Z-ldjj— — 5' 7“ — 20— + 2(51m5]17
a; a;xT; 37
-a% -G -2
T T T
2(a]xj>$1
7’4
L i- )7
donc V x <a><2> :2%
T T

ou l'on a utilisé 0,05, = 0;; = 3 (souvenez-vous que cette notation implique une sommation sur
. . . . . R 2 _ 2
les indices j et m) et §;jz,x; = |F]° =17,

Exercice 3 : Pythagore

Dans un espace a courbure nulle, un triangle rectangle est entiérement caractérisé par I'un de

ses cOtés et I'un de ses angles, par exemple par son hypothénuse et son plus petit angle que nous
appellerons «.




Considérons le triangle ABC'. Puisqu’il est entiérement caractérisé par AC et «, la seule facon
d’écrire AB et BC est AB = AC - f(a) et BC = AC' - g(«) ou f et g sont des fonctions arbitraires
de 'angle . Comme 'angle « se retrouve dans les triangles rectangles ABD et BC'D on peut de
la méme maniére écrire AD = AB - f(a) et CD = BC - g(«). En résolvant pour f et g, on obtient
(AB)? = AC - AD et (BC)? = AC - CD. Finalement (AB)?+ (BC)? = AC - (AD + CD) = (AC).

Ce raisonnement est valable comme précisé dans un espace a courbure nulle. Si ’on prend un

espace non-euclidien, une spheére pour fixer les idées, un triangle rectangle ne peut plus étre précisé
uniquement par un angle et une longueur. Prenons le cas de deux longitudes. Elles se croisent au
Pole Nord, mais sont paralléles & I’équateur. On a donc un triangle rectangle un peu particulier,
avec deux angles droits ! Mais rectangle néanmoins. Cependant, impossible de savoir la longueur qui
sépare les longitudes & ’équateur ! Cela dépend du rayon de courbure de la Terre.
Formulé autrement, il n’est pas suffisant d’avoir un angle et une longueur car pour un espace non-
euclidien, la somme des angles d’un triangle ne fait pas 180°. La différence entre 180 et la somme
totale est une fonction d’un rapport entre les longueurs caracteristiques du triangle et le rayon de
courbure R de I'espace. Quand ce rayon de courbure devient grand (limpg_, 1), cette différence tend
vers 0, retrouvant la rassurante loi euclidienne.



