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Exercice 1 : Exercice complet

a)

b)

Le hamiltonien a dimension d’énergie, soit M L2 T2, L’impulsion est donc en MLT~!. La
position étant en L, on trouve que [A\] = T~

On veut T'= %P2, pour ce faire on compléte le carré dans le hamiltonien de base :

Py Y m )
om ~ PLT 9\ Um ma 9 ¢
et donc :
P
P=_——— 1)\ 2
ﬁm—k Vmg (2)

La transformation est assez simple, on peut donc essayer de trouver la nouvelle coordonnée & la
main. Cherchons une nouvelle coordonnée qui ne dépende que de ¢, afin de ne pas réintroduire
de mélange P(@. On peut par exemple tenter avec () = Ng, o N est une normalisation a
fixer.

Utilisons les crochets de Poisson. La seule combinaison non-triviale est quand on prend la
partie qui dépend de p dans P :

{Q,P}q,p:fm{qu}zl =~ N=vm 3)

et donc :

Q = +/mg (4)

Le nouvel hamiltonien devient :
P2 )\2@2
T2 2

K(P,Q) +V(Q/Vm) (5)

Il est, comme demandé, indépendant du temps, et donc K = E est conservé.

Remarque : On peut également utiliser une fonction génératrice. Comme on cherche la
forme de Q(q,p) on partira sur une fonction de type Fy ou Fy. La transformation de type Fj
donne directement la solution ci-dessus. Pour une transformation de type Fy :

P p 8F4

q:)\\/ﬁ )\m:_Tp (6)



d’out

2
_ P
Fi=oxm A\/erf(P) ()
ou f est une fonction arbitraire de P, puis
OFy D
Q=24- 2 1 8

P~ A/m

Mais nous voulons que () ne dépende que de g pour ne pas réintroduire de couplage P, Q).

Comme P = % + Ay/mg, un choix simple est f tel que f/(P) = P soit f(P) = %P2 On

a finalement :
_OFy D

=9 = aym

1P = Vimg Q

comme ci-dessus.

Remarque 2 : On peut se demander pourquoi on ne fait pas la transformation

P2 p2
N ST 10
5 = 5y T AP (10)

a la place de compléter le carré. Cette transformation est beaucoup plus complexe (non li-
néaire) et il est impossible (ou trés difficile) de construire une transformation canonique ou @
ne dépend que de gq.

d) Pour un systéme avec un potentiel W (Q) on peut avoir les cas suivants :
i Qgriloo W(Q) = +oo : le systéme restera toujours dans une région finie de l'espace qui
sera bornée par les points satisfaisant W(Q) = E.
ii. QEI:EOO W(Q) = —¢ : le systéme sera instable au moins vers les bords. Mais il se peut
qu’on trouve une région stable & I'intérieur.
iii. QEI:EOO W(Q) = C4 :ily adeux régimes. Si F < min(Cy ), alors le systéme restera enfermé
quelque part entre les points W(Q) = E. Dans le cas contraire, il va se passer quelque

chose pour @ fini, mais asymptotiquement le systéme devient libre. Pour £ = min(CY.)
le systéme va s’arréter a I'infini.

iv. On trouve évidemment aussi toute les combinaisons des cas ci-dessus.
2

o . A . . .
Donc dans notre cas ce sont les limites Qhril V(Q/vm)— ?Q2 qui vont déterminer le régime
—» 00
dans lequel on peut se trouver.

e) Le potentiel devient :

W(Q) = % (% - /\2) Q? (11)
am_ _/

i. Les équations de Hamilton sont dans ce cas :

p = —Kq—Ap (12)
i = Lix
m



ii. Si & < 0, alors le systéme est instable, alors que pour £ > 0 il est stable et va se déplacer

- 2F
entre les points Q4+ = + ?
iii. De fagon générique les équations de Hamilton sont :
J—
Q = P
Mais on peut intégrer une de ces équations en utilisant la conservation de 1’énergie qui
implique :
P2
- +W(@Q)=E = P=n2[E-W(Q)], n=sign(P)==+1 (14)

En insérant cette information dans la seconde équation et en séparant les variables on
obtient (n? =1) :

dt = ndQ (15)
V2E - 2W(Q)
Dans notre cas : d
ar— 199 (16)
V2E — £Q?
On commence par travailler un peu I'expression pour avoir une forme simple.
Pour £ >0, 0on a B
n dQ n_dQ
dt = = (17)
VQE 1_iQ2 V‘£|’/1:FQ2
2F
avec le signe F = —sign(&), et Q= 2%@. A présent il faut différencier les cas :
— &> 0 : Iintégrale ci-dessus donne arcsin(Q) et donc :
2F .
Q) = /g sin [VE(t — o) + o]
(18)

P(t) = V2Ecos [VE(t—to) + o]

ol ¢g €] — m, 7| est choisi de sorte & ce que sin(¢g) = Q(0)\/&/(2E) et cos(¢g) =
P(0)/V2E. On reste effectivement dans une région finie de 1’espace.

— & < 0 : lintégrale ci-dessus donne arcsinh(Q)) et donc :

Q) = \/?Smh [Up\/jf(t —to) + d’o] 19)
19

P(t) = npV2E cosh [npv/=E(t — to) + ¢o]

ot ¢po = arcsinh(Q(0)y/—&/(2F)) et np = sign(P(0)). Le systéme, s’il est mis en
mouvement (E > 0 pour Q(0) = 0), s’écartera exponentiellement vite de la région
centrale.



— & =0 : cas trivial dans lequel on obtient

{ Q) = nP\/ﬁ(t_tO)+Q(0) (20)
P(t) = npvVaE

ot np = sign(P(0)). Le systéme suit une évolution libre.

Pour E < 0, seul le cas de figure £ < 0 est possible, puisque E = P%/2+£Q?/2. On écrit

alors ~

d@ M dQ
dt = —— = (21)

\/*QE 5 \/_75 N2 1
551 V@
avec Q = \/€/(2F)Q, et l'intégration conduit &
QE) = 77@\/% cosh [nonpv/—=E(t — to) + ¢o

(22)

P(t) = npvV/—2Esinh [ngnpv/—E&(t — to) + o)

ou 1g = sign(Q(0)), np = sign(P(0)) et ¢9 = arccosh (\Q(0)|\/§/(2E)). Comme précé-
demment pour £ < 0, le systéme s’écarte exponentiellement de la région initiale/centrale.

Pour E = 0, on peut avoir £ = 0, et alors P = 0 et @ = Q(0), ou alors £ < 0. Dans ce
dernier cas, on trouve

__n d@Q
=T 23)
d’ou
Q(t) = Q(0)exp [ngnpv—E(t —to)]
(24)

P(t) = npv/—=EQ(0)exp [ngnpv/—E&(t — to)]

ou g = sign(Q(0)) et np = sign(P(0)). On trouve donc encore le méme comportement
en fonction de la valeur de &.

Remarque 1 : pour illustrer toutes les dynamiques possibles en fonction des conditions
initiales, nous avons discuté ici tous les cas de figure possibles pour les signes de FE,
de Q(0) et de P(0); dans la discussion d’un équilibre, on s’intéresse aux déplacements
autour d’un extremum du potentiel ; il suffirait ici d’étudier le cas E > W (0) = 0 et, par
exemple, Q(0) = 0 et P(0) > 0; les résultats obtenus ci-dessus se transposent directement
a ce cas de figure avec ¢g = 0 et np = +1.

Remarque 2 : la discussion (un peu fastidieuse) des signes dans les résultats ci-dessus
recouvre une réalité physique simple; dans le cas F > 0 et £ < 0, par exemple, la
particule est en présence d’'une barriére de potentiel en ¢Q = 0, mais son énergie est
supérieure & la hauteur de cette barriére de potentiel, ce qui lui permet, le cas échéant,
de franchir la barriére; si la position et la vitesse initiales sont de méme signe, alors la
particule s’écarte simplement de cette barriére jusqu’a l'infini; si par contre la position
et la vitesse initiales sont de signes opposés, la particule s’approche du sommet de la
barriére, franchit cette derniére et s’en écarte a 'infini de 'autre c6té ; ceci se traduit par
un changement de signe de ) au cours du temps [cf. Eq. (19), sign(sinh(x)) = sign(z)];



v.

le signe de P reste au contraire constant [sign(cosh(z)) > 0] et le passage au-dessus de
la barriére se traduit simplement une diminution temporaire de I'impulsion [minimum
lorsque npv/—E&(t — to) + ¢o et Q changent de signe|; dans le cas E < 0 et £ < 0, la
particule n’a pas I'énergie suffisante pour franchir la barriére ; quels que soient les signes
de Q(0) et P(0), le signe de @ reste inchangé; le signe de P change éventuellement
[réflexion par la barriére|, mais devient toujours égal a celui de @ dans la limite t — 400,
ce qui traduit le fait que la particule s’écarte de la barriére aux temps longs.

En inversant la transformation on trouve :
_ Q
vm
p = Vm(P—-2Q)

On se limite ici & la discussion du cas £ > 0, Q(0) = 0 et P(0) > 0; on dénote par les
indices +, — et 0 les cas de figure £ > 0, £ < 0 et £ = 0. Sur la base des résultats ci-dessus
pour Q(t) et P(t), avec ¢g = 0 et np = +1, on trouve alors

(25)

' a+(t) = \/ZSHI [VE(t —to)]
(26)
A
pi(t) = V2Em {cos [VE(t —to)] — e sin [v/&(t — to)] }
0-() = [~ sinh [V=E( ~ t0)]
(27)
p_(t) = V2Em {cosh V=&t —to)] — \/)\76 sinh [v/=&(t — tg)]}

w®) = /21 (28)

po(t) = V2Em{l—A({t—19)}

Le potentiel pour ) devient :

Lo o Q* _

W(Q):_Q)\Q [1_Q4+d4 , a=aym (29)
Pour estimer ’apparence on sait que :
— W(@Q) <0
— W(Q)=W(-Q)
— W(0) =0
— W(£o0) =0
ce qui conduit & :
Il posséde un minimum dégénéré W(Q) = Wi, et atteint au maximum 0 en Q =

{0, £00}. Les différents régimes sont donc :



ii.

iii.

— FE < Whin : pas possible.
— Whin < E <0 : état 1ié, le systéme restera dans un des minimum.
— 0 < E : le systéme va s’échapper et devenir asymptotiquement libre.

Il faut commencer par trouver la postion d’équilibre. La dérivée est donnée par :

, )\2 ~4 -
W(Q) = (C)‘l—ioa)?(ql - 04) (30)
et donc : )
Q = *a 5 Winin = _Z)\2552 (31)

Pour la fréquence d’oscillation, on a besoin de la deuxiéme dérivée. On a une dépendance
du type : W(Q) = F(Q)(Q* — a*); la deuxiéme dérivée en Q = & sera donc donnée par
W’ (&) = 4F(a)a®

W (@) = A2 (32)
Les oscillations autour de la position d’équilibre sont décrites par Q = Q — Q, P =P :
D ) 1 D2 1 272 1 2-2

on se retrouve donc dans la méme situation qu’en dessus avec les substitutions & — A2,

E—E+ i)\Qc_@, ie.:
2F 1 .
Qosc.(t) = a+ WSIH [)\(t — to)]

(34)
Pose.(t) = WCOS [A(t —to)]
Asymptotiquement le potentiel est nul :
W(xo0) =0 (35)
W(Q)
0.00f
005!
~0.10
—0.15;
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FIGURE 1 - W(Q) pour A\ =a =1



On retombe donc dans le troisiéme cas étudié précédemment :

{Qlibre(t) = V2E(t —tg)

P)libre (t) - \/ﬁ (36)

iv. Dans le cas oscillatoire :

Qosc.(t) = a4/ % + %aQ sin[A(t — to)] -

Posc.(t) = —dam+ \/ZEm + %)\2a2m2 {cos|[A\(t — tg)] — sin[A(t — to)]}

Q(t) = \/ﬁ(t—to) (38)

polt) = VAEm{1— At —to)}

A noter que les conditions d’applications sont () — +o0o0, P — Foo.

Dans le cas libre :



