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1 INTRODUCTION ET RESUME

1 Introduction et résumé

1.1 Petite histoire

Du temps de I’Antiquité (Grece), on ne connaissait que 3 phénomenes qui, on le sait
maintenant, sont attribuables & des phénomenes électromagnétiques (dans ce cours :
abrégé EM).
1. ’ambre frotté peut attirer de petits morceaux de bois. Ambre se dit en grec
NAEKTpov, ou électron.

2. Un rocher sur l'lle de Magnesia attire le fer.
3. La foudre (et la lumiere en général).

Au Moyen-Age, on connaissait la boussole. En 1729, Stephen Gray découvre que I’électricité
peut étre conduite. En 1747, Benjamin Franklin postule I'existence d’électricité positive
et négative. En 1785, Charles Augustin de Coulomb énonce la loi d’attraction et répulsion
des charges, qui porte son nom. Au début des années 1820, André-Marie Ampere formule
sa théorie de l'effet magnétique : un courant électrique crée un champ magnétique. Dix
ans plus tard, Michael Faraday découvre la loi de 'induction : un champ magnétique va-
riable crée un champ électrique. En 1862, James Clerk Maxwell propose que la lumiere a
la nature d’une onde életromagnétique, et unifie les lois de 1’électricité et du magnétisme.
Les 4 équations aux dérivées partielles, qui portent maintenant son nom, sont publiées
en 1873. En 1897, des expériences conduisent J.J. Thomson a postuler I'existence de
[’électron.

L’interaction EM est-elle si faible pour qu’il ait fallu si longtemps pour la découvrir?
Non, elle est en fait bien plus forte que la gravitation. Cependant, il y a dans la nature
un équilibre parfait entre les charges + et -. Celles-ci s’attirent mutuellement, et donc
macroscopiquement la matiere tend a étre neutre.

Les lois de I’électricité et du magnétisme, dans un systeme stationnaire, sont découplées,
c.a.d. indépendantes I'une de l'autre. Si on considere les phénomenes (1) et (2) connus
des anciens Grecs, il n’est en effet pas évident qu’il s’agit de manifestations de la méme
interaction fondamentale.

Des que le systeme devient non statique, électricité et magnétisme apparaissent comme
couplées, c.a.d. il ne peut y avoir I'un sans I'autre. D’ou 'importance de 'unification par
Maxwell. I1 y a UNE interaction, celle de 'EM. La nouveauté introduite par Maxwell est
qu’il peut exister des solutions “dans le vide”, c.a.d. en ’absence de charge et de courant
électrique : ce sont les ondes EM, dont la lumiere fait partie.

L’approche suivie dans ce cours reflete ceci. Nous allons d’abord parler du cas statique,
puis faire varier les choses dans le temps. La différence avec 'approche historique est
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1.2 Toute I’électrodynamique en quelques lignes

que nous allons, a chaque étape, nous rapporter comme un cas particulier du cas général
(Maxwell).

Limitations du champ d’application de PEM dit “classique”, tel que présenté dans
ce cours.

1. EM prédit que deux charges + se repoussent violemment. Qu’est-ce qui “tient” en-
semble les protons a l'intérieur des noyaux atomiques? La réponse est dans l’existence
d’un autre type d’interaction, I'interaction nucléaire forte, de trés courte portée, attrac-
tive.

2. IEM classique prédit qu'une charge accélérée perd de I'énergie en rayonnant des
ondes EM. Si c¢’était vrai pour les électrons en mouvement autour des noyaux, alors les
électrons s’effondreraient tres rapidement sur le noyau. La réponse a cette problématique
est apportée par la mécanique quantique : ’énergie est quantifiée (il y a des niveaux
d’énergie bien distincts), et il existe un énergie minimale, appelée énergie du niveau
fondamental, qui découle de ce qu’on appelle “principe d’incertitude”.

1.2 Toute I’électrodynamique en quelques lignes

On décrit l'interaction entre particules chargées électriquement par l'intermédiaire du
concept de champs EM : E(Z,t), B(Z,t), champs vectoriels.

Un ensemble de charges ¢; sera décrit par un champ scalaire densité de charge p(7,t).

Un ensemble de charges en mouvement sera décrit par un courant électrique 7/, ou un
champ vectoriel densité de courant j(Z,t).

Les champs E, B sont créés par les champs p,f. Ces champs obéissent aux équations
de Maxwell :

— - 0B
B == E=__—

v Zl@ v x 0
= = - 10E

Les champs E et B sont tels qu'une charge ¢ dans un champ EM subit une force, la force
de Lorentz :

ﬁ:q<ﬁ+ﬁx§> . 2)

Avec les lois de la dynamique de Newton, |ma = F , on a une théorie décrivant I’en-
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1 INTRODUCTION ET RESUME

semble des phénoménes EM (électrodynamique classique). Schématiquement, un en-
semble de charges en mouvement p,j’, créent les champs EM, E, B ; chaque particule
subit donc la force de Lorentz; cette force change la quantité de mouvement des parti-
cules, donc les positions et vitesses changent, ce qui crée des charges et courants, etc, voir
Figure 1.

Charges en p(x,1)

mouvement [ V|,
Vi HER)

accélération
Maxwell
Newton
| \
Forces sur Lorentz champs EM
les = -
particules E(x,1),B(x,1)

Fi1c. 1 — Particules et champs

Contenu physique des équations de Maxwell, Eqs(1)

Une charge (p) crée un champ électrique (E), Eq.(1(a)).

Un courant (j) crée un champ magnétique (B), Eq.(1(d), ler terme)
Il n’y a pas de mono-pole magnétique, Eq.(1(c)).
Un champ B variable crée un champ E variable, Eq.(1(b)).

SAREE RO

Un champ E variable crée un champ B variable, Eq.(1(d), 2e terme).

1 : électrostatique
2,3 : magnétostatique
4 : induction
1,2,3,4,5 : ondes EM.

C’est un fait expérimental : la charge électrique est conservée. On vérifiera que les
lois de 'EM (équations de Maxwell) satisfont cette propriété.

A chaque type d’interaction correspond un type d’énergie donné. Il nous faudra donc
trouver quelle est I'expression de ’énergie EM, et vérifier le principe de conservation
de P’énergie.
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On verra que le champ EM a aussi une quantité de mouvement.

Les lois de 'EM (Maxwell) satisfont le principe de relativité d’Einstein : les lois de la
nature sont invariantes par rapport a un changement de référentiel d’inertie. D’ailleurs,
Einstein s’est directement inspiré de 1’électrodynamique pour établir sa théorie : son
article, daté de 1905, s’intitule précisément : ON THE ELECTRODYNAMICS OF MO-
VING BODIES, By A. Einstein, June 30, 1905

(http ://www.fourmilab.ch/etexts/einstein/specrel /www /)

On peut se demander pourquoi on décrit les phénomenes EM via des quantités abs-
traites comme les champs E(Z,t) et B(Z,t). Puisque V'EM aboutit finalement a décrire
des interactions entre particules chargées, ne serait-il pas plus simple de décrire ces in-
teractions par des forces “directes” entre particules 7 en d’autres termes, les champs E et
B existent-ils réellement ? Ou ne sont-ils qu’une construction mathématique abstraite ?

Une premiere réponse est qu’en fait il est plus simple de décrire 'EM en termes de
champs E et B. Une autre réponse est que le champ EM semble bien avoir une “existence
propre” : la physique quantique décrira la lumiere comme des particules, ayant une énergie
et une quantité de mouvement : les photons. Cette branche de la physique s’appelle
[’électrodynamique quantique, et n’est pas sujet de ce cours.

2 Electrostatique

2.1 Charge électrique, densité de charge, loi de Coulomb

La charge électrique (abrégé “la charge” dans ce qui suit) est une propriété intrinseque
de toute particule. Notée ¢, elle a pour unités le Coulomb, [C] = [As]|, Ampere-seconde.
La charge est quantifiée : ¢ = Ze, Z € Z, avec

e =1.6022 x 107C]|. (3)

Pour chaque type de particule chargée, il existe son anti-particule, qui a les mémes pro-
priétés sauf le signe de la charge. 11 n’y a pas d’anti-particule des particules neutres
L’électron (e~) a une charge —e, le positron (e*) une charge +e, le proton (p) une charge
+e, anti-proton (p) une charge —e, le neutron une charge 0. Il n’y a pas d’anti-neutron.

Pour un ensemble de charges, on définit la densité de charge p(Z,t) de facon similaire
a la densité de masse d'un fluide (Chapitre I). Soit un petit volume AV. Il contient N,
particules chargées - et IV, particules chargées +. La charge dans AV est donc

B B N, N,
q——eNe—i-eNp—( eAV+€AV>AV' (4)
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2 ELECTROSTATIQUE

En faisant la limite pour un volume infinitésimal, AV — dV = d3z, on a

q=pd’z|, [p=—en.+en,|, (5)

olt ne, n, sont les densités numériques [m 2] des particules - et +, respectivement. Unités
pour p : Coulomb/m?, [m™3sA].

La force entre 2 charges immobiles q1, g2 en &1, 75 est la force de Coulomb :

— 1 .
o= @612 (6)

oll g¢ est la permittivité du vide, g9 = 107/(4wc?) = 8.854 x 107 12N"tm~2C?, c= vitesse
de la lumiere. (Dans le systéme SI (MKSA), &g a pour unité [kg~'m3s*A?]. Cette unité
s'appelle aussi Farad/métre, [F/m]. On a 1/(4meg) = /10" &= 9 x 10° [m/F]. )

C’est une force gigantesque. Il suffirait de placer 328 kg d’électrons sur la terre et 328 kg
d’électrons sur la lune pour annuler complétement la gravitation entre la terre et la lune!
(La masse de la terre est &~ 6 x 10%*kg ).

La force de répulsion entre 2 protons dans un noyau atomique serait suffisante pour
créer une accélération de 10?8 fois celle de la pesanteur... Le travail de cette force pour
assembler un noyau d’hélium a partir de deux moitiés (deutérium) est de —2.3 x 10713J
(= —1.44MeV). Pour produire 1kg d’hélium, le travail est de —3.45 x 10'3J, soit environ
—10"kWh, soit I’équivalent énergétique de 1 million de litres de pétrole... [En réalité, a
cause des forces nucléaires, ce processus (fusion) libére de 1’énergie : la fusion des 0.033 g
de deutérium contenus dans 1 litre d’eau naturelle, et 0.1 g de lithium, produit 0.133 g
d’hélium et libere autant d’énergie que la combustion de 1000 litres de pétrole.]

Le Coulomb est une quantité de charge considérable : 2 charges de 1C placées a 1m
de distance créeent une force capable de soulever un million de tonnes (sur la surface
terrestre).

2.2 Champ électrique, principe de superposition, loi de Gauss

Soit une charge ponctuelle ¢; placée a l'origine du systeme de coordonnées. Soit une
charge go placée en 7. La force exercée par ¢; sur ¢y est, Eq.(6),

o I
Fi_,= —=e | .
1—2 = g2 < Areg 12 )
On appelle la quantité entre parenthese le champ électrique crée par ¢;. Unités : le
Volt /metre, ou [kgms—3A~!]. Ainsi, on peut reformuler la loi de Coulomb :
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2.2 Champ électrique, principe de superposition, loi de Gauss

Une charge ¢; crée un champ électrique

5o I g
Bn(®) = 56 (7)

tel que si on plagait une charge ¢, en ¥ elle subirait une force

Fis=gEa(7)|. (8)

Notons que la force sur la particule 2 ne dépend PAS du champ créé par cette
méme particule 2, mais du champ créé par l’autre particule (no.1).

Par la 3e loi de Newton, il est évident que la charge no.2 crée un champ électrique qu(f),
tel que la force subie par la charge no.l est Fy_,; = q1 Ep(7).

Principe de superposition. Que se passe-t-il si on rajoute une 3e charge g3 en Zy3?
Elle subira une force résultante égale a F_ 3 + F5_,3. Autrement dit

—

Froys = B () , 9)

avec

E(12)(%) = E\(T) + E5(7) | (10)

Autrement dit, le champ électrique créé par un ensemble de charges est la
somme des champs électriques créés par chacune des charges.

Par analogie avec les lignes de courant dans un fluide, qu’on avait défini comme les lignes
tangentes aux vitesses en tout point, on définit les lignes de champ électrique comme
étant tangentes au vecteur E en tout point Z. Voir exemples Figure 2.

Loi de Gauss pour le champ électrique

Soit une charge ponctuelle ¢g. Soit S une surface fermée (voir Figure 3). Le flux du champ
électrique a travers S est par définition :

//Sﬁ-d}. (11)

On rappelle que do est un vecteur élément de surface, normal a S en tout point, et
pointant vers I'extérieur, par convention. Avec I'expression (7), ce flux est égal a

// q er.da: q //dQ,
g dmey  1? 4dreq

ol df2 est 'angle solide de I’élément de surface do vu de l'origine. Propriété mathématique :

//dQ =0 siS n’entoure pas l'origine,

II. Electromagnétisme L. Villard - CRPP - EPFL 9



2 ELECTROSTATIQUE

Fic. 2 — Champ électrique d’une charge ponctuelle et de deux charges ponctuelles.

Cas surface S
n‘entourant pas la
charge q

Fic. 3 — Calcul du flur du champ électrique

/ / dQ) = 47 si S entoure l'origine.

Donc,

//E-d?fz() si g est en dehors de S,
S

// E-do=2 g q est & l'intérieur de S .
s o

Si on considere maintenant un ensemble de charges ¢;,j = 1..N, le principe de superpo-
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2.3 Circulation du champ électrique. Potentiel électrostatique

sition (10) implique

//Sﬁ-d}:%;f : (12)

oll Qenr est la charge totale a l'intérieur de S. C’est la loi de Gauss du champ
électrique. Si on considére une distribution de charges, de densité p(Z), alors Qenr =
I | [, p(&)d*z, ot le volume V' a pour bord la surface S, et

[ -] ][

Le théoreme de la divergence appliqué au membre de gauche implique

///Vv-ﬁd%:///v%‘?d%.

Ceci doit étre vrai pour tout choix du volume V| et donc

v.E(f):%f) , VT (13)

On retrouve la premiere des équations de Maxwell, Eq.(1(a)).

2.3 Circulation du champ électrique. Potentiel électrostatique

Soit I' une courbe fermée. Soit S une surface ouverte de bord I'. Soit ¢ une charge
ponctuelle et E son champ électrique. Voir figure 4. De Iexpression (7), on a E(f) =
E,(r)e,, avec r la coordonnée sphérique (distance a la charge ¢). De l'expression du
rotationnel en coordonnées sphériques (7,0, ),

- L1 0 , 0Ey
VxFE= Cr g <%(E@81n0)—%)
1 OFE 10
— T - E
* ’ (rsin@ Oy r@r(r QP))
(10 10E,
* (a5 )

on montre facilement que

V x E=0|,V&. (14)

On retrouve une des équations de Maxwell (1(b)) dans le cas statique (9/9t = 0). Par le
théoreme de Stokes, on a

}{E-JZ:O VT (15)

L’intégrale ci-dessus s’appelle circulation du champ électrique. On vient d’établir

II. Electromagnétisme L. Villard - CRPP - EPFL 11



2 ELECTROSTATIQUE

Fi1Gc. 4 — Calcul de la circulation du champ électrique

qu’elle est nulle pour une charge. Appliquant le principe de superposition, ces 2 dernieres
relations sont vraies pour le champ créé par toute distribution de charges (statiques).

Potentiel électrostatique. De V x E = 0, on tire qui’il existe un champ scalaire V(&)
tel que

E(Z) = —VV(Z)|,VZ. (16)

Le champ scalaire V' (Z) s’appelle potentiel électrostatique. Il est défini a une constante
pres : si V(&) est un potentiel, alors V(Z) + const est aussi un potentiel. L'unité pour
le potentiel est le Volt, [V], [kgm?s 2A~!]. On peut définir un potentiel en choisissant

[43

arbitrairement un point Zy, qui sera le “zéro du potentiel” (ou “mise a la terre”), (ou “a

la masse”), et on a

V(z) :/j?—E.dl | (17)

En effet, cette intégrale est indépendante du chemin parcouru. On notera que la conven-
tion de signe implique que le champ électrique est orienté du + au - , et que le potentiel
V' décroit le long des lignes de champ.

Physiquement parlant, quelle signification peut-on apporter a V' 7 Calculons le travail
d’une force extérieure nécessaire a amener (lentement, de fagon quasi-statique) une charge
g du point A au point B dans un Champ electrostathue E (Z). La force extérieure doit
équilibrer la force électrostatique, donc F = qE et

Was = [ —aBedi=—q [ (-9V)-dl=q(V(zs) - V(En)

AT AT
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2.3 Circulation du champ électrique. Potentiel électrostatique

Le travail ne dépend pas du chemin I". Donc

qV (7) (18)

est I’énergie potentielle d’une charge ¢ placée dans un champ électrostatique

—

E(Z) dont le potentiel est V().

Le potentiel électrostatique d’une charge ponctuelle ¢; est

- @ 1
V(7)) = - 19
@) = 7t (19
ou r est la distance a la charge ¢;. En effet,
- ov 1
B(7)=-vr- =1 —¢ (20)

S br
or  4mwegr?

Pour une charge ¢, placée dans ce champ, la force subie est F = qgﬁ,et on retrouve la
loi de Coulomb, Eq.(6).

Equation de Poisson. De I’équation (13), et de la définition du potentiel, Eq.(16), on
obtient I’équation de Poisson :

VﬂVKf):-—?S? , VI (21)

Dans le cas p = 0, I’équation s’appelle équation de Laplace.

Conducteurs. Dans un conducteur, les charges peuvent se déplacer librement. Dans le
cas statique, cela revient a dire qu’elles vont se disposer de telle fagcon a subir une force
résultante nulle, donc

E=o] « 2)

a 'intérieur d’un conducteur. La charge se distribue de telle sorte a annuler toute contri-

bution qui viendrait de l'extérieur. Voir expériences et simulations.

Capacité. La capacité C' d'un conducteur au potentiel V' portant une charge () est
Q=CV. (23)

La capacité C' d’une paire de conducteurs (systéme appelé condensateur) ayant une
différence de potentiel AV, des charges +@Q) et —(Q, est

Q=CAV. (24)

L’unité est le Farad, [F], Coulomb/Volt, [kg~tm—2s*A?|.

II. Electromagnétisme L. Villard - CRPP - EPFL 13



2 ELECTROSTATIQUE
2.4 Applications

On verra, avec des expériences de démonstration et des calculs faits en salle, les cas
suivants :
— Champ E(Z) et potentiel V(Z) d'un condensateur plan.

Relation entre charge et différence de potentiel.

Force entre 2 plaques.

electrostatique.
— Calcul du champ E(Z) dans des cas avec symétrie (plane, cylindrique ou sphérique).
Nous appliquerons la loi de Gauss (12) et I’équation de Poisson (21).

2.5 Dipole électrique

Déf. : Un dipole électrique est constitué d’un ensemble de 2 charges +q et —¢
séparées d’une distance d.

Déf. : Soit d le vecteur allant de la charge “-” a la charge “+”. On appelle

moment dipolaire le vecteur | = ¢d | Unités : le Coulomb-métre, [msA].

Certaines molécules ont un moment dipolaire. Par exemple le sel NaCl ou 'eau HyO.
Ces molécules créent un champ électrique. De plus, bien que neutres, elles réagissent a la
présence d’un champ électrique extérieur. Lorsque 1’on considére un morceau de matiere
constitué d’un grand nombre de telles molécules, ces deux facteurs sont responsables du
comportement dit diélectrique : la matiere peut se polariser.

Champ électrique dipolaire. C’est le champ électrique créé par un dipole électrique.
On calculera ce champ & des grandes distances (r >> d) : c’est ce qu’on appelle parfois
l’approximation dipolaire. Plagons 1'origine des coordonnées au milieu du dipole et ’axe
z parallele au dipole. On utilise les coordonnées sphériques (r, ¢, z). Voir Figure 5. Par
symétrie d’axe z, le systeme est indépendant de ¢ (symétrie de révolution), et donc

E=E®r0), V=V(0).

On utilise le principe de superposition : le potentiel du dipole est la somme du potentiel
créé par la charge +q et celui créé par la charge —q. Chacune de ces charges crée un
potentiel donné par 'Eq.(19); en posant r la distance a la charge +¢q, 5 la distance a
la charge —g¢, il vient :

L (qa  —q q r2—T1
V= 4,29 = .
47'('50 T1 T2 471'80 172

14 1I. Electromagnétisme L. Villard - CRPP - EPFL
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2.5 Dipole électrique

A
z
P
|
I
|
h I
- i
+q !
7/ . !
N i y
O = / : >
@ T I
x/ —qv” |
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Fic. 5 — Calcul du champ dipolaire

Dans le cas r >> d, on peut approximer :

d d
T1%7’——Sin<z—9):T——COSQ,
2 2 2

~ +d'<7T 0) = + % eoss
ro =T 2Sln 5 =T 2COS s

et donc
1 qd cos 6

0) ~ .
Vi) dreg 12 — (d?/4) cos? 0

Négligeant d*/r?, on obtient

qd cos e,
V(r,0) ~ = 25
(r.0) Amegr?  Amweyr? (25)
Le champ électrique s’obtient alors
- oV 10V 2pcosf psinf
Fe_VV=_c¢ o1 ~ . S
c or eer 00 degr3 ¢ dreqrs 0
E(r.0) ~ —P— (2.cos 06, + sin0y) = —— (3(7- &), — ) (26)
r,0) ~ cosbé, +sinfey) = —— €)e, — .
’ Aregrs T dmegrd P P

Ce champ est représenté a la Figure 6. N.B. On remarque que l'intensité du champ
électrique dipolaire décroit avec 'inverse du cube de la distance (~ 1/r3), donc plus
rapidement que le champ d’une charge ponctuelle (~ 1/r%). Si on place 2 dipdles cote-a-
coOte en sens opposé, on créé alors un champ quadrupolaire, qui va décroitre encore plus
vite avec la distance. Et ainsi de suite. On comprend bien que méme pour une minuscule
goutte d’eau, contenant 10'® molécules d’ H,O, le champ électrique est négligeable dés que
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2 ELECTROSTATIQUE

Fi1Gc. 6 — Champ dipolaire

l'on s’éloigne de la goutte. Le champ créé par les dipoles des molécules peut cependant
étre important s’ils ont tendance a s’aligner les uns avec les autres.

Dipoéle électrique dans un champ électrique extérieur Eem uniforme.
Supposons le dipole rigide (|d_i invariant). La somme des forces extérieures est nulle :

+qFEcrt — qFq; = 0. Mais le moment des forces extérieures, ou couple de forces, n’est pas

nul, voir Figure 7 :

Y, 19 +qﬁ'm
)
a L x
—dI2
_ g q
;\Epot(a)
I |
I 0 L a

Fi1G. 7 — Dipole dans un champ extérieur : couple et énergie potentielle
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2.6 Polarisation de la matiere, vecteur déplacement

Mo = (d/2) X qEeg + (—d/2) X (—qFuu) = qd X Eupy = §X Eggy -

Ce couple tend a aligner le dipdle avec le champ Eou. L’énergie potentielle du dipole,
dans ce champ E.,;, est la somme des énergies potentielles des 2 charges constituant le
dipole dans le champ E,,; constant, dont le potentiel est V = —F,;x.

Epot = (+¢)(—Eezt)(d/2) cos a+(—q)(— Eext)(—d/2) cos @ = —qd coSs a Byt = —p cos @ Eeyy

—

= Epot = —p- Eea:t s

On constate que cette energle est minimale pour a = 0, c’est-a-dire quand le dlpole est
aligné avec le champ Em, avec le moment dipolaire p'de méme direction que Eext

Expériences : cristaux liquides, diélectrique dans champ électrique.

2.6 Polarisation de la matiere, vecteur déplacement

Dans les matériaux conducteurs, il y a des charges “libres”, libres de passer d'une molécule
a I'autre. Exemples : métaux, plasmas.

Dans les matériaux isolants ou diélectriques, les charges sont “liées”, “attachées” a un
atome ou une molécule donnée.

Le but de cette Section est d’étudier 'effet d'un champ électrique extérieur Eext sur un
morceau (macroscopique) de matiere, constitué de N molécules, avec N élevé.

On distingue deux types de molécules ou atomes. Soit elles ont un moment dipolaire
permanent, p # 0 méme si Fe,; = 0 (p.ex. H O, HCI, ...), soit elles n’en n’ont pas, p'=0
si Eepe = 0 (p.ex. COg, Fe, ..).

En absence de champ extérieur, les dipoles permanents des molécules ont une orientation
aléatoire, donc, en moyenne sur un certain volume, < p' >= 0. Pour une substance dont
les molécules n’ont pas de dipole permanent, il est évident que < p >= 0 également.

En présence de champ extérieur, les dipoles permanents des molécules auront tendance
a s’aligner avec Eewt (voir Section précédente), et donc < p' > 0, parallele et de méme
direction que E@xt~ S’il s’agit de molécules de moment dipolaire nul, la présence de Eext
peut créer une déformation de la distribution de charge électronique, qui est telle qu’alors
les molécules acquierent un moment dipolaire non nul, appelé moment dipolaire induit,
et on a également < p > 0, parallele et de méme direction que Eour. Il est clair que
I’agitation thermique va avoir tendance a rompre 'alignement des dipdles. La valeur de
la moyenne, < p’ >, va donc en général dépendre de la température.]
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2 ELECTROSTATIQUE

Dans les deux cas, on peut représenter le diélectrique comme une partie neutre a I'intérieur
du volume, et une partie en surface, chargée positivement ou négativement, selon ’orien-
tation de la surface par rapport a E..;. Voir Figure 8. Cette charge est répartie sur la

Eext

Eaxt
<FE> _<E>”°’ I+

W
DD HC D
A

'. ®

\

Charges — L Charges +

en surface ) en surface

/

[
— volume macroscopiquement neutre

Fi1Gc. 8 — Diélectrique dans un champ extérieur : charges a la surface

derniere couche moléculaire du morceau de matiere. On la décrit par une densité de

charge de surface, |p%¢| dunités [C/m?]. C'est le phénomene de la polarisation de

la matiere.

Il est clair que la présence de cette charge liée crée un champ électrique qui s’oppose
au champ électrique extérieur. Le matériau diélectrique diminue [intensité du champ
électrique a I'intérieur.

Dans le cas des conducteurs, les charges (libres) se déplacent jusqu’a la surface de telle
sorte a annuler completement le champ électrique a l'intérieur.

Déf. : la polarisation P est le moment dipolaire électrique par unité de volume :

P =n < p>|,oun est la densité numérique (nombre de molécules par unité de volume)

et < p > le moment dipolaire moyen d’une molécule. Unités : [C'//m?] = [m 2sA].

La polarisation P est parallele a E..; et de méme direction. Voir Figure 9. Si on considere
une tranche de matiere parallele a F,..;, on peut calculer son moment dipolaire de deux
facons :

1. Les charges de surfaces + et -, séparées d’une distance d, forment un dipole, et par
définition du moment dipolaire, p = pl(do)d.

18 1I. Electromagnétisme L. Villard - CRPP - EPFL



2.6 Polarisation de la matiere, vecteur déplacement

lie

J¢ et polarisation P

Fi1c. 9 — Diélectrique dans un champ E.u : charges a la surface p

2. La tranche de matiere est polarisée, et son moment dipolaire est égal a la polari-
sation P (moment dipolaire par unité de volume) multipliée par le volume de la
tranche (do) cos aod, ot av est I'angle entre do et P. Donc p = P(do) cos ad.

Egalisant les deux expressions, on obtient

Plsie = ,ﬁ : gn ) (27)

ou €, est le vecteur unité normal a la surface, pointant vers I'extérieur.

Modele linéaire. Des observations expérimentales conduisent a supposer que

P est proportionnel a E|.

C’est un modele dit linéaire, qui est correct tant que le champ extérieur n’est pas trop
intense. On écrit ainsi

— —

7) = €0X6E s (28)

ou X, s’appelle susceptibilité électrique ; c’est un nombre sans unités. On peut vérifier

que g0 a bien pour unités des [C/m?).

Déf. : Vecteur déplacement électrique

D=¢cyE+P|. (29)

Il a pour unités des [C'/m?].

Loi de Gauss pour D. Soit un volume V', de surface S fermée.

//ﬁ-d?r://eoﬁ-d}+//73-d}
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2 ELECTROSTATIQUE

Appliquant la loi de Gauss pour E, Eq.(12), pour le premier terme, et la relation entre
P et plie, Eq. (27), pour le deuxiéme terme, on a

N g tot li
//Dida: 6(;f_ ezsf7

olt Qs est la charge totale contenue dans V' et l;ff la charge de polarisation totale sur

la surface S. La différence entre les deux est donc la charge libre contenue dans V', et
on a

/ D-do=Q|. (30)

Sous une forme différentielle, on trouve, appliquant le théoreme de Gauss (de la diver-
gence),

v . 5 — plibre ) (31>

Les charges libres sont la source de D. Les charges libres sont celles qui se déplacent
“librement” dans les conducteurs. Ces charges peuvent étre mesurées plus facilement
que les charges liées! La résolution d’un probleme électrostatique en présence de matiere
diélectrique consiste donc :

1. Connaissant p'™®"¢(F), on résout la loi de Gauss ci-dessus pour trouver D(F).

2. Supposant un modele linéaire, P = €0XeE, on obtient la relation entre D et E :

D =eo(1+ x)E = epe, E = <E . (32)

On donne les définitions :

e, = 1+ X, : permittivité relative, ou “constante diélectrique”, du matériau considéré ;
nombre sans unités physiques.

g : permittivité du matériau considéré ; unités [kg~'m=3s*A%] ou [Farad/m], [F/m].

Applications.
La présence d’un diélectrique décroit 'intensité du champ électrique.

Le potentiel d'une charge ponctuelle (libre) @ est
1 Q

Vir) = = 33
(r) dmepe, T (33)
et donc son champ électrique est
- 1 Q
E(r) = =é, . 34
(r) 4dmepe, T2 ¢ (34)

C’est égal au résultat dans le vide diminué du facteur .. 11 s’ensuit que la force entre 2
charges (libres) en présence d'un diélectrique est diminuée du facteur e, par rapport au

cas du vide :

) I qig2 .,
Fi_o= —= . 35
=2 dmtege, 12 12 (35)
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2.7 Energie électrostatique

Une conséquence de ceci est que la capacité d’un condensateur, définie comme la
“capacité du systeme a stocker des charges libres”, Q'™ = C AV, est augmentée du
facteur ¢, par la présence d’un diélectrique. Par exemple, pour un condensateur
mince de surface S, distance entre les plaques d, entre lesquelles se trouve un matériau
de constante diélectrique €,, est

€0ErS

=3

(36)

On vérifiera expérimentalement que :

1. Siles charges +Q"*¢, —Q""® sont maintenues constantes, I'introduction d’un diélectrique
entre les plaques diminue la différence de potentiel AV et diminue la force d’at-
traction entre les plaques.

2. Si la différence de potentiel AV est maintenue constante, la force d’attraction entre
les plaques augmente en présence de diélectrique.

3. Si on charge les deux plaques avec le méme signe de charge, 'introduction de
diélectrique entre les plaques ne change rien a la force, répulsive dans ce cas, entre
les plaques. (Expliquez pourquoi!)

2.7 Energie électrostatique

On a vu dans ce qui précede que les charges sont la “source” du champ électrique. On se
pose la question : quelle est 1’énergie nécessaire a amener un ensemble de charges (depuis
I'infini) 7 C’est-a-dire : quelle est ’énergie nécessaire a créer un champ électrique
E(Z)?

Exemple : conducteur (condensateur), au potentiel V', portant une charge ¢. Soit C' sa
capacité, C' = ¢/V. Calculons le travail qu'il faut fournir pour amener une (petite) charge
supplémentaire Aq de 'infini jusque sur le conducteur. La charge Aq est placée dans un
potentiel V(&) créé par la charge g. Son énergie va donc varier de la quantité gV lorsqu’elle
se déplace de 'infini jusque sur le conducteur. Cette énergie doit étre fournie par le travail
AW d’une force extérieure (qui compense la force électrostatique subie par la charge Aq).

On a donc
qAq
o
En rajoutant I'une apres 'autre des charges Aq sur le conducteur, le travail total pour

AW =AqV =

faire passer la charge sur le conducteur de 0 a () est

©aNg  Q?

AWy = [ L=
), ¢ T 2c

Ce travail s’est transformé en énergie électrostatique, notée &.,. Avec () = CV,

1
Eos = §OV2 : (37)
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2 ELECTROSTATIQUE

Ou est cette énergie 7 Exemple d'un conducteur sphérique de rayon R, portant une
charge (). Le champ électrique créé par cette charge est

Q

E=—% ¢
Aegr? "

a extérieur du conducteur (r > R), et 0 a l'intérieur (r < R). Le potentiel est

— Q
V4 =
(7) dmegr
a lextérieur (r > R), et
V= @
47T60R

a l'intérieur (r < R). On a donc la capacité C' = 4dwegR. D’apres la formule ci-dessus, on
a I’énergie électrostatique

2
£, = 14moR( ¢ ) :% Q’ (38)

2 4dmegR dregR

|| [ E@pes,

ou l'intégrale est sur tout 'espace. L’élément de volume, en coordonnées sphériques, est
d3x = 47r?dr. On a donc

. ) oo 2 2 o Q2
B@Pde = [t amtar = 2 [T
/ / / |E(@)|"d"x r (4megr?)? T el Jp r?  AwelR

En comparant avec I'Eq.(38), on a

563:///50‘52ﬂd3x : (39)

On peut montrer (voir plus loin) que cette expression est vraie pour toute distribution

Calculons

de charges p(Z). On interprete ainsi

el E(@))?

5 (40)

comme une densité d’énergie électrostatique. (N.B. Vérifiez que 1'on obtient bien des
joules par metre cube!). Tout se passe comme si 1’énergie électrostatique était “stockée”
dans le champ électrique.

Démonstration de I’Eq.(39).
Soit N charges ponctuelles statiques ¢; aux positions ;. L’énergie potentielle de ce

systeme est le travail effectué pour amener (de fagon quasi-statique) ces charges de U'infini
a leur position actuelle.
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2.7 Energie électrostatique

Soit AW, = ¢;Vi(Z;) le travail nécessaire a amener la charge no. ¢ de U'infini a ;. Alors
V(Z;) est le potentiel créé par les charges déja en place, nos 1,...,7 — 1. Donc

i—1

d;
AW; = g =
a ; Ameo|Z; — X

L’énergie potentielle totale, autrement dit 1’énergie électrostatique du systeme, est la
somme des AW; , i =1..N :

N
11 qi4;
Ees = — 41
47T€022_Z|fl—fj| ( )

Si on a une distribution de charges p(Z), en identifiant ¢; = p(Z@)d*z et ¢; = p(&)d*2’, il

=g [ ][] @

On peut récrire cette relation autrement, en utilisant le potentiel V(). On a

7= 47350/ / / |§?;'ld3x,’ 43)
eu=y [ [ [r@v@asl. (44)

Cette expression est parfois utile. Pour arriver a I’'Eq.(39), on utilise I’équation de Poisson,
Eq.(21), V2V = —p/ey :

Eos = —%///50 (VV(D) V(D)d’x .

On utilise 'identité vectorielle

(VV)V =V -(VVV)-VV. -VV.

vient

donc

Utilisant le théoreme de Gauss (de la divergence) et la définition du potentiel E= —VV,

[ [v-ovvvea= [ [vie

ou S est une surface que l'on fait tendre vers l'infini (car U'intégrale de volume est sur

lim//VE do = hm V(& )Qtot:o.

S—o0 |&]—o0 €o

%zf//@%@%%
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On a donc

qui est bien I’Eq.(39).




3 MAGNETOSTATIQUE

3 Magnétostatique

L’essentiel en 4 points

— Un courant (électrique) est un débit de charge (électrique) a travers une surface.

~ Un courant crée un champ magnétique B(Z).

— Une charge ¢ en Z, ayant la vitesse U, subit une force F= quU X B (2), B étant le champ
magnétique créé par le mouvement des autres charges.

— Un morceau de matiere peut porter des courants (liés), induits ou permanents. Ceci
est a l'origine du phénomene de I'aimantation de la matiere.

On devrait appeler ceci la “magnétostationnaire”, dans le sens que ceci concerne des

charges non pas statiques, mais dont ’écoulement est stationnaire (cf fluides) : 9/0t = 0,

autrement dit des courants constants dans le temps. La magnétostatique est un cas

particulier de 'EM. Posant 9/0t = 0 dans les équations de Maxwell, Eqs(1(c)(d)), on

obtient

V-B=0, VxB=ujl|, (45)

qui sont les équations fondamentales de cette Section.

3.1 Courant électrique, densité de courant

Soit un ensemble de charges (+ et/ou -) en mouvement. Soit S une surface ouverte.
Voir Figure 10. Le courant I est le débit de charge a travers S : I = ((nb.charges +)
- (nb.charges -)) traversant S par unité de temps. Si n, est la densité numérique (m—2)
des charges q,, on a

do

Va

Fic. 10 — Courant a travers une surface S
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3.2 Champ magnétique, loi d’Ampere, loi de Gauss

I= / /S (Znaqaﬁa-d}> . (46)

Par analogie avec le débit de masse (cf fluides), on a en effet une densité de charge
Pa = Nafa- La charge traversant un élément de surface do pendant At est

Pa(TaAt) - do

En intégrant sur la surface S, et en sommant sur toutes les especes de charges, on retrouve
I'expression (46). Le courant I a pour unité ’Ampere, [A], défini de telle sorte que la
force entre 2 fils paralleles rectilignes distants de 1m, parcourus par des courants de 1A
Ampere, soit de 2 x 10~7 Newton par metre de longueur de fil.

—
i

Déf. : densité de courant | j(Z) | = flux de charge = charge traversant une surface par

unité de temps et par unité de surface. On a

Z Na (7)ot (T) |, (47)

1://Sj(f)-d?f . (48)

Unité pour |;| : Ampeére par metre carré, [Am~2]. Dans cette Section 3, nous allons

et donc

considérer des écoulements stationnaires de charges, donc

dl a7
= =0,VS, 7@

(Z,t) =0 ,VZ,Vt.
3.2 Champ magnétique, loi d’Ampere, loi de Gauss

Un champ magnétique B (Z) est tel que si on place une charge g en Z a la vitesse v, elle
subit une force

—

F =qix B(@)|. (49)

Unité pour |B| : le Tesla, [T], [kgs 2A1].

Exemple : force sur un conducteur. Soit un fil conducteur parcouru par un courant
I. Soit dl un élément du fil et A sa section. Soit n la densité des porteurs de charge, ¢ leur
charge et U leur vitesse. Dans ’élément de fil, il y a nA(dl) porteurs de charge, donc une
charge nA(dl)q en mouvement a la vitesse ¥. La force subie par ces porteurs de charge
est donc

dF = nA(dl)qv x B .

Avec l'expression du courant (46), ou de la densité de courant (47) on a

dF = Idl x B|ou|dF = j x Bd’z|. (50)
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3 MAGNETOSTATIQUE

Champ magnétique créé par un courant.

Dans le cas simple d’'un fil rectiligne infini portant un courant I, Figure 11, des expériences
conduisent au résultat :

Fic. 11 — Champ B créé par un courant dans un conducteur rectiligne

S = ,uof_,
B(z) = Kot 1
@ =105, 651)
avec
po = 4m 1077 | [kgms2A7?] (52)

appelée perméabilité du vide. On note que 'orientation relative de B et du sens de I suit
la “regle de la vis”.

Soit un parcours fermé I' entourant le fil. Calculons la circulation de B le long de T'.

L 2 [
fBW:/ HOZ 4 = il .
T 0 27r

Soit un parcours fermé IV n’entourant pas le fil. Soit S une surface ouverte dont le bord
est I, Utilisant le théoréme de Stokes,

!
fgmz//ng@:o
T S

En effet, on a montré (Fluides, Exercices, série 3, no.1) que le rotationnel d'un champ en
(1/r)ép est nul.

Si on considere maintenant un ensemble de plusieurs fils parcourus par des courants I,
Figure 12, et un parcours fermé I', le champ B résultant sera la somme des champs B®
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3.2 Champ magnétique, loi d’Ampere, loi de Gauss

créés par chacun des courants I; (principe de superposition). Calculant la circulation
de B le long de I', seuls les fils qui passent a 'intérieur de I vont donner une contribution
tol;, et donc

Surfh\

de bord T’

Fic. 12 — Circulation du champ B créé par plusieurs fils

B di= s (53)
I

ol Ig est le courant total qui passe a travers S, surface de bord I'. C’est la loi d’ Ampere.
Par convention, on définira un sens de parcours positif le long de I" de telle sorte que le

sens du courant positif satisfasse la “regle de la vis”.

Dans le cas d’une densité de courant j(f), onalg= [ fS j d}, et la loi d’Ampere s’écrit :

fé@://m}&. (54)
r S

Il faut prendre garde a l'orientation relative de dl et d_(}, qui par convention est selon la

“regle de la vis”.

La loi d’Ampere est vraie pour tout parcours I' choisi arbitrairement. Avec le théoreme

de Stokes
fﬂﬂ://wwmqﬁ (55)
r s

—

appliqué au membre de gauche de la loi d’Ampere avec v = B, on a

V x B = pj|,VE. (56)
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3 MAGNETOSTATIQUE

Une autre propriété du champ magnétique est la non-existence de monopoles magnétiques.
Mathématiquement, cela s’exprime de la facon suivante. Soit B (Z) le champ magnétique

créé par une densité de courant quelconque j(f) Soit S une surface fermée quelconque.

Alors le flux de B a travers S est nul :

//Sé-cfazo. (57)

C’est la loi de Gauss pour le champ magnétique. En utilisant le théoreme de Gauss

(de la divergence), on a

V-B=0|,vzZ. (58)

Cette propriété implique que les lignes de champ B sont soit refermées sur elles-mémes,
soit de longueur infinie.

Les Eqgs.(56)(58) sont les équations fondamentales de la magnétostatique. On
remarque qu’elles peuvent s’obtenir a partir du cas général des Eqs de Maxwell (1)(c) (d)
en posant 0/0t = 0.

3.3 Biot-Savart. Potentiel vecteur

Dans cette section, nous obtenons la solution explicite des équations de la magnétostatique,
Eqs.(56)(58), autrement dit le champ B(Z) pour une densité de courant j (i) donnée.

De l'identité vectorielle V-V x4 = 0, V¥ et de 'Eq.(58), on conclut qu'il existe un champ
A(Z), appelé potentiel vecteur,tel que

B =V x A|VZ. (59)

N’importe quel choix de ff(i") satisfait automatiquement I’Eq.(58). On remarque que si
A(Z) est un potentiel vecteur, alors A'(Z) = A(Z) + Vf est aussi un potentiel vecteur,
pour toute fonction scalaire f arbitrairement choisie (car V x Vf = 0,V f). Le libre
choix de f s’appelle “invariance de jauge”. En particulier, V - A=V A+ V2 f, avec f
arbitrairement choisi, donc V2 f est librement choisi, ce qui veut dire que ’on peut choisir
V - A librement. Un choix possible est

V-A=0], (60)

appelé “jauge de Coulomb”. Insérant (59) dans (56), on a
V x (V x A) = poj -

Utilisant 'indentité vectorielle V x (V x A) = V(V - A) — V24 et la jauge de Coulomb
(60), on obtient

V2A = —pj . (61)
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3.4 Applications

Chaque composante (cartésienne) de A obéit & une équation qui a la méme structure
formelle que I'Eq. de Poisson, Eq.(21), (V2V = —p/ey), dont la solution est 1'Eq.(43).
Remplagant formellement p/ey par ,uoj, on a alors

-t ] [0tz

Il reste & obtenir B en effectuant (59) :

-t o ({n) s

L’opérateur V contient des dérivées par rapport a 7, mais PAS par rapport a ' (qui

est la variable d’intégration). C’est-a-~dire que Z’ est une constante du point de vue de
I'opérateur V. Donc ;(f’ ) est aussi une constante du point de vue de l'opérateur V.
Utilisant Iidentité vectorielle V x (f) = Vf x 7+ fV x ¥, on a

Or,

donc

0[]

C’est la formule de Biot-Savart. Dans le cas d’une boucle de courant (fil mince),
— -/
courbe T', courant I, jd*z’ = Idl = I&,dl' et on a, de (62)(63) :

. 1 rdl'l = I (& x¢
Az = 1ol f 91 Gy = 1od ]4 X |, (64)
I

47 47 72

ol €; est le vecteur unité tangent au fil en tout point.

3.4 Applications

Application de Biot-Savart : champ B au centre d’un fil circulaire.

Soit une boucle de courant circulaire de rayon R, courant I, voir Figure 13. Calculons le
champ B créé par ce courant. Placons & au centre du cercle. ' est un point sur le fil.
Soit les coordonnées cylindriques (R, 0, z). On a alors

—

=é, € =(T-2)/r=-¢€r, dl=Rd), r=R.
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Fic. 13 — Calcul de B au centre d’un fil circulaire

La formule de Biot-Savart (64) donne

On constate que la direction de B suit la “regle de la vis” par rapport a celle du courant
I. On a les propriétés : (1) l'intensité de B est proportionnelle au courant I ; (2) Uinten-
sité de B est inversément proportionnelle au rayon R. On vérifie ces propriétés par des
expériences. En exercice : champ B sur laxe de symétrie, mais en z # 0.

Trajectoire d’une particule chargée dans un champ magnétique

Soit un champ B uniforme et une particule de masse m, charge ¢q. On a les équations :

F=qixB, (65)
- dv
F=m—. 66
m (66)
Donc i
’U_i_, 3
=X, (67)

Projetons @ dans les directions || et L & B :
o(t) = vy(t)ej +vL(t) . (68)
Multipliant scalairement (67) par ) = B/B, on obtient dvy/dt =0, donc

v)(t) = const = v, . (69)
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Multipliant scalairement (67) par U, on a

L dv g, L = d, o L
v a—av-va—Oia(v)—Oi]v|—const. (70)
De (69)(70), on tire
vizzﬂ—vﬁ:const = |u,| = const, (71)

(mais U, # const!). Projetant (67) dans le plan L, on a l'accélération normale

lan| = @]vllB = const .
m

Donc le mouvement projeté dans le plan L est circulaire uniforme. Soit r;, le rayon de
la trajectoire dans le plan L. On a, de la cinématique (cours de le année) |ay| = v? /ry.
Donc,

i B
Vi _ lqllv.] = |r, = mlv|
rL m lq|B

(72)

Ceci s’appelle le rayon de Larmor, ou rayon de gyration, de la particule. La fréquence
angulaire w, de ce mouvement circulaire uniforme s’appelle fréquence angulaire cy-
clotronique et s’obtient a partir de v, = w.rr, donc

b= e B (73)

rr m

Notons que les charges + et - n’ont pas le méme sens de gyration (Figure 14). Le mou-

Fi1G. 14 — Particules + et - dans un champ é; projection dans le plan L B.

vement de la charge définit un courant, qui lui-méme créé un champ magnétique qui, si
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on applique la “regle de la vis”, s’oppose au champ B. Si on considére un ensemble de
charges, le champ créé par leur mouvement de gyration va diminuer le champ résultant :
c’est effet diamagnétique (voir plus loin).

En résumé, la trajectoire d'une particule dans un champ B uniforme est une hélice, le
mouvement || est uniforme, le mouvement L est circulaire uniforme, de rayon rp,, fréquence
angulaire w.. Voir expériences du cours.

Quelques applications.

(a) Spectrometre de masse : connaissant B, vy, ¢, et mesurant le rayon de la trajectoire
rr,, on en déduit la masse : m = |q|Brp /v, .

(b) Cyclotron : pour “stocker” des particules chargées tres énergétiques.

(c) Fusion par confinement magnétique : le champ B empéche les particules de fuir dans
la direction L. P.ex. dans le tokamak TCV du CRPP, les électrons parcourent, au 1/5e
de la vitesse de la lumiere, plusieurs kilometres dans le champ magnétique de la machine,
qui n’a que 2m de diametre.

(d) Effet Hall : cet effet est utilisé pour mesurer le champ magnétique. La figure 15 montre
le principe d'une sonde a effet Hall. Une barre conductrice, rectiligne, de section a x b est

yd I

Fi1G. 15 — Effet Hall.

parcourue par un courant I donné (dir.z) dans un champ magnétique B (dir.z). L'effet
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3.5 Dipole magnétique

de la force qu' x B sur les porteurs de courant va les faire dévier dans la direction y. Il y
aura excédent de charges + d’un coté de la barre, et - de 'autre. Donc apparition d'un
champ électrique E. L’équilibre est atteint lorsque les porteurs de charges ne ressentent
plus de force, donc lorsque

E=-0xB.
Un calcul montre (exercice) que la différence de potentiel AV entre les faces dans la
direction y est

—

I xB
= -ey: s

nqa nqa

AV

ou n est la densité numérique des porteurs de charge. Le signe de AV donne le signe des
porteurs de charge. L’expérience dans l'or, 'argent ou le cuivre, donne AV < 0, ce qui
est compatible avec I'idée que le courant est porté par les électrons dans ces métaux. Par
contre, ’expérience dans le cobalt, le zinc ou certains semi-conducteurs donne AV > 0.
En fait, les charges libres dans ces matériaux ne sont pas positives, et donc ce résultat
ne peut PAS étre expliqué par la théorie classique abordée dans ce cours. (C’est un effet
quantique).

3.5 Dipdle magnétique

Déf. : Un dipdle magnétique est une boucle de courant [ de surface (plane)
S. (Les dimensions du dipéle sont ainsi ~ S/2).

Déf. : Le moment magnétique dipolaire, fi, est

i =1S¢,|, (74)

ou €, est le vecteur-unité normal a S, orienté (par rapport au sens du courant
I) selon la “régle de la vis”. Voir Figure 16. Unités : [m?A].

Champ dipolaire. A partir de la formule de Biot-Savart, Eq.(64), on peut montrer que
la champ magnétique créé par le dipdle, a des distances » >> d, est, en coordonnées
sphériques,

5 Holdl
4 3

Les calculs seront présentés dans un document annexe. On remarque la dépendance en

(2 cos e, + sinbép) | . (75)

1/r® pour intensité du champ magnétique, comme cela a été constaté pour le champ
électrique dipolaire. La différence avec le champ électrique dipolaire, est que les lignes
de champ magnétique dipolaire se referment sur elles-mémes. Le résultat ci-dessus est
indépendant de la forme de la boucle de courant pour des distances r >> d.

Couple de forces sur un dipole magnétique dans un champ B donné. Plagons
des axes (z,y,z) tel que (x,y) soit dans le plan du dipdle, et z parallele au moment
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L Al5

F1G. 16 — Dipdle magnétique et champ dipolaire.

=

S

dipolaire i (Voir Figure 17). Soit a 'angle entre i et B, Soit dl un petit élément de

Fi1G. 17 — Calcul du couple de forces sur un dipole magnétique dans un champ Beat,

la boucle de courant, de position 7 donnée par I'angle 6. Cet élément subit une force
Idl x B, Le moment de forces résultant est la somme des moments de force sur chacun
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3.5

des éléments de la boucle de courant :

15 = %FX (Icfl X §e$t> :
r

Avec
B = B (sin @, 4 cos aés) |
dl = r dféy = r df (— sin 0, + cos 0€,)
7 =1 (cos €, + sinfe,) ,
on a:

Dipole magnétique

2w
Mg = ]{ IB“'r?sin o (— sin? 0&, + sin 6 cos Qéy) df = —Imr’B*'sina é, .
0

Or, mr? = S, surface du dipole, et avec la définition du moment magnétique dipolaire,

Eq.(74),

ga:t:ﬁx Bewt .

(77)

Un dipdle magnétique plongé dans un champ B! subit un couple de forces

qui tend a faire basculer (i dans la direction de Beat,

Un dipole magnétique dans un champ Bet g ainsi une énergie potentielle

Epot = _ﬁ B'emt :

(78)

En effet, pour faire tourner (lentement, quasi-statique) le dipole d’un angle do;, il faut

F1G. 18 — Calcul de ’énergie potentielle d’un dipole magnétique dans un champ gemt.

appliquer un couple de forces (Fe*t, —Fert) sur le dipéle, tel que la somme des couples
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3 MAGNETOSTATIQUE

de forces soit 0. Si les points d’application de Fert of —F°! sont en z = 4a et z = —a
(Figure 18) et I'axe x parallele a ji x B, on a [*"* = F;*'€, et la condition ) M&" =0
donne

= t o3 _ t

|[i| B sina = 2aF;"" .

Le travail de ce couple de forces est 6W = QFeat . d_;", avec dr = a da €. Donc,
— ext | 7| mext 4
oW = 2F"ada = |ji| B sina da .

Le travail pour aller d'un angle oy a ’angle « est
@ —
AW|a, = / || B! sin v dov = —|ji| B (cos e — cos o) = [—ji - B2,
agp

L’énergie potentielle existe, car le travail ci-dessus ne dépend pas du chemin parcouru,
mais seulement des points de départ et d’arrivée. Elle peut étre choisie a une constante

arbitraire pres. Si on choisit ag = 7/2, on a | Epyy = AW 5 = —fi - Bet|.

Application : moment dipolaire magnétique et moment cinétique.

Dans le modele classique le plus simple de ’atome, les électrons sont des points matériels
en orbite circulaire, rayon r, vitesse angulaire w, autour du noyau. Le passage de I’électron
w/2m fois par seconde représente un courant | = —ew/2mw. Le moment magnétique de
cette boucle circulaire de courant est donc

i@ = 11]S = ;—jmﬂ = 56(,07“2 :

Le moment cinétique de 1’électron, par rapport au noyau, est
|L| = rm|7] = mwr® .

Donc

. e -

i =—IL|;.

il = 5Ll
Or, en plus de ce moment cinétique, appelé orbital, les particules ont un moment cinétique
intrinséque, S, appelé spin. Dans une théorie classique, on imagine la particule non pas
ponctuelle, mais constituée d’une densité de charge avec une taille finie, en rotation sur

elle-méme. Il existe donc un moment magnétique i, associé a ce spin. La relation entre
iis et S dépend de la structure interne de la particule. On écrit

e —
_)s: S—S7
| /s ng’ |

ol g5 est appelé “facteur de spin de Landé” ou “facteur g”. Le calcul de g5 a été fait avec
la théorie de 1’électrodynamique quantique. Pour 1’électron, on a obtienu

gs = 2.0023193043737 ,

valeur confirmée par 1'expérience a une précision relative d’au moins 10712,
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3.6 Magnétisme dans la matiere

Application : RMN. Les noyaux atomiques ont un moment magnétique ji et un moment
cinétique Lo (spin S). Dans un champ B ils subissent un couple de forces, et on a
I’équation du mouvement

o M
qui est celle du gyroscope. Le couple de forces Mg =i X Beat fait précessionner le noyau
atomique & une vitesse angulaire € parallele & B¢**. On a donc

Avec i = g5(qa/ QmQ)EO =~Lo (v est appelé rapport gyromagnétique), on a donc

qaéewt s
|Q| = Gs = Wea
2m, 2

avec we, la fréquence cyclotronique (voir Section 3.4).

Q) est la fréquence propre de résonance magnétique, caractéristique du type d’atome
considéré. En excitant les atomes a cette fréquence propre €2, on excitera une résonance,
et on détecte le signal réémis par les noyaux atomiques lors de leur relaxation.

3.6 Magnétisme dans la matiere
On a 3 possibilités.

1. Les molécules ou atomes n’ont pas de moment magnétique permanent. En 1’ab-
sence de ém, la matiere ne crée pas de champ magnétique. En présence de champ
magnétique, les moments dipolaires induits seront dans la direction opposée a
éezt, et le champ magnétique a l'intérieur du morceau de matiere est réduit. Ce
sont les substances diamagnétiques.

2. Les molécules ou atomes ont un moment magnétique permanent. De plus, en ’ab-
sence de ém, ils sont orientés aléatoirement uniformément dans toutes les direc-
tions, donc en moyenne le champ créé par ces dipoles sera nul. En présence de champ
magnétique, les moments dipolaires permanents ont tendance a s’aligner dans la
méme direction que Eext, et le champ magnétique a l'intérieur du morceau de
matiere est renforcé. Ce sont les substances paramagnétiques.
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3. Les molécules ou atomes ont un moment magnétique permanent et ont naturel-
lement tendance a s’aligner sous l'effet de leurs interactions mutuelles, méme
en I’absence de B°!. Ce sont les substances ferromagnétiques, dont sont
faits les aimants permanents.

Exemple : diamagnétisme des particules libres. On a vu que la trajectoire d’une
particule libre dans un champ magnétique extérieur Ee“, projetée dans un plan L, était
un cercle de rayon rp, rayon de Larmor, Eq.(72), parcouru a la vitesse angulaire w,
fréquence cyclotronique, Eq.(73). En assimilant ce mouvement a une boucle circulaire de
courant, on calcule son moment magnétique dipolaire :

. 2
muvy 6_|,|
2’Bext|

fi = (79)

ol €] est le vecteur unité de direction Bert. Ce moment dipolaire (induit par la présence
de Be™) crée un champ magnétique dipolaire, Eq.(75) et Figure 16, qui s’oppose & B¢,
Si on considere un grand nombre de particules chargées libres, le champ résultant sera
(en moyenne spatiale) de norme inférieure & |B<|.

-
“lie

Aimantation /\;l, courant de surface lié ;¢ et champ magnétisant H.

But : description d'un morceau de matiere contenant N >> 1 molécules et de son in-
teraction avec le champ magnétique. On décrira les champs macroscopiques, moyennes
spatiales des champ microscopiques. Le but est d’introduire un champ H qui ne dépende
que des courants libres.

Déf. : aimantation. Moment magnétique moyen par unité de volume :

~ . Zaﬁa
M= ele ), (80)

Unités [Am™!], soit un courant par unité de longueur.

Considérons une “tranche” de matiere de longueur L, section S, contenant N atomes
ayant un moment dipolaire (induit ou permanent), Figure 19 (gauche). Les courants des
dipoles atomiques s’annulent avec ceux de leurs plus proches voisins. Sauf a la surface
latérale du morceau, ou ceux-ci vont s’additionner pour donner un courant de surface
non-nul, f?e, Figure 19 (droite) . A 1’échelle macroscopique, la tranche de matiere est
un dipole magnétique, de surface S, portant un courant I = |;¢|L. Donc le moment

magnétique dipolaire de la tranche est, par définition (74),
it = 1S€, = |j%|LSE, .

Or, 'aimantation (80) est définie comme le moment magnétique dipolaire par unité de

volume :
N <j>

M=—7F5""T75"
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—lié .
section S J section S
eﬂ
| |
I L I
e—>|

Fic. 19 — Tranche de matiére avec dipdles magnétiques microscopiques (gauche). Des-
cription comme dipéle macroscopique avec courants de surface j¢ (droite).

On en tire

M = |5iE |- (81)

4

L’orientation de ﬂie et de M est donnée par la “régle de la vis”.

Plagons maintenant la tranche de matiere dans une bobine (solénoide) ayant un courant

par unité de longueur j/#"¢, Figure 20). La tranche de matitre est aimantée (/\71 # 0), soit

parce que c’est un ferromagnétique avec aimantation permanente, soit parce que le champ

Blbre (créé par 37¢) provoque un alignement (si paramagnétique) ou un anti-alignement

si diamagnétique) moyen des dipOles microscopiques. Schématiquement :
g V!
j’libre _ élibre _ ./\;l <_)l;lie _ Elie
Comment calculer le champ résultant B = Blre 4 Blie? Utilisons la loi d’Ampere,

Eq.(54) : ¢, B-dl = I Js f10] - do. Choisissons le parcours I (voir Figure 20). Plagons un
axe z parallele a B. Comme B =~ 0 & Dextérieur du solénoide,

fé-d?:BzL.
T

Is= | fsj do est le courant A travers S.
Is = (G5" +3y") L
et substituant dans la loi d’Ampere (54) :

B.L = pro(jo* + 55" )L
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Solénoide T h
~libre - ranche

> [ié ..
*  de matiére

J

A 4

F1G. 20 — Tranche de matiére dans un solénoide.

Or, Eq.(81), = jk¢ = M.. Donc

slibre iBz Mz
Ho
Donc, en définissant le champ
— 1 — -
H=—B- M|, (82)
Ho
on obtient
f{ H-dl = [l (83)
r

Ceci étant vrai pour toute surface S de bord I'; on a, avec le théoreme de Stokes,

V% i = jivre]. (84)

Le champ H s’appelle champ magnétisant. Unités : [Am~!]. Les eqs (83) ou (84) sont
la loi d’Ampeére pour le champ magnétisant H défini par (82). Cette loi montre
que le champ H est créé par les courants libres et ne dépend donc pas des courants liés
a I'aimantation de la matiere.

Relations empiriques entre aimantation et champ magnétisant.

Le calcul théorique de 'aimantation M d’une substance donnée est tres complexe. On
adopte ici une démarche phénoménologique (ou empirique, c.a.d. inspirée de 'expérience).
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3.6 Magnétisme dans la matiere

Le modele le plus simple, valable pour les dia- et para-magnétiques, suppose que M
est proportionnel a H. Dans notre exemple de la Figure 20, plus le courant dans le
solénoide est élevé, plus le champ |§libre| est élevé et plus les dipoles ont tendance a
s’aligner, soit dans la direction opposée a Blitre §i ¢’est un diamagnétique, soit dans la
méme direction que Blibre §i c’est un paramagnétique. On pose :

- —

avec Y, la susceptibilité magnétique, d’unités sans dimensions, dont la valeur est
typique de la substance considérée. Pour un diamagnétique, x,, < 0. Pour un para-
magnétique, x,, > 0. Avec la définition du champ H, Eq.(82), on a donc

B = pug <ﬁ+M>=M0(1+Xm)ﬁ:M0Mrﬁ : (86)

On donne les définitions :

e = 14 xon : perméabilité relative, unités sans dimensions.

W= piojt, : perméabilité, unités [mkg=2sAl.

Pour un diamagnétique, p, < 1,< p < pg. Pour un paramagnétique, u, > 1,< pu > .
La figure 21 résume ces observations.

para
B,/ 1 vide
dia
| I -
|
| H,
L >
1
Y. <0, 1 <1
Xn=0, 12 =1
X.>0, 14 >1

F1G. 21 — Mesure du champ magnétique en fonction du champ magnétisant, cas du vide,
d’un diamagnétique et d’un paramagnétique.

Pour les ferromagnétiques, on ne peut pas utiliser le modele linéaire ci-dessus. En effet,
dans ces substances, on peut avoir M =% (0 méme si H=0.1 y a une relation non linéaire,
avec hystérese : le champ magnétique dépend de I'histoire passée de la magnétisation.
Lorsque H, augmente a partir de 0, 'aimantation augmente, et le champ B, augmente,
jusqu’a ce que tous les dipodles soient alignés : c’est la saturation. Lorsque le champ
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H, revient a zéro, il reste une aimantation non nulle, [’aimantation rémanente. Pour
démagnétiser la substance, il faut appliquer un champ H, en sens inverse jusqu’a une
valeur appelée champ démagnétisant. La figure 22 résume ces observations. Notons que
ces propriétés ont des conséquences pour les supports magnétiques d’information.

saturation

aimantation
rémanente
i

\ 10"
Champ S

démagnétisant - /
/

h Champ
démagnétisant

saturation

Fi1G. 22 — Mesure du champ magnétique en fonction du champ magnétisant, cas d’un
ferromagnétique.

4 Induction

4.1 Champs EM dépendants du temps

Lorsque les champs EM varient dans le temps, cela implique un grand nombre de phénomenes
nouveaux par rapport aux chapitres précédents. Par rapport aux équations de Maxwell,
les nouveaux termes dépendants du temps sont ici encadrés :

P 5 _|_98
VE=Z () VxE=|-Z21 0
= = - 10E

p=p@[t]), 7=7[t]), E=E@[t]), B=DB[t]. (88)

Le nouveau terme dans (b) décrit le phénomene de I'induction, sujet de cette Section 4,
alors que le nouveau terme dans (d) sera étudié a la Section 5.
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4.2  Force électro-motrice et flux magnétique
4.2 Force électro-motrice et flux magnétique

Déf. : Soit un parcours fermé I'. La circulation du champ E le long de I' est appelée
force électro-motrice, souvent abrégée f.e.m. :

Vp:%ﬁ-cﬁ. (89)
r

Unités : le Volt, [V], [kgm?s™3A~1].

Déf. : Soit une surface S de bord I'. Le flux magnétique a travers S est

@m://sé-d}. (90)

N.B. Toutes les surfaces ayant le méme bord I' ont le méme flux magnétique. En effet,

c’est la conséquence de la non existence de mono-poles magnétiques, V - B = 0; soit S
une autre surface de méme bord I'. Alors la réunion de S et S’ crée une surface fermée
pour laquelle on peut appliquer le théoreme de la divergence, et

/Lﬁ-d3+//,§-(—d3):0.

On peut donc aussi parler du flux de B a travers le parcours fermé I' : c’est le flux de B
a travers n’importe quelle surface ouverte S ayant pour bord I'.

Expérience d’induction. Soit le montage de la figure 23. On observe Vi # 0 lorsque
1. on bouge la bobine,
2. on change le courant I,
3. on tourne la boucle ou on change sa surface,

autrement dit chaque fois que le flux magnétique ®,,, a travers la boucle varie. De plus,
on constate que Vi est proportionnel a la vitesse de variation de ®,,,. Ceci est décrit par
la loi de ’induction de Faraday :

d®,,

Vi=——-]. 91
p= - 1)

En utilisant les définitions (89)(90), on a

- - d — —
E-dl=-- B-dol. 2
[ia-—2] [5d @)

Pour une surface fixe S, on peut passer la dérivée temporelle a I'intérieur de l'intégrale

de surface, et apres utilisation du théoreme de Stokes, on obtient

. 0B
VxE=-—>"]. (93)
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boucle 1" ( fil conducteur)

bobine

(1)

générateur

mesure de V.

Fia. 23 — Expérience dinduction.

qui est bien 'Eq. de Maxwell (1)(b).

Attention!

— & lorientation relative de dl et d}, selon la “regle de la vis”,

— au signe “-” dans la loi de Faraday,

— au fait que Vr n’est PAS un potentiel, car il dépend du chemin I', donc E # -V
Applications : le générateur AC, le transformateur AC, le betatron, etc.

Pour vérifier si on a les bons signes... on peut appliquer la “regle de Lenz” : le courant
induit est toujours tel qu’il crée un flux magnétique qui s’oppose a la variation du flux
magnétique extérieur. Voir figure 24.

4.3 Inductance

Def. : Soit un circuit I' parcouru par un courant I. Soit ®,, le flux magnétique a travers
I' du champ B créé par ce courant /. L’auto-inductance L du circuit est définie par

@11 o)

Unités : le Henry, [H], [m*kgs—2A~?]. L’auto-inductance ne dépend que de la géométrie
du circuit. (On remarque que la loi d’Ampere étant linéaire, |B| o« I, et done ®,, o I).
Introduisant (94) dans la loi de Faraday, Eq.(91), on a

d dl  dL
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Fi1G. 24 — Regle de Lenz

Le deuxieme terme est non-nul si le circuit se déforme.

Déf. : Soient 2 circuits ', et I'y. Soit I, le courant dans I, et B, (Z,t) le champ magnétique
créé par ce courant. Soit I, le courant dans I'y et By(Z,t) le champ magnétique créé par
ce courant. Voir Figure 25. Le flux magnétique a travers I', du champ créé par le courant

L,

- B.G 1,<0
I,>0

—\

F1G. 25 — Inductance mutuelle
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4 INDUCTION

dans le circuit I', est

Doy = M1, |- (96)

Le flux magnétique a travers I', du champ créé par le courant dans le circuit I', est

Dy = M1 |- (97)

On peut montrer que

My = Mypy = M ) (98)

appelée inductance mutuelle des 2 circuits a et b. M ne dépend que de la forme des
circuits et de leur position I'un par rapport a 'autre (distance et orientation).

Les 2 ciruits I, et I'y, sont couplés par leur inductance mutuelle. Ainsi (pour des circuits
fixes), la f.e.m. dans I'; est

dl, dI,
Vi, = —Lg—— — M—,
Fa dt dt
et la f.e.m. dans I'y est
dI, dl,
Vr, _Lbﬁ — M

Exemple 1 : auto-inductance d’un cable coaxial

Soit 2 feuilles minces conductrices cylindriques coaxiales. Le cylindre intérieur, de rayon
a, est parcouru par un courant /. Le cylindre extérieur, de rayon b, est parcouru par un
courant —/. Voir Figure 26.

Fia. 26 — Cable coazial
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4.3 Inductance

La le étape est de calculer le champ B(Z). Par symétrie, B = B(r). Choisissant un
parcours I'y, cercle de rayon r entourant le cylindre intérieur, on a

L Ll
%f&ﬂ:mJ:B:ML%.
I 2

r

La 2e étape est de calculer le flux de ce champ magnétique entre les 2 cylindres. L’élément
de surface S est do = ldrep.

b
1 b
@m://BQ(r)ldr:/ Ho% g = (@lln—) I.
g o 2mr 2m a
Par définition, Eq.(94), le terme entre parentheses est I’auto-inductance L,

L:2x10”ﬂn9
a

Exemple 2. Inductance mutuelle d’un solénoide torique et d’une bobine.

Soit un solénoide torique ayant n spires par unité de longueur, une section S, et un courant
I, dans chaque spire. Soit une bobine de N spires, longueur [, section A, entourant la
section du tore, et un courant I, dans chaque spire. Voir Figure 27.

bobine

F1G. 27 — Solénoide torique et bobine

La le étape est de calculer B () pour un I, donné. Soit un parcours I'; a Uintérieur du
tore et une surface S; de bord I'y. Le courant traversant S est égal a I, fois le nombre
de spires total du solénoide torique, n27rl,. La loi d’Ampere donne

j{ B-dl = pon2mrly
Iy
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4 INDUCTION

Par symétrie, B = By(r)e, et
2mrB,(r) = pon2rrly = B(7) = pondse,

Choisissant un parcours I'y a l'extérieur du tore, on a B = 0.

La 2e étape est de calculer le flux de ce champ a travers 1 spire de la bobine;

@m://B@dU://B@dUZMOTLISS.
A s

Comme la bobine a N spires, le flux a travers la bobine est :
b, = (uonNS)I;

et le terme entre parentheses est, par définition (96), 'inductance mutuelle de la bobine
et du solénoide torique. On pourrait calculer le champ créé par la bobine, puis le flux de
ce champ a travers le solénoide. Ce serait techniquement beaucoup plus compliqué. Pour
un résultat finalement assez simple!

Exemple 3 : Circuits électriques, tensions, impédances.

Defﬁ~cﬁ:Vp,ona

]{E-Jl—vr:o (99)
On appelle tensions des quantités U; telles que
Z U; = 0,V circuit fermé . (100)
— générateur de f.e.m.Vj : tension Uy = —Vj

— résistance R : tension Up = RI

— inductance L : f.eem. Vi = —LdI/dt, tension Uy, = =V, = Ldl/dt

— capacité Ugo = Q/C donc dU¢q/dt = 1/C

— conservation de la charge = ). I; = 0, en tout noeud du circuit

Les équations différentielles d’un circuit s’obtiennent en combinant ces éléments.

Pour un circuit AC, ou les tensions et courants oscillent a la fréquence angulaire w
(w=2nf, f est la fréquence), on peut utiliser la représentation complexe :

It =% (feiwt> (101)

U(t) = R (Ueiwt) (102)

avec [ , U nombres complexes, (amplitudes complexes). L’introduction de ces ansatz dans
les équations différentielles du circuit donne un systeme d’équations algébriques pour
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4.4 Energie et quantité de mouvement EM

les amplitudes complexes. On définit 'impédance d’un circuit (ou élément de circuit)

comme

7 =

~| <

(103)

Par exemple, pour une auto-inductance, on a Uy, = LdI/dt, donc U, = Liwl , donc
71, = iwL. Pour une capacité, on a dUq/dt = 1/C, donc iwU¢ = 1/C, donc Z¢ = 1/iwC.

4.4 Energie et quantité de mouvement EM

Quel travail faut-il donner a un systeme pour qu’il crée un champ magnétique statique
B(#)? B(Z) est créé par par un courant I dans un circuit. Quel est donc le travail

nécessaire a établir ce courant [ 7

Le circuit peut étre représenté par le schéma de la Figure 28. Au temps ¢t = 0, on ferme

L
Yo R
I A
% S
R 7
T
- |
P |
L I
|
0 | !
L/R

Fia. 28 — Clircuit équivalent. Au temps t = 0, on ferme l'interrupteur.

Iinterrupteur. L’équation du circuit est : Up, + Ur + Uy = 0, donc

dl
L— I =
dt+R Yo,

dont la solution est v
0 _
I(t) = = (1 —e (R/L)t) '

La puissance fournie par le générateur est

I
P:%J:Llfl—t+RIQ
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Le terme RI? est la puissance dissipée par effet Joule dans la résistance (chauffage oh-
mique). Le terme LI dI/dt est une puissance qui n’est pas dissipée. Elle sert a établir le
courant . Elle est “stockée” dans le champ magnétique que ce courant crée. L’énergie
non dissipée fournie au systeme est donc une energie magnétique :

dl td /1 1
- LI—dt = LI? ) dt' = =LI*(t
o= [ L = [ L (3er)ar =

Exemple du cable coaxial. Voir Figure 26. On a vu

et

entre r = a et r = b, B (Z) = 0 ailleurs. Montrons que 'on peut écrire &,, comme une
expression ol apparait explicitement le champ magnétique. Calculons

///|§(f)|2d3x

Prenons pour élément de volume une tranche cylindrique de rayon r, longueur [/, épaisseur
dr :
d®x = 2mrldr .

N b 212 2121 21 a
B(D) 2Pz — Ho 9 _ Ho / _:u_ol (_)1—2
///] (@) d’x /a 2mr)? mrldr o /. 'rd 5 B (5

Comparant avec

Ainsi

1 pol a
— L% = (—)12
Em 2 A b ’

[115w]

On interprete ainsi &,, comme ’énergie nécessaire a établir un champ magnétique dans

on a

I’espace. La quantité

|BJ?
240

est la densité d’énergie magnétique. On peut vérifier qu’elle a bien pour unités des

(105)

Joules par metre cube [Jm™3]. On verra plus loin que cette expression est vraie en
général.

Exemple : le betatron

L’idée est d’accélérer des électrons par un champ électrique induit par une variation d’'un
champ magnétique.
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4.4 Energie et quantité de mouvement EM

On injecte des électrons dans I’entrefer d’'un électro-aimant produisant un champ B (Z,t) =
B.(r,t)e,. Voir Figure 29. La trajectoire I de ’électron est un cercle de rayon r;, =

@ + B (r,1)

I': cercle de rayonr,

F1G. 29 — Betatron. Trajectoire I' de l’électron (a gauche). Profil de lintensité du champ
magnétique (a droite).

meve/eB, ot B = B,(rp,t). (N.B. T est centré par rapport a I’axe de symétrie du systeme,
et donc |B| est constant sur la trajectoire. On fera varier B,(r,t) de telle sorte que rp,
sera constant, voir ci-dessous).

j[ﬁ.d?:_i//é.da.
r dt s

On définit un champ moyen a lintérieur de ', By, de telle sorte que [ [, sé cdo =

La loi de Faraday est

71} Biney. Donc

dBm,
27TTLE9 = _WT%Ty

La variation du flux magnétique a I'intérieur de la trajectoire de 1’électron crée un champ
¢électrique parallele a la trajectoire en tout point. Ce champ électrique accélere 1’électron.
La 2e loi de Newton projetée dans la direction €y est

dvg ery dBmoy
B 2 di

Si la variation du champ moyen est une constante, on peut intégrer :

ery, dBpoy
2m, dt

Ug(t) =y +
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N.B. : Si on veut r;, = const, il faut

mevg(t) dvg  erp 0B(rp,t)
eB(rp,t) L= cons dt me Ot

donc on doit avoir
dBmoy . 283(7“,;,1&)

dt ot

Flux d’énergie EM, quantité de mouvement

Laloi de I'induction implique que lorsqu’on veut faire varier le champ B dans une certaine
région de 'espace, un champ électrique de circulation non nulle apparait. Voir Figure 30.
On sait donc que I'énergie du systéme a varié, puisque |B|? a varié. Question : par quel

B(¥,1)

F Y

F1G. 30 — Champ magnétique croissant, champ E induit, et flux d’énergie EM S

“chemin” ’énergie arrive-t-elle dans le systeme ? Réponse : la quantité

— 1 — —
S=—FxB|, (106)
Ho

appelée vecteur de Poynting, est un flux d’énergie EM. Unités : [Jm™2s7!], ou Watt
par metre carré. Dans le cas de la Figure 30, ou |J§ | croit, le vecteur S est radial, dirigé
vers l'intérieur : c’est bien un flux d’énergie rentrant. Réciproquement, si |§ | décroit, la
vecteur S est radial, dirigé vers l'extérieur : c’est bien un flux d’énergie sortant.

Un champ EM a donc une densité d’énergie

_=lEP | |BP

Eem .
2 2410

(107)
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4.4 Energie et quantité de mouvement EM

Il “transporte” de I’énergie avec un flux

I
S=—FExB (108)
Ho
On verra qu’on peut associer au champ EM une quantité de mouvement
Pom = €0E x B (109)
On a ainsi )
Pem = 35 (110)

comme si de I’énergie EM était transportée a la vitesse de la lumiere. (On rappelle que
pour un photon £ = pc, voir relativité).

Dans l'exemple du betatron, figure 29, lorsque ]é | augmente, 1’électron augmente son
énergie cinétique : cette énergie est fournie par I'énergie EM transmise au systéme via
le vecteur de Poynting S. Mais l'électron a aussi augmenté son moment cinétique Lo =
OP x m#. Comment est-ce possible puisqu’aucun couple de forces n’est appliqué au
systeme (MO = 0)? La réponse est : le champ électromagnétique résultant (induit par
la variation de \E | plus celui de I'électron) a un moment cinétique. C’est la somme des
moments cinétiques de la particule et du champ EM qui est conservée, Eo+f/0,em = const.

Soit I'expérience de la Figure 31. Un disque de matiere isolante de rayon ry porte des
charges ¢; a sa circonférence I'. Il est placé dans 'entrefer d'un électro-aimant créant un
champ variable B (t). Il peut tourner sans frottements autour de son axe de symétrie. Sa
vitesse initiale est nulle. L’électro-aimant, fait d'un matériau ferro-électrique, “guide” les
lignes de champ B , et on peut admettre que le champ magnétique est confiné dans une
région de rayon a.

On fait décroitre le champ B, en un temps 7', a partir d'une valeur B,y donnée, jusqu’a
la. valeur nulle. Donc le flux de B, & travers le disque décroit, d®,, /dt < 0. Donc la f.e.m.
le long du cercle I'; V& > 0. (On rappelle la convention pour les signes : une fois qu'une
direction pour I’élément de surface do est donnée, la direction de dl est déterminée par la
“régle de la vis”). Donc il y a un champ électrique induit. Ce champ crée une force sur les
charges ¢;. Le couple de ces forces n’est pas nul. Il va faire varier le moment cinétique du
disque et provoquer une accélération angulaire. Comment est-ce possible puisqu’aucun
couple de force n’est appliqueé au systeme global 7 Et donc que le moment cinétique du
systeme global devrait étre conservé ?

Eléments du calcul :

1) Calcul du moment cinétique mécanique final du disque. Soit @, le flux de B, A travers
la surface du disque.

dd dB a’B
®,.(t) = 7a?B,(t); Vo= ——" = 21roEy = —ma*—2 = Fy = —2
(t) =ma”Bult); Vi ar TR = Tmam s = e = o
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Fic. 31 — Disque isolant portant des charges q;, dans le champ B wariable d’un électro-
aimant.

Le moment de la force qiﬁ sur une des charges ¢; est donc

QiCLZBUO = QiaszO -
€yp = €, .
oreT ! oT

La méme expression s’applique pour chacune des charges ¢;. Le moment de force résultant

MO,i = Tp€rg X

(couple) est :
7 QCLQB”UO =
Mo = €z
o7 ar
ol @) = ), ¢ est la charge totale sur le disque. De I'équation du mouvement du disque
dLo/dt = Mg, on obtient un moment cinétique du disque final (t > T) :

QCLQBUO g
2 z 7

Lo = (111)

2) Calcul du moment cinétique électromagnétique initial. Si les “bras” de retour de
I'électro-aimant ont un rayon r >> 19, on a dans ces bras un champ électrique (créé
par les charges ¢;)

F=—Y &

= e
Aregr? "

Le champ magnétique dans les bras est

B = Byéy .
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4.5 Conducteurs en mouvement et loi de I'induction

Donc il y a un moment cinétique par unité de volume

_QB’UOG—»
Ay 0

Te_} X (805 X é) =

La composante verticale de ce moment cinétique, une fois intégré sur tout le volume du
bras, donne

(112)

- 1
Ly = gQBvoazgz

qui est exactement la valeur du moment cinétique du disque final. Donc, le
moment cinétique total (mécanique + EM) est bien conservé.

4.5 Conducteurs en mouvement et loi de I’'induction

Soit un élément de conducteur de longueur Al se déplacant dans un champ magnétique
statique B. Voir Figure 32. Le conducteur contient des charges libres. Celles-ci subissent

Circuit fixe --. A
i'_________‘_____]i__ H -
i . Fy . . X
| QB vxB

v y

R Al >
i E
|
|
l " \_Conducteur
l[_______________![__ - enmvmt
i B
R L) . |

Fi1G. 32 — Conducteur en mouvement dans un champ magnétique.

la force de Lorentz F = qU X B. 1l y aura déplacement de ces charges, avec un exces de
charges + en A et un exces de charges - en B. Cette distribution de charges va créer un
champ électrique E, orienté de A vers B. Les charges libres vont donc subir une force
résultante F = q(E + U X E) L’exces de charge se stabilise lorsque cette force est nulle,
donc lorsque :

E=—-i7xB]|. (113)
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On peut calculer la différence de potentiel entre A et B :
A B _
Vi — Vi = Vigs = —/ Bodi = +/ Bdl = (—u0,2, x B.2.) - (Al)(=) = v, B.(Al).
B A
Connectons les points A et B a un circuit électrique fixe de résistance R (pointillés Fig.32).
Le flux magnétique a travers le circuit est

®,, = (Al)LB,

La longueur du circuit L = L(t) varie, puisque I’élément de conducteur se déplace : on a
dL/dt = v,. Donc

d®,,
W = (Al)Usz
On constate que 'on a
d®,,
Vap(= —Vpa) = ——
aB( BA) o

Donc, tout se passe comme sila différence de potentiel entre A et B était une circulation
du champ E (qu’on appelle aussi parfois “tension par tour”), V1. Cependant, la circulation
de E, donc l'intégrale de E-dl de BaAle long du conducteur en mouvement, plus
I'intégrale de A a B le long de la portion fixe du circuit est en réalité NULLE! De
plus, le courant I dans le circuit est opposé au champ électrique dans le conducteur en
mouvement : les porteurs de courants se déplacent dans la direction v X B. Du point de
vue des équations du circuit, tout se passe comme si on pouvait remplacer le conducteur
en mouvement par une tension par tour Vp = V(B) — V(A) et que la loi de Faraday,
écrite sous sa forme de 'Eq.(91), était vérifiée méme pour un circuit I' en mouvement.
Autrement dit, comme sile champ E dans le conducteur n’était pas —vU X B mais +7x B.
On ne peut pas le faire en toute génralité. Voici un contre-exemple, dans lequel il y
a Vr = 0, et cependant le dispositif se comporte comme un générateur. Considérons
I’expérience suivante, Figure 33 : Un cylindre de rayon R de matiere conductrice tourne a
la vitesse angulaire w autour de son axe. Il est constitué d’un matériau ferromagnétique,
donc le champ B est intense & intérieur du cylindre (r < R) et négligeable pour r > R.
On connecte I'axe du cylindre (point A) avec un point B (fixe) en contact avec la surface
du cylindre. Le circuit I' est donc fixe, le champ magnétique est statique, et donc le flux
magnétique a travers le circuit ne varie pas : d®,,/dt = 0. En utilisant Vp = —d®,, /dt,
on conclut qu’il ne devrait pas exister de f.e.m. dans le circuit I'. Or, 'expérience montre
qu’il y a une tension non nulle! (Expliquez pourquoi!)

Dans un conducteur en mouvement dans un champ magnétique, il y a séparation
de charges. Si des endroits différents de ce conducteur sont connectés a un
circuit, un courant peut s’établir. Le conducteur en mouvement apparait ainsi
comme un générateur. La question des conducteurs en mouvement a inspiré Einstein
pour sa théorie de la relativité restreinte (1905) : il a examiné ce qui se passe dans un
référentiel en mouvement avec le conducteur.

Exemple : courants convectifs dans les conducteurs.
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o

Y
E\I

Fi1G. 33 — Générateur sans variation de flux magnétique

Expérience : une plaque conductrice se déplace dans une région a champ magnétique
variable (dans I'espace). Voir Figure 34. Lorsque le conducteur entre dans la région a fort

plaque conductrice

A\

B

région fort B | faible B

Fic. 34 — Courant convectif dans un conducteur en mouvement dans un champ
magnétique non uniforme.

champ, le flux de B & travers la plaque augmente. Par la loi de Faraday, Eq.(91), une
f.e.m. est induite , et un courant induit circule dans la plaque. Ce courant induit, étant
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plongé dans le champ B, subit la force de Lorentz, Eq.(50), dont la résultante est :
F—$1dix5.
r
Cette force s’oppose a la vitesse de la plaque = freinage.

En résumé la loi de I’induction fondamentale, toujours vérifiée, est :

. 0B
==

VX E= 5

(114)

5 Equations de Maxwell

L’ensemble des phénomenes électromagnétiques classiques est décrit par les équations de

Maxwell :
» . 9B
= 1 0F
V-B=0| (¢ V x B = ppj + Q%t (d) . (115)

Ces équations s’écrivent, de fagon équivalente, sous une forme intégrale, en utilisant les
théoremes de Gauss et de Stokes :

ﬁﬁ-d}:
)

Qenf

€0

(a)

]{E g
T

a — —
— —B -do
I 4

(b)

1

d) . (116)

ﬁEB-cf:o (c) ]{B dl = ;LOISJF—//—E do

Dans (116), X est une surface fermée, S est une surface ouverte de bord I', Q.,s est la

charge totale a 'intérieur de X, Ig est le courant a travers S. Notons que 1’on peut écrire
(116)(b) comme | Vr = —d®,,/dt |,
flux magnétique. De plus, on a

ou Vr est la circulation du champ électrique et ®,, le

EoMo = g ) (117)

ou ¢ est la vitesse de la lumiere dans le vide.

Ces équations décrivent comment les champs E(Z, t) et B (x t) sont créés par des charges
et des courants (les champs p(Z,t) et j(&,t)). Ces champs E et B sont tels qu'une charge
q en T, ayant une vitesse ¥, subit une force (Lorentz) :

(118)
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5.1 Compatibilité avec la conservation de la charge

Cet ensemble d’équations a les propriétés suivantes :
1. Elles sont compatibles avec le principe de conservation de la charge.

2. Le courant de déplacement, 2e terme du membre de droite de (d), est essentiel pour
satisfaire cette propriété.

3. Elles peuvent avoir des solutions ondulatoires dans le vide : les ondes électromagnétiques,
dont la lumiere, les ondes radio, etc, font partie.

4. Elles sont compatibles avec le principe de conservation de 1’énergie.

5. Elles décrivent comment une charge ou un courant oscillant peut générer (rayonner)
des ondes EM.

Nous allons présenter ces aspects dans les sections suivantes.

5.1 Compatibilité avec la conservation de la charge

Nous allons dans un premier temps établir une équation qui décrit le fait que la charge est
conservée. Par analogie avec le principe de conservation de la masse dans le cas des fluides,
on appellera cette équation [’équation de continuité pour la charge. Soit une surface S

Lignes de courant

Fi1G. 35 — Volume V' de surface S fermée fize. Conservation de la charge.

fermée fixe. Soit V' le volume a U'intérieur de S. Soient des densités de charge p(Z,t) et
de courant ;(f, t). A l'instant ¢, la charge contenue dans V' est :

Qt) = ///V o(7, 1)

Un instant plus tard, en ¢ + At, la charge contenue dans V' est :

Qt + At) = ///V p(Z,t + At) &’z
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Affirmer que la charge est conservée globalement revient a dire que la variation de la
charge contenue dans V' est due aux charges ayant traversé la surface S pendant At (en
comptant positivement celles qui sont entrées et négativement celles qui sont sorties). On
a donc

ﬁg F(3.1) - (—do) At = Q(t + Af) — Q(1)

(Le signe — devant do vient du fait que, par convention, on oriente toujours 1’élément
d’une surface fermée vers 'extérieur). Divisant cette équation par At et faisant la limite

At — 0, on obtient
ﬂj‘(f,t)-d}+/// @(f,t) dr=0]. (119)

C’est ’équation de continuité pour la charge, sous forme intégrale. On obtient une

forme locale (différentielle) grace au théoreme de Gauss pour le premier terme et en
observant que ’équation doit étre satisfaite pour tout volume V' arbitrairement choisi.
Donc

dp
ot

C’est ’équation de continuité pour la charge, sous forme locale.

(Z,1) 4+ V - 7(Z,t) = 0|,VZ,Vt. (120)

Rappel : en physique des fluides, on exprimait la conservation de la masse avec une
équation de continuité qui avait une allure similaire : on avait un champ densité de masse
p; le champ p¥ pouvait étre considéré comme une “densité de courant de masse” (masse
par unité de temps et par unité de surface), et on avait obtenu :

dp

a—l—v-(pv):O

5.2 Courant de déplacement

Historiquement, on a trouvé le terme —9B/dt de la loi de Vinduction, Eq.(115)(b), avant
le terme (1/¢2)0E /8t de Eq.(d). C’est Maxwell qui, & partir de considérations de conser-
vation de la charge, a montré que I’équation (d) devait inclure ce terme. Sa théorie
a 1’époque n’a pas été acceptée facilement, car il n’y avait alors pas de confirmation
expérimentale du bien-fondé de sa théorie. Ce terme (1/c¢2)0E /0t dans (d) est cependant
crucial, non seulement pour la conservation de la charge, mais aussi pour la conservation
de I’énergie et pour la propagation d’ondes dans le vide!

Dans cette section, nous allons examiner le role de ce terme. Plus précisément, on peut
écrire 'équation de Maxwell (115)(d), avec la relation (117),

- . E
V x B = Mo (] +€oaa—t> (121)
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5.2 Courant de déplacement

Le terme

OE

g 122
05 (122)

s’appelle densité de courant de déplacement.

5.2.1 Exemple 1 : champ B créé par un condensateur en chargement

Considérons un condensateur qui se charge ou se décharge (Figure 36). La charge sur les
plaques change au cours du temps : +Q(t), —Q(t). Un courant I circule donc dans les fils

o AT

Fic. 36 — Condensateur se chargeant ou se déchargeant. Champ magnétique.

qui sont reliés a ces plaques. Calculons le champ magnétique créé par ce courant. Soit un
cercle I' entourant un des fils. Soit S une surface ouverte de bord I' qui intersecte le fil.
La surface S est entierement en dehors du condensateur, donc E ~ 0. La loi d’Ampere-
Maxwell, (116)(d), implique

]{B-leuof = Bgz“’i[

r 27r

Choisissons maintenant une surface S’ de bord I', mais qui passe entre les deux plaques du
condensateur. Le courant a travers S est nul : aucune charge ne la traverse. Par contre,
il y a un champ électrique, et ce champ électrique varie au cours du temps : OF /ot # 0.
La loi d’Ampere-Maxwell,(116)(d), implique dans ce cas

— — a — —
B-dl = — E-d
ﬁé “Ogoat//f 7
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De Q(t) = CV(t), C = &yS./d, S. = surface du condensateur, d = distance entre les
plaques, et E(t) =V (t)/d, on tire :

Q(t)
E(t) =
( ) €USC ’
et on a 40
27T7‘B9(7’) = MO&O%?
Mais d@/dt est, par définition, le courant I, et on retrouve bien
pol
B =—.
o(r) 2mr

Si le terme de courant de déplacement n’existait pas, la loi d’Ampere appliquée a S’
donnerait By = 0, et on aurait une contradiction avec la loi d’Ampere appliquée a S, qui
donne By = ol /27r.

5.2.2 Exemple 2 : champ B créé par une charge variant au cours du temps

Soit une charge ponctuelle Q(t) qui varie au cours du temps. Cela pourrait étre par
exemple une substance qui se désintegre radioactivement en émettant un flux radial de
particules chargées (désintégration o ou ). Il y a donc une densité de courant radiale

j ,\

F1G. 37 — Champ magnétique créé par une charge Q(t) et une densité de courant radiale
J= jrgr'

j: Jr€y. Calculons les champs E et B. Soit S une sphere de rayon r entourant la charge.
La loi de Gauss pour le champ électrique, (116)(a), donne

//sﬁ'd}: QU gy - L QW

€0 drey 12
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Pour le calcul de B , supposons dans un premier temps que le terme courant de déplacement
n’existe pas. On utilise la loi d’Ampere en choisissant un parcours I' entourant un rayon
(voir Figure 37). Il y aurait donc un champ magnétique dans la direction de I". Mais si
on prend un parcours I'” voisin, on trouverait un champ magnétique dans 'autre sens!
Il y a impossibilité d’appliquer la loi d’Ampere sans le terme courant de déplacement,
dans cette situation, pourtant tres simple : une densité de courant radiale a symétrie
sphérique.

On peut montrer (cf exercices) que la densité de courant de déplacement, due au fait que
le champ électrique varie au cours du temps, compense exactement la densité de courant :

j"‘é‘o 0

a:

et on trouve donc, avec le terme de courant de déplacement dans Maxwell-Ampere, le
résultat

B=0.

5.2.3 Exemple 3 : champ B créé par un courant dans un fil de longueur finie

Soit un fil rectiligne de longueur b, parcouru par un courant /. S’il n’y avait pas de

C B

— (1) D YR

Fi1G. 38 — Champ magnétique créé par un fil de longueur b. Champ créé par un ensemble
de 4 fils placés en boucle rectangulaire.

courant de déplacement, on pourrait calculer le champ B créé par ce fil en considérant
un parcours fermé I', un cercle de rayon r entourant le fil. Soit S le disque de bord T'.
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Par symétrie azimutale, on trouverait

I
2nrBg = puol = By = Ho® .
2mr
Ce qui est étrange, c¢’est que I’'on peut choisir un surface S’ de bord I', mais qui n’intercepte

pas le fil. Dans ce cas on a I = 0 et
By=0.

Laquelle de ces 2 expressions est correcte? On verra qu’en fait aucune des 2 ne l’est.
Encore plus étrange : soit I'y un cercle de rayon r, centré sur la droite portant le segment
de fil, mais a des millions de km du fil. Soit une surface S; de bord I'; et qui intersecte
le fil. Donc Ig, = I, et on trouverait

_ ol

B, =
0 2rr

Y

indépendemment de [’éloignement du fil : un courant dans un fil de 1mm de long pour-
rait créer un champ magnétique quelque part sur la galaxie d’Androméde, ce qui est
évidemment fauzx.

La résolution de ces paradoxes est apportée lorsqu’on tient compte du courant de déplacement.
Il faut d’abord comprendre pourquoi il y a un champ électrique, et pourquoi ce champ
est variable dans le temps. On verra ensuite comment 'application de la loi d’Ampere-
Maxwell, Eq.(115) (d), conduit au résultat physiquement correct, en comparant avec
'application de la loi de Biot-Savart, Eq.(64).
— Lorsqu'un fil de longueur finie est parcouru par un courant I, il y a nécessairement
accumulation de charges +@Q et —(@Q aux 2 extrémités du fil : ceci résulte du principe
de conservation de la charge.
— Ces charges sont variables, car le courant I amene ces charges. Par définition du cou-
rant, on a +Q(t) a lextrémité “aval” du fil et —Q(t) a extrémité “amont” du fil,

avec
1= @(t) .
dt
— Ces charges créent un champ électrique E (Z,1).
— Ce champ électrique est variable, OF /Ot # 0, car il est créé par des charges variables.
— Un courant dans un fil de longueur finie crée donc non seulement un champ
magnétique, mais aussi un champ électrique variable.
Venons-en maintenant a un calcul explicite. On se propose de calculer le champ magnétique
créé par une boucle de courant rectangulaire de dimensions a x b (voir Figure 38). On
considere cette boucle comme une superposition de 4 fils de longueur finie, et on calcule
les contributions de chacun des fils. Soit le fil AB. Soit I' un cercle de rayon a/2 et S le
disque de bord I, placé au milieu du fil. La loi de Maxwell-Ampere, Eq.(116)(d), est

I E -
r s Ot
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Le champ E s’obtient de la loi de Gauss pour E : on remarque que I'Eq.(115)(a) est
formellement la méme que pour le cas statique, la seule différence étant la charge variable.
Donc, pour un point P sur le disque
S t)  BP —-Q(t) AP
Q0 BP Q) Al
dmeg| BP|? |BP|  4mweo|AP|? |AP]
Avec |BP|? = |AP|? = b?/4+12 et BP— AP = —AB = —bé, (voir Figure 38), on obtient

5 —Q@)b »

E(Zp,t) =
(Tp,?) Ameg(b?/4 + 12)3/2 “
Donc, avec I = d@Q/dt,
ot Tr 1) = TR a2

Nous intégrons ce terme sur la surface du disque S. Par symétrie axiale, on peut prendre
des éléments de surface en forme d’anneau de rayon r et d’épaisseur dr : do = 2nr dr, et
on a

o2 _pgIbrd Ib
= = (- 4 + =

_,uolb 1 R S D T
> \VParaeia ea) Vare

Introduisant dans Maxwell-Ampere, Eq.(123),

a b wol b
=By = gl — = By= ———=—.
e = o a? + b? ’ m™a*+b*a

On constate que ce n’est aucun des résultats possibles obtenus sans le terme courant de

(124)

déplacement (0 ou pol /27r). Sommant les contributions des 4 c6tés, on obtient

2#0] <b (I)
By=————(-+4+-1]. 125
’ a2 +b2 \a b (125)

On peut obtenir cette solution par une autre méthode, utilisant la formule de Biot-Savart,

Eq.(64). La résolution sera faite en exercice. On obtient bien le méme résultat.

5.3 Ondes EM

5.3.1 Ondes EM dans le vide

Soit le cas du vide : p(Z,t) = O,E(f, t) = 0. Nous allons chercher des solutions aux
équations de Maxwell (115) de type “onde plane”, c’est-a-dire oscillatoires sinusoidale-
ment a la fois dans 'espace et le temps :

B(#,1) = Fex p [i(F -7 —wh)] |, B(#,t) = Bexp ik -#-wp)|, (120
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ou E et B sont des vecteurs de nombres complexes, k est un vecteur de nombres réels,

appelé vecteur d’onde, w est un nombre réel, appelé fréquence angulaire. Unités :
[kl - ™, w e [s71

Ceci représente un signal dont la partie réelle est sinusoidale, se propageant a la fréquence

= 127
YT or | (127)
avec une longueur d’onde
2
A=, (128)
I

dans la direction (direction de propagation) | k/|k| |, & la vitesse (vitesse de phase)

w

- 129
7 (129)

Uph =

On verra que pour qu’'une telle solution existe, w et k ne sont pas arbitraires, mais doivent
satisfaire une équation qui les relie, appelée relation de dispersion :

w=uw(k)|. (130)

On verra au chapitre suivant qu’un signal de type “impulsion” (“pulse”) se propage a la
vitesse v, appelée vitesse de groupe, donnée par

. Oow
hh=—-- (131)

L’introduction de ’ansatz ondes planes, Eq.(126), dans le systeme d’équations différentielles
de Maxwell, Eq.(115), est facilité par la regle de substitution formelle :

- 0
' — — —w|. 132
V — ik Py iw (132)

On obtient (dans le vide, p = 0,7 = 0) :

ik E=0 (a) ik x E = iwB (b)

S5 5 - 2, 1 2,

ik-B=0| (¢ ikx B=—(—iw)E| (d) . (133)
c

On déduit de (a) que E L k, de (c) que B L k : il s’agit d'une onde dite transverse : les
champs sont perpendiculaires a la direction de propagation. De (b), on tire que BlE.
(E, B, k) forment un triédre orthogonal orienté droit (voir Figure 39). Ces relations sont
vraies en tout point et en tous temps (VZ, V).
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F1G. 39 — Onde EM dans le vide.

De (b) et (d), on tire k x k x E /w = —(w/)E. Donc (k - E)k — k2E = —(w?/c)E, qui

n’a de solution non-triviale (E # 0) que si

w? = k2. (134)

C’est la relation de dispersion des ondes EM dans le vide. On a la vitesse de phase
= vitesse de groupe = c,

¢ = 2.99792458 x 108[ms ™!

On notera que sans le terme courant de déplacement dans I’éq.(d), il n’y aurait pas d’onde
EM dans le vide : on aurait ’équation

~ ~
— —

kxkxE=0= (k-E)k—KE=0=kE=0

On trouverait soit E = 0 soit k = 0 (“longueur d’onde infinie” : pas de propagation).

On remarque que dans I'onde EM dans le vide, E et B sont en phase. De plus, on a

=, 1 =,
B@.1)| = - |E@.)

5.3.2 Ondes EM dans la matiere

Dans le cas de matiere avec polarisation et aimantation linéaires, donc d’un matériau
de permittivité relative (= constante diélectrique) ¢, et de perméabilité relative p,., on
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peut montrer (exercice) que cela revient, du point de vue de la relation de dispersion, a
remplacer &y par go&, et g par pop,. Comme c? = 1/egug, on a la relation de dispersion :

Wt =k? )
6~7"/"L7'

Ceci implique une vitesse de phase
c

[T —
TS

L’indice de réfraction du matériau est défini comme N = ¢/v,, = ck/w. On a :

N = /e 1y .

5.4 Compatibilité avec la conservation de I’énergie

On rappelle qu'un champ électrostatique a une densité d’énergie

Qu’en est-il dans le cas général des champs EM dépendant du temps ?

5.4.1 Equation de continuité pour 1’énergie

Le systéme est constitué du champ EM (E(Z,t) et B(Z,t)) et des particules qui portent
les charges et les courants (p(Z,t) etj(Z,t)). L’équation qui exprime la conservation de
I’énergie, aussi appelée équation de continuité pour 1’énergie, s’écrit :

IEpm
ot

+V-S=-w|, (135)

avec :

— Eppr est la densité d’énergie EM. Unités : [Watts/m?].

— S est le flux d’énergie EM. Unités : [Watts/m?).

— w est la puissance par unité de volume des forces EM sur les particules. Unités
[Watts/m?].

Soit un volume V fixe, de frontiere S (surface fermée). Intégrant I’Eq.(135) sur le volume

V, utilisant le théoreme de Gauss pour le 2e terme, on a :

2// SEMd3x+ﬂ§-d}:—///wd3x . (136)
ot J)Jv s v
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— Le ler terme est la vitesse de variation de I’énergie EM contenue dans V.

— Le 2e terme est le flux d’énergie EM a travers S (positif signifie un flux sortant).

— Le terme de droite est, au signe pres, la puissance des forces EM sur les particules
contenues dans V.

Essayons d’obtenir des expressions pour Egyy, S et w. Soit n particules par unité de

volume, chaque particule étant de charge ¢. La puissance par unité de volume est donc :

— —

w:nU~F:nU~q(E+6x§):nqﬂ"E.

Avec la définition de la densité de courant, j = ng,

w=j-E|. (137)

La densité d’énergie EM est la somme de la densité d’énergie “électrostatique” et de la
densité d’énergie “magnétostatique” :

slEP | |BP
E=—+-+—]. 138
Le flux d’énergie EM, appelé vecteur de Poynting, est
-1 /4 (= =
S:—<E><B>:soc (ExB) . (139)
Ho

Preuve. Des équations de Maxwell, Eq.(115), on obtient, en effectuant B - (b) — E - (d),

é.(wﬁ)_ﬁ.(wg):_é.%—f—m;.ﬁ_c_ﬁ.%—f.

Par une identité d’analyse vectorielle, le membre de gauche s’écrit V - (E X E) On a
B - (0B/0t) = (1/2)0|B?/ot, E - (OE/0t) = (1/2)0|E|?/dt. Divisant ensuite par pg et

utilisant 1/¢* = o9, on obtient :

Ot \ 2po 2 o

B)? EP\ 1 - - 3
2<Q+M)+—v-(ExB):—j.E. (140)

On appelle cette derniere relation le théoréeme de Poynting : elle a bien la forme requise
d’une équation de continuité, Eq.(135).

5.4.2 Densité et flux d’énergie d’une onde EM dans le vide

Soit une onde plane dans le vide comme & la Section précédente : ~ expli(k - & — wt)].
On a vu que (F, B, k) forment un triedre orthogonal orienté droit : voir Figure 39. Ainsi,
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le vecteur de Poynting S a la méme direction que ko le flux d’énergie EM gst dans la
direction de propagation de 'onde. L’intensité de 1'onde est, par définition, |S|.

S| = eoc®|E x B| = eoc*|E|| B
On a montré que pour une onde EM |B| = |E|/c. Donc
S| = eocl EI?
La densité d’énergie EM de 'onde est

elBP L IBR
2 2p19C?

Eem

De ces deux dernieres relations, on tire :
S=£ EMC gk .

Autrement dit, I’énergie EM est transportée par I'onde a la vitesse c.

5.4.3 Quantité de mouvement et moment cinétique EM

En relativité d’Einstein, on a décrit la lumiere comme étant constituée de particules
élémentaires, appelées photons, ayant une vitesse toujours égale a ¢, dans tout référentiel
d’inertie, et une “masse-au-repos” mg = 0. Le photon a une énergie E et une quantité de
mouvement p liées par la relation

— E—»
E:|ﬁ]c:>p:;ek

ol €y est la direction de la vitesse du photon. Dans la théorie EM de Maxwell, la lumiere
est décrite par une onde EM, qui a une densité d’énergie 50|E|2 et une vitesse de
propagation c. Si on fait le rapprochement avec la description particulaire d’Einstein, on
obtient que le champ EM a une quantité de mouvement par unité de volume

Avec les propriétés &, = E x B/|E||B| et |B| = |E|/c, on obtient :

ﬁEM = 805 X E , (141)

autrement dit ]
DEM = ?S . (142)

Le moment cinétique par unité de volume est | Lo gpr = OP X e |
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Application : “voile solaire”. Une onde EM est incidente perpendiculairement sur un
miroir (surface d’aire A) parfaitement réfléchissant. Connaissant l'intensité | S| de 'onde
incidente, calculer la force subie par le miroir.

On résoudra ce probleme en exercice. L’origine de l'existence d’une force est ’échange
de quantité de mouvement avec les ondes EM : 'onde incidente a une quantité de mou-
vement par unité de volume +pgy, 'onde réfléchie —pg),. La différence de quantité de
mouvement EM est transférée au miroir. On obtient une force par unité de surface, qu’on
appelle pression de radiation. Pour la lumiere qui vient du soleil, on a au niveau
de la terre environ 1000W/m?, et la pression exercée sur le miroir est (cf exercices) :
2|5]/c &~ 6.67 x 10N /m?2.

5.5 Rayonnement d’ondes EM

Dans cette Section, nous posons la question de savoir quelle est la “source” des ondes
EM. La réponse est :

Une charge accélérée rayonne (c-a-d émet) des ondes EM.

5.5.1 Champ EM créé par une particule en mouvement

Le calcul de la solution générale des équations de Maxwell (115) pour des densités de
charge et de courant p(Z,t) et j(Z,t) données ne sera pas faite dans ce cours. On se
limitera au cas d’une particule chargée, point matériel de charge ¢, de trajectoire donnée.
On se place en un point P fixe, de position Zp : c’est la position d'un “observateur”.
Voir figure 40. On peut montrer que le champ EM en (Zp,t) est donné par 1'expression

sulvante :
=, —q d2 . q r' d é}/ 6_;"/
FE ty=————€y — —— | —— 143
(Tp, 1) 4rregc? dt2€ 4reg {c dt \ r? + 7’2 (143)
. 1 .
B(fp,t) = ——é;n/ X E(fp,t) (144)
c

ou r’ est la distance entre 1'observateur P et la position de la particule au temps

t'=t—— 145

i (145)
On remarque que 7’/c est le temps de propagation de la lumieére entre la particule et
I'observateur. La position A de la particule au temps ¢t — r’/c est donc la position
apparente de la particule, c’est-a-dire comme 'observateur P la voit. Le vecteur unité
¢, est dans la direction de la position apparente de la particule (figure 40).
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P: observateur fixe

Trajectoire de
la particule

Vecteur-unité ™~ _
- - ~
dans la direction ~.

apparente r position au temps t

A: positicn apparente
(autemps t—r'/c)

Fi1G. 40 — Particule chargée en mouvement et observateur P.

Le champ EM en (Zp,t) dépend de la position, vitesse et accélération de la
particule au temps antérieur ¢ —1'/c. Ceci est consistant avec le principe de relativité
d’Einstein : aucune information ne peut se transmettre a des vitesses supérieures a c.

Examinons 'expression (143). On va montrer que pour des grandes distances 7/, le premier
terme varie avec la distance ' comme 1/r’; et dépend de I'accélération de la particule,
alors que le 2e terme, qui contient d’ailleurs le terme de 1'électrostatique, est en 1/r?.
Le résultat important est que pour des charges accélérées, le champ EM (va-
riable dans le temps) peut se transmettre beaucoup plus loin que dans le cas
statique : ’amplitude va en ~ 1/r/, alors que dans la statique elle va en ~ 1/r"2.

Soit les coordonnées sphériques (7, 0, ) centrées sur la position apparente de la particule
A, oll on place la direction # = 0 parallele a la direction de 'accélération instantanée de la
particule au temps t—1'/c (voir Figure 41). Le terme d*é,. /dt* est Paccélération du vecteur
unité visant la position apparente de la particule. Elle dépend donc de 'accélération
transverse, c.a.d. perpendiculaire & la ligne de vue. Sans restreindre la généralité, on peut
prendre la position de 'observateur en ¢ = 0, autrement dit dans le plan (z,z). On a,
dans le cas ou la particule se déplace dans une région de l'espace beaucoup plus petite
que la distance a ’observateur,

T =x(t)e, +y(t)e, + z(t)e, Zp =r'sinbe, + 1’ cos b€,

T —2p=(x—1r'sind)é, +ye, + (z —r' cosh)e,
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4z
AP
a(t'=t—r'/c)
\\\9
A {
A\ Y
(t'=f—7"/€) (x(t),y(t),z(t))
X
F1G. 41 — Calcul de d?*€,./dt*.
2 2 2 2 2
17— Zp|* = 1——$sm0——zcosﬁ—l—w
r! r! '

Calculant au premier ordre en z/r’, y/r" et z/1/,

1

1
_ <1+ sm@—i——cos@)
|x—a:p] r!

€ = w ~ —sinfe, — cosfe, + z ((1 — sin® 0)é, — sin 6 cos Qé'z) + 2é’y
Tr—2Ip r i
+2 (—sinf cosbé, + (1 — cos*)e.) .

7/./
Dérivant par rapport au temps,

%eﬂ R r_ ((1 — sin 0) — sin 6 cos Qez) + Fey + o (— sin # cos f¢é;, + sin Gez) )
Ainsi, le 2e terme de I'Eq.(143) va comme ~ 1/7"2. Dérivant encore une fois par rapport
au temps, en utilisant & = 0 et ¢ = 0, puisque on a choisi ’axe z parallele a ’accélération,
on a

d2 — _ é . 0 0—» . 0—»
ﬁer, = Psm (—cosbé, +sinbe,) .
En se rappelant que Z est I’accélération instantanée de la particule au temps t' =t —1"/c,
on peut écrire
d2
Bz =" ”
Cette derniere expression est valable pour une particule dont la vitesse est bien inférieure

a, (t’:t—r—cl)siné’é,e‘

a ¢ (on a négligé les effets relativistes sur le mouvement de la particule) et pour des
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distances r’ grandes par rapport a 'amplitude du mouvement de la particule. On obtient
ainsi, négligeant les termes en 1/7"2, le champ EM créé par une particule chargée,
accélérée, v << ¢, a des grandes distances :

- qa.(t' =t —1"/c)sinf

E 146
(T t) 4meqc?r’ 0 (146)

= E,

B(zp,t) = L&, (147)

Ceci représente un 81gnal qui se propage a la vitesse c a partir de la position de la particule.
On remarque que BLE.L amplitude du signal va en ~ 1/r'.

5.5.2 Flux d’énergie et puissance EM émises par la charge accélérée

Par définition, ce flux est le vecteur de Poynting, Eq.(139) :
~ 2 3 S 2 - EG - 2
S = EpC E x B = goC Egeg X —€p = EocEeer .
c

On remarque que S, est toujours positif, ce qui veut dire que le flux d’énergie EM s’éloigne
toujours de la particule, autrement dit que la particule émet de I’énergie EM. (N.B. :
¢ = —&,, voir Fig.41). Avec (146)(147),

QPa(t' =t —1r'/c)sin®0

-
1672ec3r?

g (148)

L’intensité de 'onde EM émise par la particule accélérée va comme ~ 1/r”%. Elle est
modulée en direction comme ~ sin®#, ot1 6 est I'angle entre 1’accélération instantanée de
la particule a sa position apparente et la direction d’observation (Figure 42).

Puissance totale instantanée rayonnée par la charge accélérée. Soit S une sphere
de rayon R centrée sur la position apparente de la particule (Figure 43). La puissance

Pmd:ﬁg-d}

En coordonnées sphériques, I’élément de surface est

totale a travers S est

do = R*sinfdfdyeé,

2
¢*a®sin® 0
Prog = d do————~.
d / S0/ 1672gyc3

Avec [ sin®6df = 4/3, on obtient

ainsi,

2 2
q*a

Prg = 14| 149

d 6mec? (149)
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QY

F1G. 42 — Diagramme de ["intensité émise par la particule accélérée en fonction de l’angle
entre son accélération et la direction d’observation.

Fi1G. 43 — Calcul du flux d’énergie EM rayonnée par la particule accélérée.

C’est la formule de Larmor, qui donne la puissance rayonnée par une particule accélérée,
sous forme d’onde EM, recue a une distance R, a l'instant ¢, et émise par la particule au
temps t — R/c.

Dans les unités SI, pour une charge élémentaire ¢ = e = 1.6 x 107'[C], on a

P’/‘ad = 5.68 X 10_54(12 [Watt] .

Cela semble minuscule, cependant c’est par ce mécanisme fondamental que les
antennes émettrices d’ondes EM fonctionnent.

On notera que P,.q est indépendant du rayon R de la sphere ou le flux d’énergie EM est
recu, mis a part le temps de retard R/c. Par le principe de conservation de ’énergie, P,qq
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est, par unité de temps, I’énergie perdue par la particule sous forme d’onde EM du fait
de son accélération. On retrouve la méme quantité d’énergie sous forme de flux d’énergie
EM un temps R/c plus tard, a la distance R de la position “initiale” (apparente) de la
particule.

L’intensité de 'onde émise varie en ~ 1/R?, et la surface de la sphere va comme ~ R?
et donc le produit des deux est constant. Il n’y a pas de dissipation d’énergie EM dans
le vide.

5.5.3 Antenne émettrice : exemple

On considere deux fils de longueur d/2 reliés a un générateur de courant AC (Figure 44).
Le courant oscillant I(¢) fait osciller les charges électriques entre le fil supérieur et le fil
inférieur. Pour simplifier le calcul, on admettra que cela revient a prendre une charge
ponctuelle ¢ qui a un mouvement oscillant d’amplitude d/2 :

+d /2~ 1

Yy —

F1G. 44 — Antenne dipolaire.

2(t) = %dcos(wt) :
Son accélération est ainsi ]
a(t) = —§w2dcos(wt) :
La puissance rayonnée, Eq.(149) est ainsi
*wld? cos*(wt)

24meoc?

Prad =

La relation entre ¢ et 'amplitude du courant est
2/1]

gl = —
w

?
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et donc on a, aprés moyenne sur une période, (< cos? >= 1/2),

17 w2d?
Prag = .
12meqc3

On peut calculer la résistance de rayonnement R,.; de I'antenne a partir de la formule

1 A
Prad = iRrad’IP
et de la relation de dispersion w? = k*c?, et de k = 27/, ol A est la longueur d’onde de

I'onde EM émise dans le vide. On obtient

21 o (d 2_ d\?
e (00 () o 50

5.5.4 Transmission d’ondes EM dans un cable coaxial

On considere un cable coaxial, formé de deux conducteurs cylindriques concentriques,
de rayons a et b (Figure 45). On peut montrer (exercice) qu’une solution possible des
équations de Maxwell, Eq.(115), est

FiG. 45 — Propagation d’onde EM dans un cable coaxial.

r

E(Z,t) = Re <gei(kz_“’t)) € B(i,t) = Re (ﬁei(kz_wt)> €y (151)
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avec w et k constantes réelles satisfaisant la relation de dispersion w? = k?c?, et & et 3
constantes complexes satisfaisant la relation

k
B=—a.
w

Le champ EM est une onde sinusoidale se propageant a la vitesse w/k = ¢ dans la
direction z. L’amplitude est en ~ 1/r. Le flux d’énergie EM associé est

qui est dans la direction z. Moyennant sur une période d’oscillation, on a

Al 1 @*B gol&?
< S >=— €, = ce,
219 12 7 o2 ¢

La puissance transmise a travers une section du cable coaxial est :
b N b
<P >= / < S > -&.27mrdr = go|a?erIn (—)
a
a

Calcul de I'impédance du cable coaxial. On calcule, avec la loi d’Ampere-Maxwell,
Eq.(116)(d), la relation entre le courant I,(z,t) sur le conducteur central et les champs
EM (exercice) :

L(z,t) = 2megcie’®*=t) |

[Sur le conducteur externe, le courant est —I.(z,¢)]. On a donc I = 2megcd. La tension
entre les deux conducteurs s’obtient de

b b )
U=— / E.dr = &1n (—) el(kz—wt)
a a

On a donc U = @1n(b/a). L'impédance Z = U/I est ainsi

1 D\ g . (b b
Z = In{-)==—cln|—-)=60In{- hm)| . 152
pE— n (a) 5, cln (a) 60 In (a) [Ohm] (152)

Le cable coaxial a donc une impédance réelle, et donc se comporte comme une

résistance (alors qu’aucune résistivité du conducteur n’a été prise en compte!). On
remarque, en effet, que le courant et la tension, I, et U, sont en phase, comme pour
une “vraie” résistance. Pour b/a = 2.3, un cable coaxial de longueur infinie se comporte
comme une résistance de 50 Ohm.

5.5.5 Modélisation du cable coaxial comme une suite de capacités et d’auto-
inductances

Avec la loi de Gauss pour le champ électrique, Eq.(116)(a), on obtient la charge pour
une longueur Az sur le conducteur central, (exercice) :

Q(z,t) = 2mepae P DAL
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Sur le conducteur externe, cette charge est —Q(z,t). On remarque que I, = (Q/Az)c,
comme si la charge se propageait a la vitesse de la lumiere c¢. Avec la tension U calculée
plus haut et la définition de la capacité () = C'U, on obtient la capacité pour une longueur

de cable Az :
271'50

= 153
In(b/a) (153)
Le calcul du flux magnétique entre les 2 conducteurs, pour une longueur de cable Az,
donne :
I(z,t
O, (2,1) = % In(b/a)Az .
T

De la définition de 'auto-inductance ®,, = LI, on obtient I'auto- inductance pour une
longueur de cable Az :
L= ;‘—0 In(b/a)Az . (154)
T

On peut ainsi considérer le cable coaxial comme une suite infinie de capacités et d’auto-
inductances telles que représentées a la Figure 46. On obtient I'impédance d’une suite de

L L L L
++++++ DD B D
C C C C
L
D)+ T
Z C—— > Ly
I l

Fi1G. 46 — Modélisation d’un cable coaxial.

n + 1 connaissant celle d’une suite de n :

1 Lp + 1wl

ZTH-I - 1 . — B .
7oL T wC 1 —w2LC +iwCZ,

Dans la limite d’'une infinité d’éléments, n — co, Az — 0, on a Z,y1 = Z, = Z, et

L
iwCZ? + (1 —W?’L0OVZ = Z +iwl = Z2+iwLZ—6:O.
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Dans cette derniere équation, le terme ‘wlL va comme Az et donc tend vers zéro pour
une suite infinie d’éléments infinitésimaux, alors que le terme L/C reste fini. On trouve

Z = \g (155)

Introduisant les expressions pour L et C, Eqs.(153-154), on trouve

5 [Ho(n(b/a))* _ poc (Q) | (156)

(2m)2%e, 27 a

qui est bien ce qu’on avait trouvé en (152).

L’approche adoptée ci-dessus fait partie de la théorie des lignes de transmission. Nous
avons montré, dans cet exemple, son analogie avec la théorie des ondes de Maxwell. Le
cable coaxial peut ainsi étre considéré comme un guide d’onde, d’une part, et comme une
chaine de capacités et inductances, d’autre part. Si on rajoute les effets de la résistance
du conducteur R et d’une conductance G entre les 2 conducteurs (par unité de longueur
Az, on peut montrer que la tension dans le cable obéit a I’équation du télégraphe :

w2 \tte) e " e (157)

0*U (R G)@U RG 1 9*U

Sans résistance ni conductance, R = 0 et G = 0, ’équation du télégraphe est de type
d’Alembert. On verra au chapitre III ONDES qu’ elle décrit une propagation d’onde
indéformable dans la direction z a la vitesse u = /1/LC. Avec les valeurs de L et C
calculées a la page précédente, on trouve

/1 1
u = _— — = C
LC Y eopo

ce qui confirme bien le fait que les ondes se propagent a la vitesse de la lumiere dans un
cable coaxial.

Pour plus de détails, voir sous

http://www.math.ubc.ca/“feldman/apps/telegrph.pdf
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A.1 Champ magnétique dipolaire, Eq.(75), démonstration

FiG. 47 — Calcul du champ dipolaire.

Le dipdle est une boucle de courant I, cercle de rayon a. Soit (x,y, z) les coordonnées
cartésiennes et (r, 6, p) les coordonnées sphériques. A partir de la formule de Biot-Savart

pour le potentiel vecteur A, Eq(62), avec j’(f’)d%’ = Icfl/, on a

=/
2 ,u()] dl
= — . 158
@)= é!f—xﬂ (158)
Plagons les axes de telle sorte que Z soit dans le plan (z,z). On a :
T = r(sin0é, + cos O¢e,) (159)
T =a(cos¢'é, +sing'e,) (160)
i = ady’ (—sing'e, + cos¢'e,) (161)
On a donc
T—2 = (rsinf —acosy’) €, — asing'é, + rcos ¢,
|7 — |* = r?sin? 0 — 2arsin 0 cos ' + a® cos® ' + a?sin® ' + 1% cos? §
) a a?
=7 (1—-2-sinfcosy + —
r r
81
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Au premier ordre en (a/r),

1 1 1
R ‘ ~ - (1 + %sinb cos 90') . (162)
| | ry/1—2(a/r)sinfcosy’ T T

r—x

Insérant cette derniere expression et (161) dans I'Eq. (158), on a

= MOI o / . /= /= 1 a . /
A(T) = — ady (—smgpez—l—coswey)—<1+—sm9008<p>
A Jo r r
I 2
= MLE/ [(—sz’ngp’ — sin ¢/ﬂ sin 6 cos gp’) Cr
A r Jy r

a . —
+ (cos © + —sin 6 cos® cp') ey] dy' .

Seul le dernier des 4 termes sous I'intégrale donne un résultat non nul, ( fOQF cos? p'dy' =

7), et donc
. Ia?
A7) ~ “Lﬁ%mn 0¢, .

Avec la définition du moment magnétique dipolaire, Eq.(74), |u| = ITa?, on a

- ol |p]sind
A(.T) ~ E 742 ey .

Ceci est le potentiel vecteur en un point # choisi en ¢ = 0 (voir Figure). Pour un point
Z quelconque, ¢ # 0, et on a

S pol |plsing
A(Z) ~ oz o (163)

On remarque qu’en coordonnées sphériques, A n’a qu’une composante (selon ¢) : on a
A= A,(r 0)e,, autrement dit

A, =0, Ag=0, —=0. (164)

En utilisant ces propriétés, on obtient I'expression du champ magnétique B () a partir
de B =V x A en coordonnées sphériques :

= Moli] |- 1 0 (sinf . _| 190 [ sinf
B(7) ~ 47 {er {rsinﬁ@@ 72 sind )|+ r Or " 72

tolf| [ 2sinfcosd te sinf [ —1
== Er N € - 5 3
47 r3sin 6 o r 72

5= fol |
B(#) = 47r3

(2 cosbé, + sinbeép) | . (165)

L’équation (75) est donc démontrée.
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