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Densité d’énergie

dUu. 1
— L - p (9.18)
d(volume)  2ug

Résumé des composants des circuits que nous avons vus jusque la

a’? source de tension

Vo (DC) V = Vysin(wt)
(AC)

—\N\/— V =iR dissipation

O—{ }—Q stockage de ¢, d’énergie en E (avec Ug = %%), filtre; Vo = &

B délai V' — i, stockage d;énergie en B (avec U, = 1Li%),
ﬁltre; VL = —Ojind — Ld—;

idt

Note 9.13. C : Vg = % =
ntégrateur.

o la tension a travers C' est 'intégrale du courant —

L: V= —L% :la tension a travers L est la dérivée du courant — différentiateur

Ces deux propriétés sont trés utiles pour les circuits électroniques.

9.4 Circuits AC et impédance complexe

Circuits a courant alternatif (AC)

Représentation complexe
V(t) = Voe™' = Vi coswt + iV sin wt (9.19)

On peut considérer la tension “vraie”, ou “physique”, comme la partie imaginaire de la
tension complexe (on pourrait aussi choisir la partie réelle, selon notre choix de convention

pour la phase).

149



Physique Générale 111

EPFL 2023

A. Fasoli

Cette représentation simplifie énormément les calculs, parce que les équations différen-

tielles deviennent de facto des équations algébriques.

Dans ce contexte, on définit 'impédance d’un élément

(Z € C)

(c’est une généralisation du concept de résistance).

1. Pour une résistance R : —ANN—

(dissipation)
b
W@ )3
i)
a
Im
iwt
= Zp = Vor™ _ g
ﬁﬁéiwt
R

-

2. Condensateur C :

(stockage charge et énergie électrique)

V(t) @ —__C

i(t)

QW) vy .
== =g dt

wt 1
= |Zo = V/O¢ 5 =
Cvozw¢lw wC

?

wC

(9.27)

— C_(V'Oeiwt) — C‘/Oiweiwt
i(t)
(9.26)

(9.20)

(9.21)

(9.22)

(9.23)

(9.24)

(9.25)

150



Physique Générale 111 EPFL 2023 A. Fasoli

Note 9.14. Attention a ne pas confondre le courant i(t) avec l'unité imaginaire i.

T ) 7T>
‘ i ‘ i wit o
On peut écrire i(t) = iwCVpe™! = e 2wCVye™' = wCVe ( 2

T

le courant a une avance de phase de g(QOO)

[I1 faut d’abord un courant pour charger la capacité et créer une tension.|

3. Inducteur L : __

(stockage énergie magnétique)

40 @ %L V(t) — Ldg—g) =0 (9.28)

di V. Vo
= = —€

Z=7T=7 (9.29)
T m
, Vo Vo —im .. Vo i<wt—>
di —dt et — 270 it 70 9 tiwt "0 2
/ ‘e / zwL wLe wLe ¢ wLe T
le courant a un retard de phase de E(QOO)
(9.30)
[Loi de Lenz : “inertie” par rapport aux variations...]
Im |
, _ Vot
Impédance Z; = =wlL
ﬁ¢iwt ~ Re
wt
(9.31)

Note 9.15. Un des grands avantages de cette représentation avec nombres complexes et

impédances est que les impédances se_combinent comme des résistances (Y Z; = Zyor en

17!
série, et {Z 7} = Zior en ||).
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Circuit RLC en AC

V(t) est imposé : V(t) = Vysin(wt) = Im (Vpe™?), ou, en notation complexe, Vye™?

Les éléments sont en série, donc :

R
AAAY

Iyt = Lp+ Zo+ 21, =

V(t) @ — :R+,L+ML:
wC

) 1
Q000 :R+z<wL—E)

i(t) = =L = (9.47)

1 2
|Ztot| = \/R2 + (CUL — E)

Ziot = |Ztot‘ei¢ avec 1 wlL — % (9.48)
= t . We
¢ = arctan 7
Graphiquement
Im (Ztot)
Zto 1
wlL — % ********* vt wl — _O
w ! t = W
| an(9) = ——
) |
R " Re (Ziot)

On peut écrire i(t) comme

Vet Vi eiwt — ' ‘
_ o€ g _ Yo€ € = ig(w)e™te™™ (9.49)

it) =
|Ztot| \/R2—|— (WL—%)Q
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Trois points limites sont particuliérement intéressants :

_7
2

. i 1 /_/%
Ve“te zarctan( wll%c) ] ) N . o

(1) w—0=i(t) ~ = - = Voe“’th’e”arCtan( 00) _ Voe™'wCe'2

(wC)?
(9.50)
le condensateur domine le comportement du circuit
Voei“’te_i arctan(+4o00) ) 1 .

2 w — 00 = 1(t) ~ = Vpet—e "2 9.51
&) () — e — (951)
I'inducteur domine le comportement du circuit
(3) w=uwy= Jic = wlL — el 0 ‘“résonance” (9.52)

Voeiwte—i arctan(0) Vbeiwt
i(t) = = 9.53
) — - (9.5
la résistance domine le comportement du circuit
Graphiquement
i kool §
= \
w b D e b
A i iy e i dd.-L
° ‘At'f’\”;oi;lf‘;“ oL La réponse maximale (max.
L i courant pour tension don-
II/J — W née) est  obtenue  pour
N /
it &) JTE Fx L w=wo= —
L (ke I-/,, N\ LUt VLC
\f
= / > W “fréquence de résonance”
7~
/ L J4 € ge oo FUvW*f
£ ,,/.
= T s
2 C

Ces circuits RLC, avec leur comportement dynamique (oscillations, changement de ca-
ractéristiques entre capacitives, inductives et résistives selon la fréquence, déphasages
etc.) ont beaucoup d’applications pratiques. Mais ils ont aussi un role fondamental dans
I’avancement de notre connaissance des phénomeénes électromagnétiques.
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Chapitre 10

Equations de Maxwell et ondes
électromagnétiques
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10.1 Oscillations électromagnétiques

Nous sommes préts pour mettre ensemble ce que nous avons appris sur I’électromagné-
tisme et voir comment un modéle complet peut nous amener a la découverte des ondes...
donc a la lumiére.

Rappel sur ce que nous savons de E, B:

F= qﬁ F= qu X B <+ effet produit par le champ
$ E-dA = Qen s $ B-dA = < pas des charges magnétique libres
S fermé €o S fermé
Relation @ &
o 7 ¢ d >3 1 ) )
& = 550 E-dl="7" T fS(C) B-dA « ‘manque’ le ‘courant’ de charges

C : chemin fermé magnétiques [car il n’y a pas

de charges magnétiques libres|

0 0

$oB-dl = /,Loientogé + 7 + manque le flux de E pour
o avoir une symétrie

i qui perce la surface S(C)

Cette idée de chercher une symétrie entre E et B est venue du génie de Maxwell (~ 1860— 70).
En plus de remarquer un manque de symétrie pour les flux de Eet B , Maxwell remarque

un paradoxe avec la charge d’un condensateur, apparemment incohérent avec la loi d’Am-
pere.

Probléme de la charge d’un condensateur (i = const. ; mais la charge, donc F, augmente)

les surfaces (ouvertes)

St et Sy ‘reposent’ sur

la méme boucle fer-

mée C.
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Ampére : avec Sp :j{ B-dl = Iu()ientogré = ot = B #0
C en oq

sur C'

avec Sy 1 @ B -dl = i c=0=B=0
2 fé« VB2 Ho egﬁog;e sur C
= r

Les deux donnent deux résultats différents! Comment est-ce possible? Qu’est-ce qu’il

y a de spécial entre les plaques de C'?7? = un champ électrique qui change (méme si
i = const.).

10.2 Courant de déplacement

Idée de Maxwell : il doit y avoir un autre type de courant, et pour respecter les
symétries E+ B , ca devrait étre lié au flux de E (en particulier, a sa variation - dans ce
cas, son augmentation). Il ne s’agit pas d’un courant dans le sens qu'’il y a un mouvement
‘physique’ de charges qui se déplacent sur un conducteur, mais c¢’est un courant dans le

d
sens qu’il y a une variation de ¢ dans le temps, ip = _q. Calculons ip

dt
ip = % = %(C’V) = C’% (ip : “courant de déplacement”) (10.1)
mais % = FE, et, pour un condensateur a deux faces paralléles, comme dans le dessin,
C = 803
=ip = C% = 503%@?&) = EOACZ—EE = 50%(EA) = 50% (10.2)

Voila ce qui manquait ! Donc

o . . . d®p
% B-dl = Holentoure T 02D = Molentoure T  Ho€0  —— (103)
C ~— dt
const.=—=
c2

Cette construction a l’air purement mathématique. Comment peut-on se convaincre de
I’existence de ip ?
— en mesurant les conséquences de ip, notamment le champ magnétique crée par ip, et

le comparant avec la valeur calculée.
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Calcul de B produit par le courant de déplacement ip
B =7
Ampére (avec ip)
. , 1do
. Bl = o Lo i = 5
C1 S—— c? dt
~
gi-
[ 1 2dE
(a) r<R j{ B-dl:BQﬂ'T:—Z—(Eﬂ'T2) —%—
o c c2 dt
mr?d (V mr? dV
L (A L 10.4
c? dt (d ) c2d dt (104)
frrdv 1 rodV
t B=1_-"_" - - 10.5
TONMOWe 5= el 2 23d di (10.5)
. 1dd 1d
(b) r>R j{B-dl:B%rr:—z—E:——(EwRQ):
Cy 2 dt 2 dt ~— —>
TR2dV !
= 2d dt car en dehors des (10.6)
plaques du condensateur
le champ £ =0
B
_¢R2dV r R? dV R dV
©e3d dt 29tr 2rcd dt 22d dt |/ | o
(10.7) 7
R

Ce champ est réel et peut étre mesuré!

Note 10.1. Le concept de courant de déplacement permet en effet d’appliquer les régles

de Kirchhoff (en particulier, celle des noeuds) en présence de condensateurs C. Si non,

comment pourrait-on avoir un courant “a travers” un condensateur ?

En effet, un “vrai” courant rentre d’un coté (un courant “de conduction” qui améne des

charges), et un courant de déplacement sort de l'autre.
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10.3 Equations de Maxwell en forme intégrale et diffé-

rentielle

Voici la vision compléte des champs électriques et magnétiques E (Z,1), B (Z,t), décrit par

les équations de Maxwell en forme intégrale :

74 E.di— Yens, f B.-di=o: (10.8)

Sfermé 60 Sferme

j[Edf [ 5.ai fédf ot~ [ B4k (09)
: =~ 7 : ) : = Ho%lentourée 7, : .

C dt Sc C 0%ent C2 dt Sc

Note 10.2. La loi d’Ampére généralisée est valable aussi dans un miliew (matériau)

magnétique : g doit juste étre replacé par p (perméabilité relative du matériau,).

Note 10.3. La loi d’Ampere généralisée est valable aussi dans [’espace vide, ot il ne peut
y avoir aucun courant de conduction. Ceci a des implications trés profondes : E et B

sont liés partout, y compris dans le vide, pour autant qu’ils varient dans le temps!

L’échange d’énergie entre Eet B peut se faire sans un circuit matériel (ex. LC), et peut
donner lieu a la propagation d’ondes, c’est a dire des perturbations qui se propagent a
vitesse constante, en général sans changer de forme. Ces perturbations transportent de
I’énergie, de la quantité de mouvement, de 'information, mais en général pas de masse.
Essayons de trouver la forme différentielle des équations de Maxwell, et & partir de ca les
équations des ondes électromagnétiques.

Pour ca, nous avons besoin de deux théorémes mathématiques :

1. Théoréeme de Gauss ou de la divergence

fﬁ-d/‘f: JosV - EdV (10.10)
S

volume correspondant & la surface fermée S

V - E ou div(E) “divergence de E” (10.11)

- - O0E, O0FE, O0F, _

V-FE= + —2+ ; c’est un “flux par unité de volume” (10.12)
ox dy 0z

- o 0 0
teur.V—{%,a—y,%
. . (0 9 0 0B, 0E, OE.
E={Gr gy e} B BB = T 019

V est ‘prét’ a étre appliqué a nimporte quel champ vectoriel.
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Note 10.5. V - E mesure effectivement le degré de divergence du vecteur E en un
point donné (P).

€ W b
_ A E Y\ f/? HoA \L‘-(" /:9
Ex Tl‘m 2 2 =0 o 37 DeE?0 /)}!,,&E
II\(\ 1\? /[ N UE -
2. Théoréme de Stokes
7{ Bl / (Vx B)-dA (10.14)
¢ S(C)

surface correspondante au circuit fermé C

V x B ou curl(B) ‘curl of B en anglais, ou ‘rotationnel de B’ en francais

(10.15)
V x est une sorte d’intégrale de boucle par unité de surface. (10.16)
T gz
- o 0 0 0B, 0B 0B, 0B 0B, 0B
B=|= = Z|l_; z YPy A Y2z z s [ YPy T
VX Or 0Oy 0z $(8y 8z>+y(8z 8x)+z(8w 8y>
B, B, B,
(10.17)

e V X B mesure a quel point B “s’enroule” au tour du point considéré. Ex.

v F oy <~ <

J - '-q"f“ == )

L\{GE‘E\? Q0 «8 rawal Pt
2}’”4 S

Rappel V- et Vx sont des opérateurs différentiels.

e Nous sommes préts a manipuler les équations de Maxwell en forme intégrale.

166



Physique Générale 111 EPFL 2023

1. Loi de Gauss

5 . thédqrémc de la R 5 Q g 1
f E-dA / (V-E)av =22 = [ pav
S V(S) €o €0 Jv(s)

d
avec p = ﬁ densité de charge; en général p = p(7,t)

_r
€0

} dV =0 pour tout volume V(S)

A. Fasoli

(10.18)

(10.19)

(10.20)

Cette équation met en relation le champ électrique E et sa source, la densité de charge

p.

2. Lois du flux de B (n’a pas de nom particulier...)

]{ B-dA=0 = / (V-B)dV =0 pour tout V(S)
S V()

—

= V-B=0

Cette équation indique la propriété de B de ne pas avoir de ‘charges’ libres

3. Loi de Faraday
- _’thé%rélll;)gde . - .
j{E-dz Ea / (VxE)-dA=
c s(C)

4
dt S(C) T 5(C) ot

]}
-t
|

—

o))

IS
=y

SN}

d 0 _ _
note : —®p devient — pour B, car B = B(&,t)
dt ot

:>/ ﬁxﬁ—l—a—B cdA=0 pour tout S(C)
5(C) ot

= VXxE=—— cette équation lie E et B directement

(10.21)

(10.22)

(10.23)

(10.24)

(10.25)

(10.26)
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4. Loi d’Ampére

MgiD
R - oo 1d L
]{B-dz :7{ (V x B) - dA =it L[ B.aA o (027)
c S(C) c2dt Jge)

_ - - 10E| -
Donc / V x B — poJ — —28— -dA =0 pour tout S(C) (10.28)
S(C) c ot

- o - 10E

(10.29)

Cette équation relie B asa source, J_; et au champ E (dont la variation dans le temps
aussi produit un champ E)

Résumé

o [ et B sont couplés.

e Les sources des champs sont p et J.

10.4 Ondes électromagnétiques a partir des équations

de Maxwell
Considérons le systéme de Maxwell dans le vide : S_,:(()) (pas de source < pas de
charges) )
V-E=0; V-B=0
. 0B - = 10F
VXE:_E; VxB:c—QW

Combien d’équations ? 2 scalaires + 2 vectorielles = 2+ 2 x 3 =8
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Combien d’inconnus? E,, E,, E.; B, By, B, = 6

/77|

= systéme “sur-déterminé

Mais les 8 équations ne sont en effet pas toutes indépendantes :

—

V- (VxE)=0 toujours, et V-(VxE)=
—_——

=0

L A h _‘. Y4 é: —_——
a méme chose pour V- (VxB)=0 <& 02825(

0 - 4
(V-B)=0

aﬁ-E)zo

A. Fasoli

Pour résoudre le systéme, choisissons une géométrie simple. Supposons que les champs

varient uniquement le long de z :

d o E
L vE=%_y <
0z

E, = const.

(10.30)

Mais je ne peux pas avoir E, = const. # 0 partout, car cela correspondrait a une

énergie infinie : Ug = [ =g E?

2
Donc E, = const. =0 = ondes transversales !
- = 0B, )
2. V-B= 55 0 = méme raisonnement que pour F,
z
B, =const. =0 = ondes transversales!
3. - = 0B
VXE=——
8 ot
r oy oz
0 . [ OE, R
= | = _
o 0 gl (52) o
E, E, 0
ok, O0F,
On peut écrire {_a_zy’ 5 } =
OF, _8By
0z ot
=
ok, 0B,
dz Ot

(10.31)

(10.32)

(10.33)

(10.34)

(10.35)
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4. ~ - 10E
VXxB=——
. 2 ot

N {_8By 0B, 0}:{18&5 10E, O}

0z 0z 2 ot 2 ot
ot 0z
=
ot 0z
Il nous reste & combiner les systémes @ et .
Prenons la dérivée de par rapport au temps
0 (0E,\ 9*B,
o=\ ot ) o : ~ 0E,  ,0B,
Q OE, _asz , mais, de. 5 ——CE
oz \ ot ) o
0 ,0B 0*B
Donc EP (—c f)zy) =— ato, ou

o*B, 10°B, 0 la mé 4d ¢
- = =0 avec la méme procédure on trouve
072 2 Ot? b
0*°E, 10%*E, .
52 2 oE 0 et idem pour E,, B,.

A. Fasoli

(10.36)

(10.37)

(10.38)

(10.39)

(10.40)

(10.41)

Ces équations couplent les variations spatiales et temporelles des champs, en donnant

lieu & des ondes qui se propagent a vitesse ¢ ~ 3 x 103 m/s.

10.5 L’équation d’onde et la solution générale

En considérant les équations de Maxwell dans le vide dans leur forme différentielle, et une

géométrie simple, et en assumant que les champs varient uniquement sur une direction

(z), nous avons vu que les champs E et B doivent satisfaire & une équation d’onde.

Mais que signifie satisfaire & une équation d’onde ?

— cas générique A = A(z,t) [a une dimension]|, équation d’onde (ou équation de “d’Alem-
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bert”)
PA 10°A 0
022 2 ot2

La solution générale a la forme A(z,t) = g(z—ct)+h(z+ct) avec g, h fonctions arbitraires.

ili i A6 e dg / d2.g "
En utilisant la notation générale pour la dérivée, — =¢'; — = ¢" :
dx dzx?
0?A "
= — h”

9.2 9 *

0A 0 0

ot gla(z —ct) + h’a(z +ct)=¢ - (—c)+ 1 ()
g - —cg" (=c) +ch” - (+¢) = (" + ")

ot?
PA  10%A " 1
R — h//__2 " h//: ]
022 2 Ot? g+ 2 (g" +h") =0

Quelle est la signification de g, h 7 Considérons une certaine forme pour g

Au, bt

- 7 "11\ 4"(_"_9 3—

Aprés la distance Az et le temps At, nous avons g(z + Az — ct — cAt). Ce terme a la

méme forme que g(z — ct) toujours, pour autant que Az —cAt =0 = % =c.

Ceci veut dire qu’'une perturbation (de n’importe quelle forme) se propage (a travers
Az

'espace et le long du temps) avec la vitesse ¢ = 32, sans donner lieu & un transport de

masse.

Note 10.6. Le terme g(z—ct) nous donne une propagation qui avance dans le temps vers
les z croissants (vers la droite 4+z). On aurait pu choisir h(z+ct) : ceci nous aurait donné
une perturbation qui se propage dans la direction opposée (—z), donc vers la gauche.

Donc notre onde électromagnétique peut étre exprimée comme

E, (z,t) = g(z —ct) + h(z + ct).

(o)
ot

o 20B s 1 .
= —c*=*. Considérons la propagation

Mettons ensemble E et B en se rappelant que
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dans la direction +z uniquement

E={f(z—ct); glz—ct); 0}

52{—%9(2—@); %f(z—ct); 0}

g, f sont des fonctions arbitraires, indépendantes entre elles.

Note 10.7. E, est indépendant de E,, B, est indépendant de B,, mais B, et E, et B,

et E,, sont couplés.

Propriétés
(1) E-é:o = ELB
2) E donne la direction de propagation

(2) E

E
(3) | g
(4) Les ondes électromagnétiques sont transversales (les composantes non-nulles de E et
B sont L a la direction de propagation)

(5) Vitesse de propagation ¢ = \/;)W
A la place de considérer des fonctions génériques g et f, on peut se rappeler du théoréme
de Fourier, et du formalisme de la transformée de Fourier, et exprimer la solution en

termes d“ondes planes”.

10.6 Transformée de Fourier et ondes planes

Fonctions périodiques : f(t) = f(t+nT) ; n=1,2,3...
f(t) peut étre exprimée comme une combinaison linéaire de fonctions sinusoidales (sin

ou cos) :
a , ap - moyenne de f(t) sur
f(t) 5 T nzzl [an cos(wyt) + by sin(wpt)] 5 f wne période
ap =2 [ f(t)dt

2m 2

w1 = T ) Wp = T n

Jan = 2 [T f(t) cos(wnt)dt

e

by =2 [\ f(t)sin(wnt)dt
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