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Chapitre 0

Rappels mathématiques

L’analyse de problémes physiques nécessite un certain nombre d’outils mathématiques.
L’objectif de ce chapitre est de rappeler les bases mathématiques des vecteurs, dérivées,
primitives, intégrales et développement limité.

1 Vecteurs

Un vecteur est caractérisé par :

— sa norme, c’est a dire sa longueur,

— sa direction, qui est la droite qui le porte,

— son sens, sur cette droite.
Un vecteur servira donc a représenter une grandeur pour laquelle, en plus de la "valeur"
(norme), il est important de connaitre le sens et la direction. Typiquement, ce sont les
déplacements, les vitesses, les accélérations et les forces (un bilan des forces s’effectue a
I'aide de vecteurs).
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FI1GURE 1 — Exemple d’additions vectorielles

Pour rappel, la Figure 1 démontre les notions d’égalité entre vecteurs (méme norme, sens,
direction) et d’indépendance du point d’attache (notamment pour 'addition vectorielle).
Cependant, lorsqu’on travaille avec des forces F , le point d’application est une caracté-
ristique importante (mécanique du solide) : le poids s’applique par exemple au centre de
masse de I'objet.

1.1 Coordonnées cartésiennes

Afin de manipuler les vecteurs dans l’espace (& 3 dimensions), il est commode de les dé-
composer selon leurs composantes cartésiennes (€, €, €7).

On fait partir le vecteur de 'origine du repére, les composantes du vecteur sont alors les
coordonnées cartésiennes de son extrémité A : voir Figure 2.



z Le vecteur @ peut s’écrire grace aux composantes et
aux vecteurs de base du repére :
dz A
A S o o o
0 = az€y + ay€y + a.e, (1)
0 y Si €, €y, €, sont fixes dans l'espace, on pourra noter
ay ay verticalement les composantes du vecteur @ :
a
X . z
@) ay (2)
FIGURE 2 — Ici, @ = OA a comme a

composantes a;, ay, a.

La somme de deux vecteurs se calcule par la somme de ses composantes :

ax bqj R a.l‘ + le
al ay +b| b, =d+0b| ay+by (3)
a b, a, + b,

Les composantes du vecteur ﬁ s’obtiennent par la soustraction des coordonnées des
points B et A.

zA B TR —TA
Al ya ; Bl ys — AB YB — YA (4)
ZA zZB 2B — %A

1.2 Dérivées de vecteurs par rapport au temps

En physique, il arrive que les vecteurs soient des fonctions du temps ¢ :
() = a,(1) & + 0y (1) &, + ax (1) €. (5)

Nous aurons ainsi besoin de calculer leurs dérivées par rapport au temps. Lorsque les
vecteurs de base (€, €y, €,) ne dépendent pas du temps, on peut écrire :

da _dag day da, _

E—Eegﬁ—ﬂey—l—ﬁez (6)
_ | dag/dt

ou en notation verticale : — | da,/dt (7)
A o, dt

Dans certains cas, les vecteurs de base seront aussi dépendants du temps : (€, (t), €, (), € (t)).
Il faut donc appliquer la régle de la dérivée d’un produit :

ﬁ . @ g ta dgx/ n day/ & +a dgy/ n daz/ & ta dgz, (8)
d — dat T T VT e T ar T a

d, . d, . d, .

pn (ayéw) yr (ay€y) 7 (ax€y)
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1.3 Norme

La norme d’un vecteur est par définition la longueur du segment sous-tendu. Pour un
vecteur 1@ donné, sa norme est la longueur du segment [AB].

La norme de @ s’obtient en calculant la racine carrée de la somme des composantes au
carré (en coordonnées cartésiennes) :

@l := /a2 + a2 + a2. 9)
On pourra noter a = ||@|| et ainsi désigner la norme du vecteur vitesse U par v.

1.4 Produit scalaire

La Figure 3 permet de visualiser 'opération produit
scalaire entre les vecteur OA et OB :

o408 = o] |08 o o)

- o] |03
=[[o4] or
> A ol @ est la projection du vecteur O? sur O—1>4 Le

produit scalaire permet donc de calculer la norme
de la projection d’un vecteur.

FiGURE 3 — Produit scalaiggntre

OA et OB, avec projection OB'.

Quelques remarques concernant le produit scalaire :

— Pour 6 = 7/2, c’est a dire OA 1L OB (orthogonalité) on a OA-OB =0

— Lorsque O—z>4 et @ sont colinéaires et de méme sens, on a O—z>4 . @ = HO—ﬁH HO@H
— Lorsque O—1>4 et @ sont colinéaires et de sens opposé, on a 0—340? =— HO—ﬁH HO?H

En reprenant la Figure 2 et I’Eq.1, on peut extraire les composantes d’un vecteur en prenant
son produit scalaire avec les vecteurs de base (€, €y,€>) :

a;=a-¢€, 1=,z (10)

1.5 Produit vectoriel

Le produit vectoriel de deux vecteurs 4 et ¥ non colinéaires se définit comme 'unique
vecteur W = 4 A U tel que :

— le vecteur w est orthogonal aux deux vecteurs donnés = direction de w;

— la base (@, ¥, W) est de sens direct = sens de W ;

— ||| = ||| - ||| - | sin(d, 7)| = norme de .

Si 4 est colinéaire & ¥ alors @ A ¥ = 0 (en particulier @ A @ = 0).



Le produit vectoriel de deux vecteurs se calcule par le produit croisé des composantes deux
par deux selon la méthode suivante :

al b1 a2b3 — agbz
alas ; bl by — aAb| —a1bs+ azb; (11)
as b3 a1b2 — a261
La formule obtenue en Eq.11 implique que @ A b= —bAa. Il est utile de connaitre les

identités du produit vectoriel entre les vecteurs de base du repére cartésien orthonormé
direct (€, €y, €x) :

Gy NEy =, (12)
&y NE =y (13)
. NEy =&, (14)

2 Trigonométrie

En physique, nous utiliserons souvent les angles en radians. Le cercle complet fait 27
radians. Cette définition permet de relier directement la longueur de 'arc de cercle a
I’angle et au rayon par [ = R avec 6 en radians.

h

FIGURE 4 — Cercle trigonométrique et longueur d’arc. 6 est défini par rapport a I'axe (Ox).

niére suivante :

0 opposé
sinf = ———
hypothénuse
adjacent
. cos = ————
0 adjacente . hypothénuse
sin 6 opposé
. . tanf = = —
FIGURE 5 — Trigonométrie dans le cosf  adjacent

triangle rectangle

Les quantités trigonométriques sin, cos, tan sont reliées
aux longueurs des c6tés du triangle rectangle de la ma-



Les identités trigonométriques peuvent s’avérer utiles pour la résolution de problémes, en
particulier :

— sin(m — ) = sin(0), cos(m — ) = — cos(0)
sinEw/Q —0) = cos(#), cos(m/2 — 0) = sin(0)
(

s%n —60) = —sin(0), cos(—0) = cos(f)

in(m + 6) = —sin(h), cos(m + 0) = — cos(#)

|
)

/2 tan 6

FIGURE 6 — Trigonométrie dans le cercle

— cos? 6 +sin® 0 = 1, pour tout angle 6.
~ tan?§ = -1
" cos? 4
cos(a + b) = cosacosb —sinasinb
— sin(a +b) =sinacosb +sinbcosa

Il est courant d’utiliser vecteurs et trigonométrie en méme temps, par exemple lorsque
vous aurez a trouver les composantes d’un vecteur dont vous connaissez la norme, et ’angle
qu’il fait par rapport & un axe de référence. En d’autre termes, la projection d’un vecteur
donné sur des axes (pas forcément verticaux ou horizontaux).

Sur la Figure 7, on décompose le poids P en deux composantes selon les axes = et y.
L’angle d’inclinaison « peut étre reporté a plusieurs endroits sur la figure afin d’en déduire
P= Psinaé, — Pcosaéy.



FIGURE 7 — Projection du poids P sur les axes inclinés z et Y

3 Deérivées, primitives, intégrales

En physique, nous aurons souvent besoin d’analyser des fonctions dépendant de variables.
Pour cela, les outils dérivée, primitive et intégrale seront utiles.

3.1 Dérivée

Soit une fonction y = f(x) représentée par une courbe y = f(x) dans le plan. La corde
prise entre deux points a une pente caractérisée par 'angle 6 (voir Figure 8).

Ay
tan@ = ?x

o 477

/\

/\%

FIGURE 8 — Ici, le point 1 dénote le point de coordonnées (x1,y;) et le point 2 celui de
coordonnées (z2,y2). On a Ay = yo — y1 et Az = x9 — x1.

La dérivée de la fonction f (notée f’) au point 1 est la limite de tan § = Ay/Ax quand
le point 2 tend vers le point 1. C’est donc la pente de la tangente a la courbe.

Ay . flei+dx)— f(z) _df

! = 1li — =1 = 1
fla) = Jim - = lim e e (18)

En physique on utilisera souvent la variation infinitésimale de la fonction f donnée
par :

df = f(z +dz) — f(2) (19)
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pour une variation dz de x.
Le tableau suivant rappelle les dérivées de certaines fonctions usuelles :

Fonction | Dérivée
cos T —sinx
sinx COS T
tanx 1/cos’z

Inz 1/x
er er
z" na !

TABLE 1 — Dérivées de fonctions usuelles

Pour deux fonctions f et g, on a les régles suivantes :

— Produit : (fg)'(z) = f'(z)g(z) + f(z)g' (x)

— Composition : (f(g(z))" = g'(x)f'(9(x))
Ces deux régles permettent d’en déduire beaucoup d’autres : par exemple f/g qui est le
produit de f et de la composition de 1/ avec g.

3.2 Primitive

Le calcul de la primitive de f(x), est "la manoeuvre inverse" du calcul de la dérivée. En
effet, on cherche la fonction F(z) telle que F'(x) = f(x). Etant donné que la dérivée d'une
constante est nulle, on peut ajouter n’importe quelle constante & F' ¢a ne change rien,
donc la primitive F de f est définie & une constante prés : pour F' = F + ¢ on a toujours
Fl(z) = f(z).

Par exemple, pour f(z) = cosz, une primitive de f est F(z) = sinz + A, avec A une
constante d’intégration. De plus, si la valeur de F' en un point particulier est connue :
F(x9) = Fy alors on peut déterminer A = Fjy — sin xg.

3.3 Intégrale

Lorsque I'on cherche & calculer I'aire A sous la courbe de f(z) entre un point = a et un
point x = z, on utilisera l'outil intégrale.

4 1) Cette aire peut étre approximée par la somme des pe-
/ tits rectangles de hauteur f(x;) et de largeur Az; :

// A~ Z f(@i)Az;

i

de l'intégrale, ot F' est la primitive de f :

FIGURE 9 — Visualisation de l'in-
tégrale d’une fonction et des petits
rectangles de largeur Ax.

A= /Zf(:c)da: =F(z) — F(a)

11
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4 Développement limité

Enfin, le dernier outil introduit est le développement limité (ou développement en série de
Taylor). Ceci nous permettra de remplacer une fonction compliquée par un polynéme plus
simple & manipuler. Le développement limité de f autour d’un point xg est donné par :
d e d”

f(xo +¢) ﬁf(xo)+£f($o)€+'“+mw (z0) (21)
Il s’agit d’un polynéme de degré n en ¢, étant donné que les dérivées de f en x( sont des
valeurs.
Pour donner un exemple, on calcule le développement limité de f(z) = (14x)" pour x petit,
c’est a dire autour de xg = 0. Les deux premiéres dérivées de f sont f'(z) = n(1 4+ z)" !
et f"(z) =n(n—1)(1+2)" 2 On a alors :

2

F@o+2) = F(0) +<f'(0)+ S 1"(0) + ...
2
d’ott on déduit : f(s):1+n5+n(n—1)%+...
2
en remplagant € par x : f(x)zl—l—n:r—i—n(n—l)%—i—...

pour z proche de 0, 22 ~ 0 : f(x) ~ 1+ nx.

Le tableau suivant rappelle certains développement limités utiles autour de zg =0 :

Fonction | Développement limité
cos T 1—2%/2
sinx x
tanx x
In(1+ x) x
e’ 1+=zx
(14 x)" 1+ nx
1/(1 4 z)” 1 —nx

TABLE 2 — Développement limité en 0 de fonctions usuelles

12



Chapitre 1
Cinématique

1 Référentiel, Repére

Le terme cinématique désigne la description des mouvements. Pour décrire mathématique-
ment les mouvements, nous avons besoin de :

— référentiel : systéme de référence par rapport auquel on mesure le mouvement.
Par exemple : référentiel du laboratoire, référentiel géocentrique (avec origine au
centre de la Terre), référentiel héliocentrique (origine au centre du soleil). Le choix
du référentiel dépendra du probléme qu’on souhaite étudier.

— Porigine du référentiel : un point particulier fize dans le référentiel par rapport
auquel on définira la position d’un objet,

— repére : systéme de vecteurs unitaires formant un triédre orthonormé direct, par
exemple (€, €y, €;) qui sert & décrire et décomposer mathématiquement le mouve-
ment.

Attention : le repére n’est pas forcément fixe dans le référentiel, et dans un méme
référentiel, on peut utiliser plusieurs repéres et jongler entre ces différents repéres.

— coordonnées : ensemble des grandeurs qui permettent de repérer la position d’'un
point. Autrement dit, ce sont les grandeurs qui nous sont données pour que 'on
puisse placer les points dans I'espace. Ces coordonnées sont liées au repére. Par
exemple, on a des coordonnées cartésiennes dans un repére cartésien ou des coor-
données GPS sur Terre...

2 Trajectoire, vitesse, accélération

Pour l'instant, 'objet étudié est considéré comme un point matériel P. Afin de décrire le
mouvement de P, nous utiliserons sa position, sa vitesse et son accélération, mais aussi sa
trajectoire.

La trajectoire est I’ensemble des points de I’espace par lesquels passe cet objet (point)
au cours du temps. On la matérialise par une ligne tracée dans l'espace, et on repére la
position de l'objet en fonction du temps, qu’on appelle souvent P(t) : Figure 1.1.

)

fmjecgim

FIGURE 1.1 — Trajectoire d’un objet P(t)

La position se mesure par rapport a l'origine fixe du référentiel (généralement O). On
suppose qu’au temps t1 'objet est en P;. On repére la position de I'objet & t = t1 gréce a
un vecteur position 7(¢1) = OP;. Le vecteur position OP est donc un vecteur qui dépend
du temps. Entre t; et to, 'objet s’est déplacé de P(t1) = Py a P(t2) = P». On appelle le
vecteur ]ﬁ le vecteur déplacement A7 entre ¢; et to (voir Figure 1.2).

13



En appliquant les régles d’addition vectorielle, on obtient :

F(tl) + AT = F(tg) (1.1)
AF = PLP, = #(ts) — (1) (1.2)
At =ty — 1

. . A7
La vitesse moyenne entre t2 et ¢ est ainsi donnée par : Uy = At

?(t1) AY

P(t,)

itz

0,

FIGURE 1.2 — Trajectoire d'un objet P(t) et vecteur déplacement A7 entre ¢1 et to.

La vitesse instantanée peut étre calculée grace au vecteur déplacement entre P(t) et
P(t + dt) : Figure 1.3. En rapprochant le point P(t + dt) du point P(t), on diminue le
vecteur déplacement A7 et on diminue en méme temps 'intervalle de temps dt. Le vecteur
déplacement devient donc un vecteur infinitésimal dr.

dr’
7(t) = 1 — 1.4
o(t) = Jim o (1.4)
dr = 7(t + dt) — 7(t) (1.5)
Lo T4 dt) — ()
o(t) = lim, a (1.6)

La vitesse instantanée ¢/(t) est donc la dérivée du vecteur position par rapport au temps. On
pourra utiliser la notation point (signifiant une dérivée par rapport au temps) : 9(t) = F(t)
Remarques :
— Lorsque dt devient tout petit (dt — 0), dr devient aussi tout petit en norme et se
rapproche de la trajectoire.
— le vecteur vitesse U(t) est colinéaire a dr. Il est donc tangent a la trajectoire.

P(t) dv

(t+dt)

7(t+dt)
O

FIGURE 1.3 — Trajectoire d'un objet P(t) et vecteur déplacement dr entre ¢ et ¢ + dt.

14



L’accélération correspond & un changement du vecteur vitesse. Si l'objet a une vitesse v(t1)
en t =ty et v(t2) en t = ty alors I’accélération moyenne est donnée par :

limoy = AT/ At (1.7)

ol AU = U(tg) — 17(751) et At =ty —11.

De plus, lorsque 'on considére des temps trés proches (dt — 0), on obtient ’accélération
instantanée :

i) — tim )~ 0

1.
dt—0 dt (1.8)

Il s’agit donc de la dérivée du vecteur vitesse par rapport au temps. On pourra encore
utiliser la notation point : d(t) = ©(t) = 7(t), ou 7(t) désigne la dérivée seconde par
rapport au temps d27/dt>.

Le Tableau 1.1 résume les différents résultats de cette section concernant la position, la
vitesse et ’accélération.

Position Vitesse Accélération
. ? Lo ar . S dv Ly
7(t) = O v(t)—a—r a(t)—a—v—r

TABLE 1.1 — Position, vitesse et accélération (instantanée) du point matériel P.

La vitesse scalaire est la norme du vecteur vitesse v = ||9|| et 'accélération scalaire a = ||d@||.
Remarque : La norme d’une dérivée est différente de la dérivée d’une norme. Pour la vitesse
vona:

d||v dv
dt dt
S~—~— e
dérivée de la norme norme de la dérivée
Dans le cas d’'un mouvement circulaire uniforme, v = ||0]| = cste mais le vecteur ¢’ change
au cours du temps (il tourne), donc 2%’ # 0.

3 Coordonnées cartésiennes

Dans cette section, on s’intéresse au systéme de coordonnées cartésiennes. Considérons
l'origine du référentiel O et les 3 axes partant de ce point : (Ox),(Oy), (Oz) associés
aux vecteurs unitaires €, €y, €, respectivement. On rappelle que le triedre (€, €y, €.) est
orthonormé direct.

15



Sur la Figure 1.4 on visualise le point matériel P le
long de sa trajectoire dans Iespace. A Dinstant t, le
point P(t) a pour coordonnées (z,y,z) et le vecteur

position 7(¢) :

(t) = 0P =28, +y&, + 22

Le vecteur vitesse ¥(t) est donné par :

. d
3(t) = (t) = 2 (2 +y &, +2¢)

le temps, on a :

FIGURE 1.4 — Trajectoire du point
matériel P en coordonnées carté-
siennes.

U(t) = i85+ & + 2,

Attention : Le point P se déplace au cours du temps (le long de sa trajectoire). Les co-
ordonnées x,y, z sont alors des fonctions du temps : x(t),y(t), z(t) mais la dépendance
temporelle sera souvent implicite.

De la méme maniére, on passe du vecteur vitesse U au vecteur accélération @ en dérivant a
nouveau par rapport au temps :

at)=ot) = at) py;;g (1.13)

4 Coordonnées polaires

Il s’agit d’un systéme & 2 dimensions qui permet de repérer un point dans un plan. Le
point P est représenté par sa distance p a l'origine O et par I'angle ¢ entre l'axe (Ox) et

le vecteur OP (figure 1.5).
On relie les coordonnées polaires (p, ) et cartésiennes (z,y) par la formule suivante :

{a: - pc?sw avec p € 0,00, ¢ €[0,2n] (1.14)
y = psin

Les vecteurs de base €, €, ne sont pas des vecteurs constants. Ils sont liés & €, €, par :

(1.15)

€p = COS Y €y + SINY €y
€p = —SIN P € + COS P €y

On voit que si ¢ dépend du temps, €, et €, aussi.

Remarque : Les vecteurs de base définis en Eq.1.15 sont de unitaires (norme 1), par exemple

e, = \/cosZp +sin?p =1
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on a pour €, :

Etant donné que les vecteurs €, €y, €, sont fixes dans



Les dérivées temporelles des vecteurs de base €, €, sont données par :

e, = e
SR (1.16)
€p = —¥Ep

4

N €p

2 o é})

1 [)

)

-5

FIGURE 1.5 — Description du point P en coordonnées polaires.

. . o , . C s .
Finalement, on peut exprimer 7, ¥, @ en coordonnées polaires (i.e a 'aide de p, ¢ et €,,€,).
Le Tableau 1.2 regroupe ces résultats :

Position Vitesse Accélération

(t) = pép u(t) = pe, + pp ey a(t) = (p— p*) €y + (2 + pP) €,

TABLE 1.2 — Position, vitesse et accélération (instantanée) en coordonnées polaires.

5 Coordonnées curvilignes

Dans un systéme de coordonnées curvilignes (aussi appelé repére de Frenet), on considére
la longueur parcourue le long de la trajectoire : 1'abscisse curviligne s(t). La vitesse
scalaire est donnée par v(t) = ds/dt.

. ke
o L e

FIGURE 1.6 — Vecteurs unitaires et cercle osculateur le long de la trajectoire P(t).

Soit le cercle osculateur a la trajectoire au point considéré de rayon p. Soient T tangent a
la trajectoire dans le sens du mouvement et 7 pointant vers le centre du cercle osculateur,
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tous deux unitaires. On a pour le vecteur vitesse :

ds
i(t) =vT=—T 1.1
it)y=vT 7 (1.17)
Et pour le vecteur accélération :
d 2
d(t) = d%’ﬂ %ﬁ (1.18)

ol le premier terme est appelé accélération tangentielle @, et le second accélération nor-
male (ou centripéte) @,.

Remarque : L’accélération tangentielle provoque une variation de la vitesse scalaire; I'ac-
célération normale provoque une variation de la direction de la vitesse.

6 Coordonnées cylindriques

Parmi les systémes de coordonnées a 3 dimensions dont les vecteurs de base évoluent en
fonction de la position de ’objet, nous avons les coordonnées cylindriques. Il s’agit simple-
ment des coordonnées polaires pour le plan (Oxy) auquel on ajoute axe (Oz).

FIGURE 1.7 — Description du point P en coordonnées cylindriques

On relie les coordonnées cylindriques (p, ¢, z) et cartésiennes (x,y, z) comme suit :

T = pcosy
y = psingp  avec p€0,00[, ¢€l0,2n], z€]—00,00]. (1.19)
2=z

Les vecteurs de base €, €,, €, sont liés a €, €y, €, par :

€ = COS P €, +sinp ey
€, = —sinp e, + cos Y €y (1.20)

€, =€,

Remarque : Le vecteur €, est constant mais les vecteurs €, et €, varient toujours selon
I’'Eq. 1.16.
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Comme précédemment, on peut exprimer 7,7, d en coordonnées cylindriques (i.e a 'aide
de p,p, z et €,,€,,€.). Le Tableau 1.2 regroupe ces résultats :

Position Vitesse Accélération

F(t) = pe,+ 28, T(t)=pé,+ ppé,+ie  at) = (jp— pp?) &, + (20% + pp) €y + £ &

TABLE 1.3 — Position, vitesse et accélération (instantanée) en coordonnées cylindriques.

7 Coordonnées sphériques

Ces coordonnées s’avérent trés utiles lorsque le probléme physique a une symétrie sphérique.
Il est possible de décrire la position d’un point dans I'espace par rapport & sa distance a
Porigine et 2 angles de rotation. La distance OP représente alors la premiére coordonnée
de ce systéme, notée p. L’angle entre la verticale (Oz) et le segment OP est la deuxiéme
coordonnée, notée 6, et finalement, I’angle de rotation du point par rapport & I'axe Oz est
la troisiéme coordonnée, qui elle sera notée ¢.

FIGURE 1.8 — Description du point P en coordonnées sphériques
On relie les coordonnées sphériques (r, 0, ¢) et cartésiennes (x,y, z) comme suit :
x =rsinfcos p
y=rsinfsing  avec pe0,00[, 6€[0,7[, pel0,2n] (1.21)

z=rcosf

Les vecteurs de base €, €y, €, sont liés a €, €y, €, par :

€ = sinf cos p €, + sinfsinp €, + cosb €,
€p = cosf cos p e, + cosfsinpey + —sinf e, (1.22)
€, = —sinp e, + cosp ey
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Les dérivées temporelles sont alors données par :
& = 0& +psinbé,
€= —0& +pcoshé, (1.23)
éZP = —psinfé. — pcosbéy

Finalement, on peut exprimer les vecteurs position, vitesse et accélération (7, ¥, @) :

position : 7(t) =reé, (1.24)
vitesse : G(t) =17 & +rf & + rosinf € (1.25)
accélération : a(t) = a € + ag ey + ay, €y, (1.26)

ou les composantes de I'accélération (Eq. 1.26) sont données par :

ar =7 —rf% — rp? sin? 0 (1.27)
ag = 16 + 270 — r$? cos 0 sin 0 (1.28)
ay = r@sind 4 2rgpd cos 0 + 2 sin 0 (1.29)

8 Mouvement circulaire en coordonnées cylindriques

Dans cette section, nous allons voir comment représenter une rotation avec une grandeur
vectorielle. Pour cela, on considére un point P ayant un mouvement circulaire dans le plan
(O, z,y) ala vitesse angulaire w = ¢ (ou ¢ est issu des coordonnées cylindriques) : Figure
1.9.

F1GURE 1.9 — Mouvement circulaire du point P décrit en coordonnées cylindriques.

Soit & le vecteur de norme w, perpendiculaire au plan contenant le cercle décrit par P et
de sens donné par la régle du tire-bouchon. Le vecteur & est appelé vecteur rotation : il
contient les informations de la vitesse ainsi que de ’axe de rotation.
De plus, le vecteur position 7 est modifié par la rotation. Le lien entre 7 et @ est donné
par :
dr
dt
a condition que 7 soit de norme constante (par exemple un mouvement circulaire).
Remarque : Plus généralement, pour un vecteur @ de norme constante subissant une rota-
tion donnée par &, on a i=d A1

— AT (1.30)
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Chapitre 2

Référentiel accélérés

Les lois de Newton sont applicables dans un référentiel dit Galiléen : fixe ou en translation
rectiligne uniforme. Cependant, dans certains cas, le référentiel adapté a la description du
probléme (train en mouvement, etc...) n’est pas Galiléen. Il faudra alors faire le lien entre
ces deux référentiels.

1 Introduction et notation

Soient un référentiel R fixe, muni du repére cartésien (O, T, T2, T3), et un référentiel R’
muni du repére cartésien (4,1, %>, ¥3) en mouvement dans R. On notera €, et €, les
vecteurs unitaires de ces deux repéres, respectivement.

On repére un point matériel P dans les deux référentiels de la maniére suivante :

Dans R : O—f) = Zz $Z€$z ﬁR(P) = Zz ngxl ﬁR(P) = Zl :I;Zé’xl
Dans R’ : AP =Y.y, Tpi(P) = S5, ar(P) = 2, iiiéy,

On peut séparer le mouvement de R’ dans R en deux composantes : une rotation et une
translation. La translation donne le mouvement de A dans R et la rotation la rotation
des axes (y;) par rapport aux axes (x;). On note & le vecteur rotation. Les vecteurs €,
changent donc dans R. Leur dérivée est donnée par :

d

@gy.j =€y =W A€y, (2.1)

FIGURE 2.1 —

2 Position, vitesse et accélération

On considére un point P se déplagant dans R’, muni du repére (A4, #1, 92, 73). De plus, R’
est mobile dans R : (O, &1, ¥2, ¥3).
Les vecteurs position dans les deux référentiels sont reliés comme suit :

—
OP - OA + AP (2.2)
~— ~— ~—
position de P dans R position de A dans R position de P dans R’
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En dérivant par rapport au temps, on peut obtenir une expression pour relier les vitesses :

_d

d -
SHOP) = Tr(P) = &

Oh) + GAP =)+ Gwa) (29

En dérivant et utilisant les termes de la section précédente dans les deux repéres, on a alors
pour les vitesses :

TR(P) = Tr(A) + T/ (P) + & A AP (2.4)

On procede de forme similaire pour les accélérations, en dérivant ’équation des vitesses
par rapport au temps :

d

ST (P)) = A (P) = dr(4) + i(Z ) + (@ A Yud) @9

De nouveau grace aux régles de dérivation de produit et aux expressions de la section
précédente, on a alors pour les accélérations :

ar(P) = @/ (P) + dr(A) + & A AP+ @A (@A ﬁ) + 26 A U/ (P) (2.6)

3 Analyse et cas particuliers

3.1 Cas particulier 1

R’ a un mouvement de translation uniforme dans R :

%3 (ke
A
‘l‘;/ at
XL, '6|

FIGURE 2.2 — Translation uniforme du repére

Nous partons des équations (2.4) et (2.6).
Ici, A a un mouvement rectiligne uniforme dans R, et il n’y a donc pas de rotation de R’
dans R, les axes restent paralléles. Ces deux contraintes se traduisent par :

Ur(A) = cste 2.7)
ar(A) =0 2.8)
G=&=0 2.9)



La vitesse obtenue est donc la composition des vitesses dans un mouvement de translation.

Remarque : Dans le chapitre suivant, nous étudierons les lois de Newton. Le fait que

Paccélération soit la méme ici prouve que R’ est un référentiel Galiléen.

3.2 Cas particulier 2

R’ a un mouvement de rotation uniforme dans R avec A = O et P fixe dans R’ :

FIGURE 2.3 — Rotation uniforme du repére autour de Ozxs

Nous partons a nouveau des équations (2.4) et (2.6).

Ici, A et O sont confondus, P est fixe dans R’ et donc décrit un mouvement circulaire

uniforme. Ces contraintes impliquent que :

g/ (P) = dg/ (P
UR(A) = dr

W = cste

&=0

2.12
2.13
2.14
2.15

o~ o~ o~ o~
—_— ~— ~— ~—

(2.16)
(2.17)

Analysons ce résultat (sur le mouvement du point P) en prenant une vue de dessus de la

situation, et introduisant une notation familiére :

Q)
bl

)
‘Gl

I
@Ql
<

®
<t
%)



N

FIGURE 2.4 —
On peut alors ré-exprimer vz (P) et dg(P) en fonction des coordonnées €, et €, :

R (P)

AR (P) = wey, N Twéy, = —rw

SAOP = Wy, N TEy, = TWE, (2.20)
w ’g, (2.21)

Le résultat trouvé pour la vitesse est bien celui trouvé auparavant pour la vitesse en
coordonnées polaires ; et pour 'accélération c’est celui de ’accélération centripéte.

3.3 Cas particulier 3

R’ a un mouvement de rotation uniforme dans R avec A = O et P libre :

FIGURE 2.5 — Rotation uniforme du repére avec P libre

Ce cas ressemble au précédent, mais P n’étant pas fixe dans R/, il y a moins de simplifi-

cations pour les équations (2.4) et (2.6) : on a seulement vg(A) = dr(A) = 0 ainsi que
W = cste et sa conséquence & = 0. On a alors :

TR(P) = 0 (P) + G A OP (2.22)

GR(P) = dg/(P) + @ A (@ A OP) + 23 A s (P) (2.23)

Le premier terme de 'accélération est appelé Accélération Relative, le second Accélé-
ration Centripéte (vu dans le cas particulier précédent), et le troisiéme Accélération de
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Coriolis. Ce dernier traduit non seulement le déplacement de P dans R’, mais aussi la
rotation de R’ dans R.

Finalement, la nomenclature en cas général est :

ir(P)=  dr(P)  +ar(A)+GAAPYGA(GBAAP) + 2B ATR(P)  (2.24)
accélération relative accélération d’entrainement accélération de Coriolis

25



Chapitre 3

Lois de Newton

1 Introduction

2 Masse et Quantité de Mouvement

La masse représente la quantité de matiére. C’est une grandeur extensive, c’est a dire
qu’un systéme composé du regroupement de m; et mg aura pour masse totale la somme
des deux : mj + mo. En mécanique classique, la masse est conservée.

La quantité de mouvement est une grandeur vectorielle extensive qui caractérise 1’état
du mouvement :

p=mu (3.1)
A nouveau, un systéme composé du regroupement d’objets 1 et 2, ayant respectivement
des masses mq et mog, et des vitesses ¥; et U5 aura pour quantité de mouvement totale P,
ou, pour ¢ = 1;2 :

P = p1+ D2 (3.2)
Di = M;;

La quantité de mouvement est une grandeur conservée.

3 Premiére loi de Newton

Tout corps persévére dans l’état de repos ou de mouvement uniforme en ligne droite a
moins qu’une force quelconque n’agisse sur lui et ne le contraigne a changer d’état.

Le dit "état du mouvement" est la quantité de mouvement, exprimée par I’ equatlon (3.1).
En rﬂ“mulant cette loi de forme mathématique, nous pouvons dire que si F = O alors
P = cste.

Il faut étre dans un référentiel d’inertie, dit référentiel Galiléen, c’est & dire un référen-
tiel au repos ou en déplacement rectiligne uniforme.

Une force est 'action exercée par un corps sur un autre. Elles sont de plusieurs types :
— les Forces Fondamentales (issues de la nature) : la gravitation, I’éléctromagnétisme,
et les forces nucléaires forte et faible
— les Forces phénoménologiques (conséquences des premiéres) : les frottements, la
tension dans une corde...
— les Forces d’inertie/fictives, qui elles ne sont pas dues a l'action d’un corps sur un
autre, mais plutodt ressenties par un observateur dans un référentiel non-Galiléen.

Il est aussi possible de séparer la notion de force interne ou externe. Par exemple, dans
une goutte d’eau, les molécules exercent des forces les unes sur les autres (internes), mais
la goutte est soumise a son poids (externe).
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4 Deuxiéme loi de Newton

Les changements de mouvements sont proportionnels a la force motrice, et se font dans la
ligne droite dans laquelle cette force est imprimée a [’objet.
C’est a dire que :

Ap = FAt (3.4)

Si F est la force, alors FAt est la force motrice, et on a :

dp = Fdt (3.5)

oil F est la somme de toutes les forces externes.
En divisant par dt des deux cotés, on obtient la formulation générale :

L dp dmd)  di
ZF_E_ o = e = md (3.6)

Cette expression n’est valable que si m est une constante, dans ce cas on appelle I’équation
(3.6) la Relation fondamentale de la dynamique.

5 Troisiéme loi de Newton

A toute action, il y a toujours une réaction égale qui lui est opposée.

C’est & dire que pour toute force appliquée par un objet sur un autre, une force égale
en norme et opposée en direction s’applique sur 'objet de base. C’est le cas par exemple
lorsqu’un poids est posé sur une table, pour une pierre tirée par une corde...

Attention : Il n’y a pas de temporalité entre ces forces, elles s’exercent en tout temps tant
que les objets sont en relation.

Cette loi nous permet d’affirmer que > Fj,; = 0 car les forces s’annulent par paires, vu que
pour toute force interne exercée (d’une molécule sur une autre) une force égale et opposée
en norme 'annule.

6 Bilan des Forces

Dans un référentiel d’inertie, > ﬁem = md. Il est possible par analyse dimensionnelle de
conclure que 1N = 1kg-m - s~2.
On peut procéder, pour appliquer la seconde loi de Newton et faire un bilan de forces, de
la maniére suivante :

— Identification du systéme

— Choix référentiel

— Choix repére orthonormé direct

— Dessin

— Projection des forces

— Liste des conditions initiales

— On résoud
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7 Reéférentiel non Galiléen

Supposons que nous sommes dans un référentiel non Galiléen, & la fois en translation et
. L — ,

rotation, avec & = cste. Pour un observateur dans R

Pour pouvoir appliquer la seconde loi de Newton, il faut étre dans un référentiel Galiléen,

donc elle est valable seulement dans R :

> Foat = mi = mir(P) (3.7)

La quantité qui nous intéresse est plutot a@g/(P), donc on va utiliser I’équation (??) vue
dans le chapitre précédent pour isoler 'accélération cherchée a partir de dg(P). On sait
que la rotation se fait & vitesse angulaire constante, alors le 4e terme de 'équation (2.6)
est nul, et on peut alors isoler @x/(P) et multiplier le tout par m :

mig: (P) = mag(P) — miag(A) — m@ A (G AAP) —m 23 Adri(P)  (3.8)

Il est possible d’utiliser I’équation (3.7) pour réexprimer le résultat comme :

mir/(P) = S Frar — mlig(A) + & A (& A AP) + 23 A s (P) (3.9)

m et les termes qui le multiplient ont la dimension d’une force mais ne sont apparus que
car nous nous plagons dans R’ : ce sont des forces d’inertie. Ces derniéres sont faites de la
somme de :

— la force de Coriolis : —2md A Ug/(P)

— la force d’entrainement : —m(ag(A) + d A (J A ﬁ))

7.1 Exemple 1 :

Considérons le cas ot un pendule oscille dans un train, qui lui, a une accélération constante
et pas de rotation :

I 7 .5
o]—*;. D_{ﬁ /cy_b

43
A
O

FIGURE 3.1 — Pendule dans un train avec accélération constante, sans rotation

On a donc ici :
— R Galiléen muni de (O, x1, x2, x3)
— R’ non-Galiléen li¢ au wagon muni de (A, y1, y2,y3)
— &=0
— Gr(A) = @, = cste
Si on reprend alors 'expression (3.8) et on injecte les contraintes, on obtient :

mig:(P) = mir(P) — mie = »_ Feqt — mid. = (mg+ T) — md, (3.10)

28



Donc 'observateur dans le référentiel non-Galiléen R’ voit le pendule soumis aux forces
extérieures (poids et tension), mais aussi a la "force" due a I’accélération constante du
train.

7.2 Exemple 2 :

Considérons le cas ol un objet est immobile dans un référentiel en rotation uniforme :

3 et > »W

13

FI1GURE 3.2 — Objet immobile dans un référentiel en rotation uniforme

On a donc ici :

— R fixe et Galiléen, muni de (O, x1, x2, x3)

— TR’ non-Galiléen en rotation constante autour de (Ox3), muni de (4, y1,y2, y3)

— A et confondu avec O : r(A) = dr(A) =0

— P immobile sur (Ayl)_i}u> la distance R de A : 7r/(P) =0

— W= wey, = wey, = cste
P décrit alors un mouvement circulaire uniforme. En injectant les contraintes dans 1’équa-
tion (3.8), on obtient :

mig (P) =Y Fewt —m@ A (@ A OP) = > Fiut + mRwé, (3.11)

P a un mouvement circulaire uniforme dans R, et donc une accélération centripéte ag (P) =
—Rw?€,,. Elle se traduit par une "force centrifuge" dans R’ : mRw?é,,

7.3 Exemple 3 :

Considérons finalement le cas ot 'objet dans un référentiel en rotation uniforme peut
bouger librement :
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F1GURE 3.3 — Objet libre dans un référentiel en rotation uniforme

Ici on a seulement le terme en @ (A) qui s’annule car A et O restent confondus, et I’équation
(3.8) devient alors :

mir/(P) =S Frup — mis A (& A OP) — 2mi A s (P) (3.12)

Supposons que P se déplace de maniére uniforme le long de (Ay1), et donc que Ur/(P) =
V0€y, , alors I'expression précédente devient :

mar (P) = Z Fopt + me2€y1 — 2mwugey, (3.13)
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Chapitre 4

Balistique

1 Poids d’un objet

Dans cette section, on s’intéresse au mouvement d’un objet soumis a son poids uniquement.
A Téchelle du laboratoire, la Terre est plate et 1’accélération de la pesanteur § est
dirigée vers le bas. La force qui s’exerce sur une masse m est son poids P, donné par :

P =mg (4.1)

avec g = ||g]| = 9.8 m.s72.
Remarques :
— La masse m est une propriété intrinséque du corps, tandis que le poids dépend du
lieu (I'accélération de pesanteur n’est pas le méme sur Terre et sur la lune).
— C’est la direction du poids qui indique la verticale. Si le sol n’est pas horizontal, le
poids ne sera pas perpendiculaire au sol.
— Le poids pointe vers le centre de la Terre selon une bonne approximation. Une légére
déviation sera due a la rotation de la Terre d’une part, & des inhomogénéités de la
structure terrestre d’autre part.

2 Cas d’un lancer vertical (1D)

On se place dans le référentiel du laboratoire et on prend un repére en coordonnées carté-
siennes (O, z,y, z) avec (Oz) vertical vers le bas.

At=0,0na2(0)=0, v = 5(0) = —vg é.
L’objet n’est soumis qu’a son poids P = mg. On
a alors :

mg=mad = d=g=ge, (4.2)

En intégrant le vecteur accélération on obtient les
expressions pour la vitesse et la position (le mou-
vement n’est que selon é,) :

v (t) = gt — v (4.3)

1
z(t) = ith — ot (4.4)

\| O

P
Vé

Remarque : Les signes des expressions 4.3 et 4.4

changent lorsque 'axe (Oz) pointe vers le haut.
FIGURE 4.1 — Schéma du lancer vertical.

3 Cas général

On s’intéresse au cas général de la trajectoire d’un projectile.
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FIGURE 4.2 — Schéma de la trajectoire parabolique du projectile

Les conditions initiales sont, & t =0 :

0 vy cos O
7o =7(0)=0]0 U(0) = vy 0 (4.5)
0 vp sin 6

Et, étant donné que le corps n’est soumis qu’a son poids P = mg, on a pour ’accélération
(par mg = ma) :

0
a=g| 0 (4.6)
)
Apreés intégration, les vecteurs vitesse ¢ et position 7 sont donnés par :
Vo cos 0 (vg cos 0)t
(t) 0 GONEES 0 (4.7)
—gt + v sin 6 —igt2 + (vosin )t

Remarque : 1’équation 4.7 est appelée équation horaire du mouvement, ou équation para-
meétrique de la trajectoire (avec ¢ pour paramétre).

4 Trajectoire, hauteur maximale, point d’impact

Ici, on cherche la trajectoire z(x) (le mouvement est dans le plan (O, z, z)). En prenant la
premiére composante de 7 (Eq. 4.7), on tire ¢t = z/(vg cos #). En insérant cette expression
pour ¢ dans la derniére composante (z), on obtient :
z(x) = —— 9 2 itanfa (4.8)
203 cos? §
La trajectoire est de la forme z(z) = ax? + bz avec a < 0 : il ’agit d’une parabole orientée
vers le bas passant par l'origine (Figure 4.2).

On résout le probléme de la hauteur maximale (point S) de la maniére suivante : lorsque
I'objet est en S, son vecteur position est 7s. De plus, comme S est le sommet de la
trajectoire, la vitesse U's est purement horizontale :

Ts Vg cos 6
rs| 0 et vg| 0 (4.9)
Zg 0
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L’expression de la vitesse en fonction du temps est connue (Eq. ??), et en posant 0(tg) = ¥s

on trouve : )
vp sin 6

g

D’ou on tire les coordonnées du point S, en insérant I’expression pour tg dans 'Eq. 4.7 :

tg = (4.10)

g = v3 cos 0 sin 0 (4.11)
g
1 v2sin? 60
P (4.12)
2 g
Pour ce qui est du point d’impact (point A), on a :
o= 23 cos 0 sin 0 (4.13)
g
24 =0 (4.14)

Remarque : La symétrie de la trajectoire implique que 4 = 2xg (sachant que 2o = 0).

5 Portée maximale ou atteindre une cible

Dans cette section, on utilise 'Eq. 4.13 afin de déterminer I'angle Onax pour lequel le
projectile ira le plus loin possible (i.e. qui maximise x4). La vitesse vy est fixe.
On a, en utilisant sin 26 = 2sinf cos @ (voir Chapitre 0) :

2 : 2
a(9) = 2Y0cosOsing 002981119 = Ugosin 20 (4.15)

L’angle qui maximise cette expression est celui pour lequel sin 260 = 1. On trouve alors
T

Omax = — = 45° 4.1
= (4.16)

Plus généralement, si ’on cherche a atteindre une cible en xp, ’équation a résoudre pour
0 est sin 20 = xpg/v3. On a alors le résultat suivant :

T
~ g 289 > 1 : pas de solution,

— Si —= =1 : unique solution 6 = 45°,

— Si —~ < 1: deux solutions #; € [0,45°] (tir tendu) et O2 € ]45°,90°] (tir en cloche).

6 Temps de vol

Le temps de vol est le temps t4 que le projectile met a arriver en A. On résout alors :

(vgcos )t % sin 6 cos 6
—3gt% + (vosing) ta 0
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d’ott on tire le temps de vol :

th=2"Lsing (4.18)
g

Remarque : Le temps de vol t4 peut étre exprimé en fonction de la hauteur maximale zg,
étant donné qu’ils font tous deux apparaitre un terme en vgsin 6 := vg,. On trouve alors :

2
g =222 (4.19)
g

Le temps de vol dépend de la hauteur maximale : plus zg est grand, plus t4 le sera aussi.

7 Parabole de stireté

Pour une vitesse initiale vg donnée, un projectile ne peut pas atteindre les points en dehors
de la parabole de stireté. Cette parabole désigne ’espace inaccessible quel que soit 6.

Trajectoire du projectile

1 1 1 T 1
0 50 100 150 200 250
x (m)

FIGURE 4.3 — Parabole de streté pour un vg donné.

8 Effet de la rotation de la Terre

On considére qu’on lache une pierre d’une hauteur h depuis une tour située a ’équateur.
De quelle distance et dans quelle direction la pierre est-elle déviée ?

FIGURE 4.4 — Schéma du probléme de la pierre qui tombe d’une tour
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Pour ce faire, on explore 2 moyens d’analyser le probléme : de maniére intuitive, et de
maniére compléte. On pose les grandeurs suivantes : §2 la vitesse de rotation terrestre et R
le rayon de la Terre.

Calcul intuitif :
Vitesses initiales dues a la rotation terrestre (selon €,) :

pierre : U; = (R+ h)Qé, (4.20)

sol : ¥, = RQé, (4.21)
2h

lchute = —_ (422)
9

Les vecteurs déplacement (pendant le temps de chute) ﬁpierre et Dgy, sont selon €y

) 3 oh
Dpierre = Ui tchute = (R + h) Q ? €y (423)

= . [2h
Dyl = Us tehute = RQ ? €y (4.24)

La déviation est donc donnée par :

L _ [2h
D = Dpierre — Dgol = h Q2 k! (4.25)

Remarque : Pour un Q = 7.3x107° rad.s™! et A = 300m on trouve une déviation d’environ
17cm.
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Calcul complet :

On prend un repére R(O, x,y, ) fixe avec O centre de la Terre et un repére lié¢ a la tour
R'(A,2',y,2"). A est le sommet de la tour (point d’ott on lache la pierre) : Figure 4.4.
Dans R (Galiléen), la seconde loi de Newton s’écrit :

SF = magr(P) = mg (4.26)
avec § = —g €,. De plus le vecteur rotation terrestre est le méme dans R et R’ :
Q=0 =0é, (4.27)

L’accélération dans le référentiel R est reliée a celle dans R’ par I'expression suivante :

r(P) = dr/(P) + dr(A) +OAAP+0 A (A AP) + 20 A dps(P) (4.28)
~—— —— —_——
=g = QA(GAOA) =0

Dans I’Eq. 4.28, on cherche & isoler le terme dg/(P). On obtient alors :
dr/(P) =G — O A (G AOP) — 20 A G (P) (4.29)
= —gefi € — 20 A T/ (P) (4.30)
En intégrant le vecteur accélération dans R’, on trouve les vitesses selon les axes ', 1/, 2’ :

T = —gort +2QY & —gegt
i =204 (4.31)

=0

ou la simplification de 2’ résulte du fait que le terme en Q' est négligeable devant geg.
En intégrant d’abord i’ puis 7/, on obtient le vecteur ﬁ en fonction du temps :

1
l’/(t) = — 3 Jeff tz

2
AP i) = L gt (4.32)
2 (1)

3
Finalement, la déviation & ty = \/2h/ges est :

0
, 2 | 2h
D=yt e, = 3Qh o (4.33)

Remarque : Le calcul intuitif nous a donné le bon ordre de grandeur, mais n’a pas fait
apparaitre le facteur 2/3. De plus, le g dans ’'Eq. 4.25 est remplacé par l'accélération de
pesanteur effective geg
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Chapitre 5

Forces

1 Reéaction d’un support

Lorsqu’un corps est posé sur un support, les atomes de ces deux solides se rapprochent et
commencent & avoir une interaction notable. La force en jeu est la force électromagnétique,
mais on modélise son effet par des forces phénoménologiques : réaction du support et

frottements.

La réaction est normale au support et notée R ou N. Elle est toujours dirigée du support

vers 'objet.

A

FIGURE 5.1 — Poids et réaction du
support horizontal.

P=mg

FIGURE 5.2 — Poids et réaction du
support incliné.

Dans cette exemple, on s’intéresse a la relation
entre poids et réaction du support : une masse
m est posée sur un support horizontal.

La masse m est immobile, donc ma = | F=0.
Les forces en présence sont le poids P = mg et
la réaction R. On obtient alors :

—

mij+R=0 = R=—-mg (5.1)

Sur la Figure 5.2, une masse m est posée sur un
support incliné formant un angle & avec ’hori-
zontale.

La masse m reste sur le plan, donc v, = 0.
Le poids P= mg et la réaction R ont comme
composantes :

5 0 .| mgsina
2
R>0" mn —mg cos « (5:2)
La contrainte de liaison a, = 0 nous donne
ainsi :
R = mgcosf (5.3)
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2 Forces de frottement secs

Les frottements sont aussi une manifestation d’interactions électromagnétiques complexes,
que I'on simplifie avec un modéle phénoménologique.

Un frottement s’oppose au mouvement. On en distingue deux sortes : frottements secs
(d’un solide sur l'autre) et fluides (ils ont lieu dans un fluide).

Il existe deux formes de frottements secs :
— Quand le corps est immobile : frottements statiques
Zﬁ = 6, donc la force de frottement F ' compense exactement la force qui tente
de mettre 'objet en mouvement, jusqu’a une valeur limite. Tant que Fr < usR, le
corps ne bouge pas. us est appelé coefficient de frottement statique.
— Quand le corps est en mouvement : frottements dynamiques/cinétiques
Fr = pucR, ou p,. est le coefficient de frottement cinétique.

Remarque : En général on a pg > pie.

3 Roulement d’une roue
Dans cette section, nous utiliserons le modéle de frottement pour montrer le résultat sui-

vant :
Lorsqu’une roue roule sans glisser, la vitesse du point de contact avec le sol est nulle.

1

FIGURE 5.3 — Roulement sans glissement de la roue de centre A.

Dans le référentiel R du laboratoire, muni du repére cartésien (O, x,y), on considére une
roue de rayon R posée sur le sol : Figure 5.3. On dénote par A le centre de la roue, C' son
point de contact avec le sol et B le point diamétralement opposé a C.

Attention : Lors du déplacement de la roue, le point de contact se détache du sol, ce n’est
alors plus un point de contact. Il est remplacé par un autre point sur la surface de la roue.
C’est au moment ou le point est en contact avec le sol que sa vitesse est nulle.
On définit aussi le référentiel lié a la roue R’ (A, 2/, y’) se déplagant dans R a la vitesse v;.
Par définition du point de contact (sans glissement) :

Tr(C) =0 (5.4)
Mais, comme on a un mouvement de translation de R’ dans R, on a :
UR(C) = UR(A) + UR/(C) - ﬁR/(C) = -1 (5.5)
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ol on a utilisé que Ugr(A) = ¥; par définition de la vitesse de translation.
De plus, comme la roue tourne a vitesse angulaire constante w, la norme de la vitesse de

C dans R/ est ||Ur(C)|| = Rw. On trouve alors la norme de la vitesse de translation :
vy = Rw (5.6)
Maintenant, en considérant le point B diamétralement opposé, on a les résultats suivants :
Ur/(B) = U (5.7)
UR(B) = Ur(A) + U/ (B) = 20 (5.8)

Conclusion : Dans R, le point C a une vitesse nulle et le point B se déplace a 2%;.

4 Frottements fluides

La force de frottement fluide dépend de la vitesse et de la géométrie de 'objet. On distingue
deux cas limites.

Pour des petites vitesses (régime laminaire), la dépendance est linéaire :
Fr=—bv (5.9)

ou by = Kn, avec 7 le coefficient de viscosité et K facteur dépendant de la forme de 1’objet.

A grandes vitesses (régime turbulent), la dépendance est quadratique :

~ 0]
Fr = —byv*= (5.10)
v
ou b est une constante, et v = ||¥/].
Remarque : Les cas réels sont souvent des cas intermédiaires entre ces deux régimes : la

dépendance n’est ni parfaitement linéaire, ni parfaitement quadratique.

L’expression 5.9 (régime laminaire) nous améne & une équation différentielle que nous sa-
vons résoudre. Nous allons I'étudier selon deux cas concrets ot 'on cherche la vitesse v(t) :

1) On considére un projectile qui arrive avec ¥y dans un fluide de viscosité 7, avec K le
coefficient 1ié & la forme de la balle. On néglige le poids du projectile. On a alors :

dvg Kn

e 2 11

dt m " (5.11)
En posant A = Kn/m et avec une vitesse initiale v,(0) = vp, on trouve :

v (t) = voe ™M (5.12)

s )

FIGURE 5.4 — Exemple n°1
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2) Un objet est laché sans vitesse initiale et soumis uniquement a
son poids P = mg. La viscosité du fluide est 5 et le coefficient lié &
la forme de 'objet noté K. On a, selon 'axe vertical orienté vers le

bas : p .
Uz
= —(mg — b, 1
7 m(mg bvy) (5.13)

La vitesse limite est la vitesse vj;y, & laquelle la force de frottement
Fp compense exactement le poids P. La résultante des forces est
nulle et 'objet sera en mouvement rectiligne uniforme. Cette vitesse

est donnée par :

mg

B (5.14)

mg e, — bviim e, =0 = Ulim =

Avec A = Kn/m = b;/m, on a v, = g/A. Cette vitesse est atteinte
dans la limite ¢ — oo. On peut désormais résoudre I'Eq. 5.12 avec
la condition lim; oo v,(t) = g/ :

v (t) =2 (1 - e_)‘t) (5.15)

5 Tension dans une corde

Une corde sans masse, inextensible et tendue transmet simplement les forces, en changeant
éventuellement leur direction. La force de tenson dans une corde est une force phénomé-

nologique. On la note souvent T.

FIGURE 5.5
Exemple n°2

On présente un exemple de transmission des forces a

vers le haut,

may €, = —mge, +11¢,

Ainsi, on obtient le résultat suivant :
- SiTy > mg : a, > 0 et la masse est accélérée

l’aide d’une poulie : un bloc de masse m est accroché
49 a une corde (sans masse, inextensible, tendue) et une
tension T3 est appliquée & son extrémité. On a alors
|Th]| = || T3] (Figure 5.6). Par la seconde loi de New-
ton, on a pour 'accélération de la masse m :

(5.16)

04 L q . . .
™ — SiTy =mg : a, = 0 et la masse est immobile
ou en mouvement rectiligne uniforme,

- SiTy < mg:a, <0 et la masse est accélérée

FIGURE 5.6 — Cas d’une vers le bas.
poulie simple

40



6 Force de rappel d’un ressort

Dans cette section, on s’intéresse & la force de rappel d’un ressort, lorsque celui ci est
étiré ou comprimé. On considére un ressort & spires non jointives accroché a une de ses
extrémités. Le comportement du ressort peut étre décrit comme suit :

— Lorsque aucune force n’est exercée sur le ressort, il a une longueur naturelle appe-
lée longueur au repos et notée ly. Cette longueur servira de référence pour définir
I’allongement du ressort z.

— Si on tire sur 'extrémité du ressort, celui si a comme longueur [ = Iy + x avec
x > 0. Le ressort est étiré.

— Si 'on comprime 'extrémité du ressort, celui si a comme longueur [ = [y + = avec
x < 0. Le ressort est comprimé.

Le ressort exercera une force qui va tendre a le rapprocher de sa longueur de repos lj.
Par exemple, lorsque l'allongement est négatif (compression), le ressort cherchera alors a
s’étendre.

Dans le cas idéal, la force exercée par un ressort est proportionnelle & sa variation de
longueur : c’est la loi de Hooke. Pour cela il faut rester dans le domaine des petites
déformations (réversibles). Sur la Figure 5.7, un ressort est attaché a I'une de ses extrémités
et relié & une masse m. On prend un repére Oz tel que l'allongement z est nul lorsque le
ressort est au repos (a sa longueur lp). La force de rappel du ressort a alors pour expression :

Fy = —kaé, (5.17)

ou k est la constante de raideur exprimée en N/m. Ainsi, si 2 > 0, la force de rappel sera
dirigée vers la gauche (étirement). Si z < 0, ce sera vers la droite (compression).
Remarque : Comme on a la relation | = [y + « avec [ la longueur du ressort, il est courant
de rencontrer la loi de Hooke sous la forme : Fj = —k(l —lp) €.

7

m

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2

FIGURE 5.7 — Schéma d’un ressort étiré et de la force de rappel associée F,.
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7 Poussée d’Archiméde

Un corps immergé dans un fluide regoit une poussée vers le haut égale au poids du volume
de fluide déplacé. On note my la masse de fluide déplacée : my = pV, ol p est la densité
du fluide et V' le volume du corps. La poussée d’Archiméde a donc pour expression :

Fy=—pV§ (5.18)

On considére un objet de masse m et volume V qui tombe dans un fluide visqueux de
masse volumique p. On se place dans un régime laminaire et on cherche sa vitesse limite.

A%
o f
LV
~
u
O+

F1GURE 5.8 — Corps tombant dans un fluide visqueux

Les forces qui s’exercent sur I'objet sont le poids mg, la poussée d’Archiméde F4 et la force
de frottement fluide Fr. La vitesse limite 0j;;, est atteinte lorsque la résultante des forces
est nulle. D’aprés 'axe Oz défini sur la Figure 5.8, on obtient :

m§+ﬁp+ﬁA:5 <~ —mg — byvym + pVg =0 (5.19)

D’ou on tire la vitesse limite : v
g—mg
Vlim = pT (5.20)

Remarque : Si mg < pVg, c’est & dire que 'objet est moins dense que le fluide, alors
Vim > 0 et I’objet remontera a la surface. Si mg > pVg, 'objet coulera.
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Chapitre 6

Travail, Energie, Principes de conser-
vation

1 Travail d’une force, puissance

On considére un objet le long de sa trajectoire en P(t). On note F' la résultante des forces
agissant sur l'objet : F'= " F*' On a la décomposition suivante :

F=F.7+F,i (6.1)

ol 7 et 7 sont les vecteurs du repére de Fresnel. Ainsi, F; est la composante de F dans la
direction tangente a la trajectoire.

]&)

FIGURE 6.1 —

Remarque : Comme la vitesse U est tangente a la trajectoire, c’est I qui fera varier la
norme de 7.

Définissons le travail de F pour un déplacement infinitésimal dr :

nl — — —

SWE=F.dr=F-dr7= F.dr (6.2)
Ainsi le travail entre A et B est obtenu par I'intégrale curviligne sur le trajet AB :
ﬂ B
Wiy = / F - dr (6.3)
A
On exprime le travail en Joules [J] : 1 J = 1 N.m = 1 kg.m?.s72.

Attention : Le long de la trajectoire AB, F peut changer, tout comme la direction de 7.
Attention 2 : F; est algébrique, il peut étre < 0 ou > 0.
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Par définition, la puissance P est la variation du travail W par unité de temps. Pour un
travail 6W effectué durant dt, on a :

oW . dr
P=—=F.
dt dt

\3

—F.¢ (6.4)

La puissance s’exprime en Watt [W] : 1 W = 1 J.s71,

2 Energie cinétique
On considére le cas d’'un mouvement curviligne sous ’action d’une force totale F’tot. On

utilise un repére de coordonnées de Frenet muni des vecteurs unitaires 7 et 7. Le travail
effectué par Fiot entre A et B est donné par :

B . B .
Wj“gt:A Ftot-dr:/A ma - dr (6.5)

Or, dans un systéme de coordonnées curviligne, on a :

dr =drr (6.6)
2 d
i= % il + dit’ 7 (6.7)
Le travail devient alors :
B 2 d
P e :/ m(vn+d:F> dr 7 (6.8)
= m/ dv— = m/ vdv (6.9)
= §mUB — §va (6.10)
On définit ’énergie cinétique par :
1Ly
E.= 5 (6.11)
Le travail obtenu en Eq. 6.10 peut alors étre réécrit comme ng“ =FE.p— E..4.

Si I'objet est soumis & plusieurs forces F entre A et B, on a la relation suivante :
F:/ S dr—Z/ F. dr—ZW (6.12)

3 Energie potentielle et énergie mécanique

Par définition, I’énergie potentielle Ef (x,y, z) est une fonction des coordonnées d’espace
(z,y,2) qui est associée a la force considérée F , €t qui a la dimension d’une énergie. Pour
des forces F telles que Wf;B est indépendant du chemin suivi entre A et B, l’énergie
potentielle est telle que :
wtl, =pf, - EF (6.13)
AB A »B :
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[’Eq. 6.13 n’est valable que pour certaines forces F associées a une énergie potentielle.
Ces forces sont dites conservatives puisqu’elles conservent ’énergie mécanique. C’est le
cas de la force de pesanteur ou de la force de rappel d’un ressort. Pour les forces non-
conservatives, il faudra utiliser I’'Eq. 6.3.

Le poids étant conservatif :

Wlxng — —mgé. - AB = —mg(zp — z4) = Mmgza — mgzp (6.14)

Ainsi, par reconnaissance des termes de ’équation 6.13, I’énergie potentielle dans le champ
de pesanteur terrestre est donnée par :

E;,”ﬁ = mgz (6.15)

Procédons pareillement pour la force de rappel d’un ressort :
B B B 1 1
AR - > 2 2
WAB = / IR -dr = / —kzé, - dre, = —k/ xdr = —kx%y — —kxp (6.16)
A A A 2 2
Donc I’énergie potentielle d’un ressort est donnée par :

—

1
F; 2

Attention : L’énergie potentielle est définie & une constante prés (I’endroit ot I'on prend
la référence). Ce n’est pas un probléme puisque seule la différence d’énergie potentielle a
un sens physique.

De plus, on définit I’énergie mécanique par la somme des énergies potentielles et ci-
nétiques :

Ep=E,+ E. (6.18)

Si toutes le forces F; sont associées & une énergie potentielle Rgi, on a :

Wi _ZWA Z( - El ) (6.19)
:Z ZEFB_E7 —Epp (6.20)

i
~— \W—’

=Lp,A ‘=Lp,B

Et avec I'Eq. 6.10 qui introduit ’énergie cinétique, on obtient :

EC,B - EC,A = Ep7A - Ep,B (621)
— Epat+Ea=Eyp+E.s (6.22)
<~ Em,A = Em,B (623)

Conclusion : Lorsque toutes les forces F; sont conservatives, il y a conservation de
I’énergie mécanique.
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4 Lien entre force et énergie potentielle

On dit qu'une force dérive d’'un potentiel si et seulement c’est une force conservative. Dans
ce cas, les composantes de F' sont données par :

_ —0E,/0x B
F=| -0E,Joy =-VE, (6.24)
—0E,/0z

Une force F est conservative si et seulement si (les conditions sont équivalentes) :
— il existe une fonction E,(z,y, 2) telle que Wiz = EzfA — E;:B,
— 1l existe une f_(?nction E,(z,y,2) telle que F = —VE,,
— le travail de F' ne dépend pas du chemin suivi,

— le travail de F est nul sur un chemin fermé,
— le rotationnel de F' est nul : VA F = 0.

5 Energie potentielle et équilibre

Dans cette section, on voit le lien entre énergie potentielle et position d’équilibre. Considé-
rons un objet qui se déplace sur un axe Ox et placons le & la position xg. Supposons qu’a
cette position, on aie :

dE,

—(zg) =0 6.25

2 (a) (6:25)
Alors, comme F = —ﬁEp, on en déduit F(zg) = 0. Si l'objet est immobile en ce point, il
y restera : c’est une position d’équilibre. Cela correspond & un extremum de ’énergie
potentielle (maximum ou minimum).

Si il s’agit d’'un minimum de E,, alors on parlera de position d’équilibre stable : la force
rameénera l’objet en xy pour de petites déviations. Cependant, si ¢’est un maximum, alors
la position d’équilibre sera instable.
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FIGURE 6.2 — Equilibre stable FIGURE 6.3 — Equilibre instable
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Equilibre stable (minimum) Equilibre instable (maximum)

2 2
Ly _get TEr o g Wy _ o TLn

0
dx dx? dx dx? <

TABLE 6.1 — Stabilité des positions d’équilibre
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Chapitre 7

Chocs ; Systémes de masse variable

1 Motivation

On considére le probléme suivant : un pendule au repos est constitué d’un fil et d’une masse
my accrochée a ce fil. Un deuxiéme pendule (masse mg, méme point d’attache) est écarté
de sa position d’équilibre et 1aché sans vitesse initiale. Les masses des deux pendules vont
alors entrer en collision.

Pour analyser le mouvement de m1, on devra effectuer un bilan des forces extérieures : son
poids, la tension du fil mais surtout la force exercée par la masse ms lors du choc.
La norme de cette force et la durée d’application dépendent du choc : elle sera donc trés
difficile & modéliser !

Solution : On considére le systéme constitué de 'ensemble des deux masses. La force qui
pose probléme sera donc une force interne au systéme, qui disparaitra lors de I'analyse
du systéme global. Les forces externes au systéme seront les deux tensions, ainsi que les
poids des deux masses mq, ms.

Par la 3éme loi de Newton (action réaction), le bilan des forces internes sera nul puisque
la masse my exercera une force opposée sur my :

Zﬁin‘c = F,2_>1 + ﬁ1_>2 = 6 (7.1)

Finalement, le choc est un phénoméne trés court. On supposera alors que, pendant le choc,
les forces externes n’ont pas le temps d’agir et que les objets restent au mémes endroits de
I’espace. On ne se préoccupera donc pas des forces externes pendant le choc.
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2 Centre de masse ; référentiel centre de masse

Soit un systéme de N particules (mi,mo, ..., my) a des positions (71, 7, ..., 7y) dans un
référentiel (O, Z, v, Z). Par définition, le centre de masse G du systéme est donné par :

Oc — mity + -+ mNTN Y oa Mala

7.2
mi+---+my M (72)

ou M est la masse totale du systéme. Ainsi, la position de G ne dépend pas de l'origine du
repere.

Cette notion de centre de masse est utile pour exprimer la loi de Newton pour un systéme
total. Pour une particule «, la quantité de mouvement est donnée par p, = MmaUs. La
quantité de mouvement totale pour le systéme de IV particules est :

P=> o= mala (7.3)
(0% «
De plus, on a pour la vitesse du centre de masse :
g = ’IL”’G = — [ mara] = Mﬁ = p=Mig (7.4)
(0%

Finalement, la seconde loi de Newton pour le systéme global s’écrit :

1 dp 1 e = B}
2 — ey — o Fext M—' — Fext )
¢ =6 = Tr g = I — Mig =} (7.5)

Le référentiel centre-de-masse (cdm) est le référentiel qui a pour origine G et qui se
déplace avec lui & une vitesse Ug. Si Y, F'*** = ( alors le référentiel cdm est Galiléen.
Une particule v a une vitesse ¥, dans (O, x,y, z) et V,, dans le référentiel cdm. Elles sont
reliées par :

U = Vo + g (7.6)

Application : On considére deux particules mq et mo, avec des vitesses U7 et U5 dans R.
Dans le référentiel cdm, les particules ont des vitesses Vi et Vo données par :

— m2

Vi=——(th— ¥ 7.7
1 m1+m2(02 v1) (7.7)
> mi - N
Vo= —"—(th — 7.8
2 m1+m2(v2 u1) (7.8)
et les quantités de mouvements :
ﬁl = m1‘71 = —M(UQ — 171) (7.9)
ﬁg = mg% = ,U,(UQ - 171) (710)
ot 'on a défini la masse réduite p par :
_ _mmz (7.11)
mi + mg
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3 Types de chocs

On consideére le cas > Fext — 0, donc la quantité de mouvement Jio; est conservée.
La nature des forces internes va déterminer le type du choc : on en distingue deux princi-
paux :
— Choc élastique : I’énergie mécanique est conservée, pas de dissipation d’énergie.
(ex : balle rebondissante).
— Choc parfaitement inélastique ou choc mou : les objets restent collés aprés le
choc, pas de rebondissement. ’energie mécanique n’est donc pas conservée.

Remarque : Les cas réels se situent presque toujours entre les deux.

4 Chocs élastiques

On considére des particules de forme cylindrique ou sphérique, et on se place dans le
référentiel cdm. Dans ce dernier, les vitesses sont colinéaires et de directions opposées,
mais pas forcément sur la méme ligne. On définit la distance entre les vecteurs comme le
paramétre d’impact b, et lorsque b est nul, le choc est frontal

- /

)
T O‘"'l i

b:O e&«%wgu

FIGURE 7.1 — Définition du paramétre d’impact b

Remarque : Si b > (R1+R2) il n’y a pas de choc entre les particules.

4.1 Cas particulier : Choc frontal (b=0) de deux particules

Dans ce cas, les trajectoires restent sur ’axe des trajectoires initiales. Le probléme est alors
a 1 dimension dans le référentiel cdm.

b=0

A
A

FIGURE 7.2 — Choc frontal dans le ref. cdm
Pour un choc élastique, la quantité de mouvement et ’énergie cinétique sont conservés :
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ﬁavant = ﬁapres (712)
E?vant — Ecapres (713)

Notation : L’instant aprés I'impact sera noté par 'indice ’

La quantité de mouvement totale avant et aprés le choc est elle aussi conservée :

Po=P +P =0 (7.14)
Py =P+ P =0 (7.15)

Des deux derniéres équations, en isolant les vitesses avant et aprés impact de la particule
2 et les réinjéctant dans I’équation (7.13), on obtient :

Vi=-V, (7.16)
Vo=-V, (7.17)

Donc dans le référentiel cdm, les particules repartent avec des vitesses de méme norme et
sens opposés (car b=0, le sens ne change pas s’il n’y a pas de choc).

On revient désormais au référentiel (O, x,y, z) grace a I’équation (7.6), et on a alors pour
un choc frontal :

(m1 — Tng)’l_fl + 27712172

T = 7.18
! mi + ms ( )
_ T 4 D U
17/2 _ (ma — mq)Us + 2my 0y (7.19)
m1 + mso

Etudions le cas particulier ou 5 = 0, les vitesses aprés choc deviennent alors :

— myp—ma

- 7.20
1 m1 + mso vl ( )
/ 2m1
Uy = —————— 0 7.21
Y2 mi + ms vt ( )

— Simq > mg : Les 2 particules continuent dans le méme sens
— Simj; = meo : La particule 1 s’arréte, la 2 part avec U1
— Si mqp < mg : La particule 1 repart dans l'autre sens

4.2 Choc non-frontal de deux palets cylindriques

Le calcul complet des chocs non frontaux n’est pas au programme. Mais si vous étes curieux
ou curieuses, sachez que le calcul peut étre fait facilement pour des objets cylindriques ou
sphériques. Dans ce cas, le vecteur vitesse est séparé en deux composantes. La composante
projetée sur la droite qui relie les centres des palets est traitée en choc frontal, 'autre
composante correspond a un effleurement et ne change pas (pas de choc). Clest cette
approche qui permet de faire les calculs déterministes de 1'outil de simulation graphique.
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=\
Vitesser indhals dows o Comstruchunm deo vilesses U,J/\_l';
u’{_Jnenh'el enhe Jo wose af.rés Lo eloe dows ﬁl./(#;[or{‘-». N c.d.m

FIGURE 7.3 — Choc non-frontal

5 Choc mou

Pour un choc mou (parfaitement inélastique), les deux particules restent collées aprés le
choc (ou elles étaient collées avant une explosion). La quantité de mouvement reste conser-
vée mais pas ’énergie cinétique : une partie est dissipée sous forme de chaleur.

'_L*

m;+m,,
vV,

FIGURE 7.4 — Choc mou

Considérons le choc de deux particules de masses et vitesses différentes. La vitesse aprés le
choc des deux particules collées sera notée ¥. La quantité de mouvement étant conservée,

on a :

Prot = math + math (7.22)
Pl = (my + mo)¥ (7.23)
Poor = Py (7.24)

On peut alors isoler ¥ et déduire une expression pour la vitesse aprés le choc :

§— MLt Moty (7.25)
mi + ms
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On remarque que c’est aussi 'expression de la vitesse du centre de masse G : Ug reste
inchangée lors du choc car Y F® = ().

Si 'on s’intéresse désormais a 1’énergie cinétique, il n’y a pas conservation, mais on peut
calculer la différence d’énergie avant et apreés le choc. En notant I’energie avant et aprés le
choc respectivement comme E.; et E.2, on a :

1 1

E.= §mlv% + §m2v§ (7.26)
1

EQQ = §(m1 + TTLQ)’02 (727)

Il faut alors calculer v? en prenant le produit scalaire de ¥ avec lui-méme :

2,2 = 2,2
mivy + 2mimev1 U2 + mav;

2 5 o
V=07 = 7.28
(m1 + m2)2 ( )
Et on déduit alors en remplagant et aprés simplification du carré :
1 mi1msg N 4 \2
E.o—FE.41=— "% (% — 7.29
c,2 c,1 9 mi + mo (Ul U2) ( )

Cette différence d’énergie cinétique est toujours négative ou nulle, indiquant que si le choc
se produit (négative) il y a perte d’énergie par transformation, et s’il n’y a pas de perte
(nulle) alors le choc ne se produit pas.

6 Systéme de masse variable : fusée

Nous allons désormais étudier un systéme de masse variable, & savoir dont la masse change
au cours du temps. L’exemple choisi ici sera celui d’une fusée propulsée par la matiére
ejectée de ses tuyéres. Dans ce cas, il faut revenir & ’origine de la deuxiéme Loi de Newton
et non pas appliquer F = ma@ car la masse n’est plus constante !

Repére : Axe z vertical pointant vers le haut.
Systéeme : fusée a l'instant t (masse m, vitesse v)

— Fusée de masse initiale my.

— Les gaz sont éjectés a vitesse constante par rapport a la fusée (. = cst) et & un
taux constant (%—T = cst)

— Aprés un temps (t + dt), la fusée a éjecté une masse —dm (on prend dm < 0)
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t

FIGURE 7.5 — Fusee a l'instant t et t-+-dt

La deuxiéme loi de Newton s’écrit comme suit :

dﬁ Pt + dt) — plt)

Fext — 7.30
dt dt (7.30)
Il faut alors écrire la différence des quantités de mouvement entre t et (t-+dt) :
p(t) = m(t)v(t) (7.31)
p(t +dt) = (m + dm)(V + dv) + (—dm)Ugay (7.32)
Ugaz = Ue + U+ dU (7.33)
On obtient alors :
p(t + dt) — p(t) = mdv — dma, (7.34)
= p(t + dt) — plt) dv dm
Fext — _ - )
dt ~Mar T (7.35)

Prenons le cas ou la fusée monte verticalement et est assez loin de toute masse
dans le vide intersidéral (F¢* = (). En projetant P'équation (7.35) sur 'axe vertical z,
et prenant en compte que ¥, = —v.€, (pointe vers le bas), on peut isoler la dérivée de la
vitesse et intégrer de sorte & obtenir :

dv %’L
v(t) —v(0) = fvelnﬁ (7.37)

mo

Si on suppose que la vitesse initiale est nulle, on obtient finalement une expression pour la
vitesse de la fusee en fonction du temps et de la masse au temps t :
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v(t) = veln% (7.38)

On observe alors que v(t) est grand si v, ou si 7728) le sont.

Pareillement, pour le cas ou la fusée monte verticalement et est soumise au champ
de pesanteur (ﬁeXt = mg), on peut raisonner de la méme maniére : projeter I’équation
(7.35) sur I'axe z, isoler la dérivée de la vitesse et intégrer par rapport au temps. On obtient
alors respectivement les équations suivantes :

dv fddT
— = P, — 7.39
dt v m g ( )
mo
= Vln—-+ — A4
v(t)=w lnm(t) gt (7.40)
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Chapitre 8

Oscillateur harmonique

1 Oescillations libres non amorties

Etudions un systéme modéle : Une masse m glisse sans frottements sur un axe horizontal.
Elle est retenue par un ressort de raideur k et de longueur au repos Iy fixé & son autre
extrémité. On tire la masse vers la droite et 4 t = 0 on la lache sans vitesse initiale.

m

—dde

L0
_W‘/\/\/\/’
F.
, . , - ~ —D
-4 -3 -2 -1 0 1 %

7 A

FIGURE 8.1 — Oscillateur libre non amorti

Appliquons la deuxiéme Loi de Newton a la masse m :
— Selon la direction verticale y, le poids mg et la réaction du rail R se compensent
(Z% = —mg), il n’y a pas d’accélération.
— Selon la direction horizontale x, la force de rappel du ressort ﬁk = —kx€, cause
I’accélération.
En projetant selon 'axe x, on obtient I’équation de mouvement ma = ﬁk ou d = Iy, et
donc :

L’équation (8.2) est obtenue en divisant par m et mettant les termes du méme coté. On fait
ainsi apparaitre le terme %, et on peut alors définir )y la pulsation propre du systéme

telle que :
[k
Qo=14/— .
0 m (8:3)
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Et ainsi I’équation (8.2) se réécrit comme :

B(t) + Q3x(t) =0 (8.4)

L’équation de mouvement (8.4) lie linéairement la fonction x(t) & sa dérivée seconde, c’est
donc une Equation Différentielle Linéaire d’ordre 2.

La solution de cette équation est harmonique (en somme de sinus et cosinus), et peut
s’écrire de différentes fagons équivalentes :

x(t) = A*cos(Qot) + B = sin(Qot) (8.5)
z(t) = C * cos(Qot + ¢)
z(t) = D % sin(Qot + 1) (8.7)

Il est possible de retrouver 'expression (8.5) en développant (8.6) ou (8.7) grace aux for-
mules trigonométriques (respectivement cos(a-+b) et sin(a+b), en nommant les termes qui
ne dépendent pas du temps A et B), c’est donc I'expression qu’on va utiliser ici.

Pour trouver les constantes A et B en fonction des données du probléme, nous utilisons

les conditions initiales sur la position et la vitesse de la masse & t=0. On a une vitesse
nulle au départ (&(t = 0) = 0) et une distance initiale non-nulle (z(t = 0) = z9), alors :

z(0) = A xcos(2 % 0) + B *sin(Qpx0) = A = xo (8.8)
.T(O) = —AQy Sin(Qo * O) + BQyg COS(QO * 0) =BQOy=0 (89)

La pulsation propre étant non-nulle, on obtient A = z et B = 0. La fonction x(t) se résume
alors & :

x(t) = zo cos(Qot) (8.10)

On remarque que la position évolue donc de forme oscillatoire avec le temps.

X&)

0.5

0.5

1.0+

T peucd pope

FIGURE 8.2 — Position en fonction du temps
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Le mouvement est donc périodique, et on peut alors définir la Période Propre du systéme

Th comme :
2T m
Th=-"-=2 — 8.11
=0, T V% (8.11)

On remarque qu’elle ne dépend que de la masse et de la raideur du ressort, elle est donc
indépendante de la position initiale. Lorsque Ty est indépendante de xg, on appelle le sys-
téme un Oscillateur Harmonique.

Exemple : le Pendule Simple

e

L
R
A ~—O-/: €y
m S

FIGURE 8.3 — Pendule simple

Il est judicieux de prendre ici un systéme de coordonnées polaires, et donc de projeter les
forces en présence (le poids de la masse et la tension de la corde) et 'accélération comme
suit :

g = mg(cos(9)¢, — sin(6)2) (3.12)
I (8.13)
i = (p— pp*)é, + (pd + 200)é; (8.14)

Cependant, la longueur du fil étant constante on a p = [ et donc p = p = 0. Donc en
appliquant la Seconde Loi de Newton et en projetant selon €, et €y, on obtient le systéme
d’équations suivant :

sur €, : —mlgp? = —T + mg cos(¢) (8.15)
Sur €y : mlé = —mgsin(ep) (8.16)
L’équation qui nous intéresse est (8.16) car la position de la masse par rapport au temps

est donnée par les coordonnées (p;¢) ou p = [ est constant. Donc elle est déterminée
entiérement par la fonction ¢(¢). En simplifiant, I’équation devient :
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(}54— %sin(qﬁ) =0 (8.17)

L’équation (8.17) est une équation différentielle non-linéaire, et donc ne correspond pas a
un Oscillateur Harmonique.

Cependant, il est possible pour un cas particulier de rendre cette équation linéaire : en
utilisant ’approximation des petits angles, on sait que si ¢ < 1 (petit), on a que
sin(¢) ~ ¢. Dans ce cas précis, 'équation (8.17) peut étre réécrite comme :

¢+ 2p=0 (8.18)

Ou l'on définit la pulsation propre de ce systéme comme Qy = \/% . La période propre

Ty = 5277; est donc bien indépendante de la condition initiale ¢q : ¢’est un Oscillateur Har-
monique.

L’équation (8.18) ayant la méme forme que I’équation (8.4), la solution est de la méme
forme également. On a alors (pour des conditions initiales ¢(0) = ¢o et ¢(0) = 0) la
solution suivante :

o(t) = ¢o cos(Qot) (8.19)

Attention : Ce résultat n’est valable que dans 'approximation des petits angles!

2 Oscillateurs non amortis et énergie

Adoptons maintenant une démarche énergétique et étudions ’énergie cinétique, potentielle
et mécanique du systéme. Pour le systéme basique de masse liée a un ressort non-amorti
(Figure 8.1), I’énergie mécanique est la somme de ’énergie potentielle du ressort et de
I’énergie cinétique due au mouvement de la masse :

L o

1
Ep=EN+ Ep = ika + 5me (8.20)

Or l'expression de x(t) a été obtenue dans la section précédente, équation (8.10), et peut
donc étre remplacée dans I’équation (8.20). On obtient alors aprés simplification :

1
E, = ikxg = constante (8.21)

Ce résultat fait sens car I’énergie mécanique est conservée car il n’y a pas de dissipation.
Cependant ’énergie cinétique et potentielle elles ne le sont pas, il y a constamment une
conversion de I'une a 'autre le long du mouvement.

Pour le cas & 1 dimension (@ = #€,) ou la force dérive d’un potentiel, on peut alors écrire
F (projetée sur x) telle que :

Et alors si ’énergie potentielle peut s’écrire comme une fonction de x, on peut obtenir

I’équation différentielle de mouvement par une autre méthode.

Remarque : Pour avoir des oscillations, il faut étre autour d’un minimum de E,,.
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Pour que l’oscillateur soit harmonique, il faut et il suffit que I’énergie potentielle
soit quadratique :

E, = A(x — 20)*> + Epp (8.23)

avec A constante et positive.
Démonsration : En replagant 'expression (8.23) dans (8.22), on obtient aprés dérivation :
mi = —2A(x — xo) (8.24)

On doit alors effectuer un changement de repére. On définit X = x — xq, et ainsi on déduit
X = i et X = & Ainsi, en passant tout du méme coté, divisant par m et définissant
03 = % (seulement valable pour A>0), on a :

X+0X =0 (8.25)

Qui est une équation d’Oscillateur Harmonique (CQFD).

Exemple : Pendule Simple - Approche énergétique

Reprenons I'étude du pendule simple de la Figure 8.3 par une approche énergétique. Pre-

L

nons le repére suivant :

Q'% ‘{\\\
N 52 i BIEIN

FIGURE 8.4 — Pendule simple : approche énergétique

La tension ne travaille pas, le poids dérive d'un potentiel (£, = mgy). Il nous faut trouver
une expression de y en fonction de x, pour cela on utilise le théoréme de Pythagore et on
déduit pour Ep(x) :

?=(—-y)?+2? (8.26)
y=1—1?—2a? (8.27)



L’expression (8.28) n’est visiblement pas une parabole de la forme (8.23), l'oscillateur est
donc anharmonique (comme dans I’étude par les forces!).

Si on regarde maintenant le cas des petites oscillations, cela revient & supposer 7 < 1. En

définissant € = (%)%, on a :

Ey(z) = mgl(1 — (1 —€)'/?) (8.29)

On a € < 1, et donc nous prenons le développement limité de (1 — 6)1/2 ~1-— %e, et alors
I’énergie potentielle pour des petites oscillations devient :

1
E,(z) = mgl-e = M 2

26= 5 (8.30)

On a donc une énergie potentielle de la forme (8.23), 'oscillateur est donc harmonique
pour des petites oscillations (comme dans I’étude par les forces!).

3 Oscillations amorties

On considére loscillateur de la section 8.1 mais cette fois il subit un frottement visqueux
en régime laminaire.

m

—dde

7 Al
Y

U\
- 4 -3 2 -1 0 1 !
FIGURE 8.5 — Oscillateur amorti
La force de frottement s’écrit :
Fr = bt = —bjie, = —(Kn)ié, (8.31)

Cette force est dans le sens opposé au mouvement en tout temps, ce qui explique le signe
moins devant le vecteur vitesse. On remarque que le type d’amortissement dépendra de la
magnitude du coefficient de frottement.

En utilisant la Seconde Loi de Newton selon x (selon y le poids et la réaction se com-
pensent), on obtient :
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mi = —bx — kx (8.32)

b k

i+ —i 4 —z =0 (8.33)
m m

i+ 2yt 4+ Q=0 (8.34)

Ou l'on a défini 2y = % = % et Qo = \/%. C’est une équation différentielle linéaire

d’ordre 2, mais qui n’est pas soluble de la méme fagon que le cas non-amorti & cause du
terme en dérivée premiére de x.

3.1 Meéthode générale de résolution d’une telle équation

La premiére étape consiste a résoudre I’équation homogeéne, qui est une équation du
2nd degré formée a partir de (8.34), de la forme :

M2+ 02=0 (8.35)

On obtient cette équation en remplacant les termes en x par des termes en lambda ou
I’ordre de dérivation est remplacé par la puissance de lambda : un x dérivé deux fois par
rapport au temps (ordre 2) devient alors un lambda carré, et ainsi de suite, en gardant les
mémes coefficients constants devant les variables.

Pour résoudre I’équation (8.35), on utilise le discriminant A = (27)? — 4 % Q32, et on peut

’ 2 .
méme utiliser le discriminant réduit A = % — Q% (27 a été défini avec ce facteur pour

cette raison particuliére de simplification). Les 3 cas vont alors dépendre du résultat de
expression A" = ~2 — 3.

Cas 1 : Amortissement critique (A" =0, v = Qo)

L’équation (8.35) a une racine double A = v = Q. La solution de (8.34) est alors :

z(t) = (A4 Bt)e (8.36)

Cas 2 : Amortissement fort (A" > 0, 42 > Q2)

L’équation (8.35) a deux racines distinctes données par :

—~ + 2_92
Mg = 2 (8.37)

La solution de (8.34) est alors :
z(t) = Ae M 4 Be™ ! (8.38)

Les deux lambdas étant négatifs, x(t) est une somme de deux exponentielles décroissantes.
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Cas 3 : Régime sous-critique (A" < 0, 72 < 03)

A est alors complexe! Définissons w = y/ Q3 — ~2, ainsi on peut écrire A = +iw. La
solution de I’équation (8.35) est dans ce cas A\j 2 = —y % iw.

La solution de (8.34) est alors :
z(t) = AelTTE L Be(m1=)t — =7t 4 (A™t 4 Bem ™) (8.39)

Rappelons nous que x(t) est réel, mais A, B et les exponentielles en i sont des nombres
complexes! Il faut alors séparer parties réelles et imaginaires, et donc écrire :

A=a+ia (8.40)
B = by +ibs (8.41)
™! = coswt + isinwt (8.42)
et = coswt — isinwt (8.43)

Désormais il ne reste qu’a remplacer les expressions ci-dessus dans (8.39), et ne garder que
la partie réelle car x(t) est un déplacement, et donc un nombre réel. Aprés développement
et isolement de la partie réelle (la partie imaginaire doit étre imposée =0), on obtient :

x(t) = e 7" % (A’ coswt + B’ sinwt) (8.44)
Il est aussi possible d’écrire la solution dans la forme suivante :
x(t) = C'e " % cos (wt + @) (8.45)
Ou A" =ay + by, B’ = as+bs, et C’ et ¢ sont des constantes d’intégration données par les
conditions initiales
3.2 Analyse des résultats

Lorsqu’on est dans le Cas 3 ou v < Qp, la fonction x(t), solution de (8.44) représentée
graphiquement est :

a»> T Fm&e?-é'u‘oala_ = —?)—L_ W FSMolwﬁbJ)ow

100 1

SRN

050 4

025

x(t)

0.00 +

—0.25 1

—0.50 1
—0.75 1 U U

-1.00 A

0 5 10 15 20 25 30 3 40
temps(s)

FIGURE 8.6 — Réponse x(t) en régime sous-critique

Gréace a la pseudopulsation w définie dans la section précédente comme w = / Q% — 72,
on peut également définir I'intervalle de temps entre deux pics comme la pseudoperiode
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Dans le Cas 2 ou v > g, la solution (8.38) représentée graphiquement est :

10 4

08 4

06 1

x(t)

04

024

0.0 4

0 5 10 15 20 25 30 35 40
temps(s)

FIGURE 8.7 — Réponse en régime sur-critique

L’amortissement se fait sans oscillations et est plus ou moins rapide selon les valeurs de

lambda.

Finalement pour le Cas 1 ou v = g, la solution (8.36) représentée graphiquement est :

0.8

06 1

x(t)

04

1

00

0 5 10 15 20 b3 30 35 40
temps(s)

FIGURE 8.8 — Réponse en régime critique

Le retour vers I’équilibre se fait le plus rapidement possible

4 QOscillations forcées

Reprenons le méme oscillateur que précédemment, mais on applique désormais au systéme
une force qui a une forme sinusoidale :

F, = F.e, = F, cos(wet)ey (8.46)
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A

FIGURE 8.9 — Oscillateur excité par une force périodique

En appliquant la Seconde Loi de Newton au systéme, on a les mémes forces qu’auparavant
avec en plus la force d’excitation. On peut alors raisonner pareillement que pour le cas
amorti non-forcé, et a partir de 1’équation (8.34) obtenir :

i+ 2vi 4+ Q2x = fo cos(wet) (8.47)

ou foz%.

C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 avec second membre. Ce second
membre est une fonction du temps.

4.1 Meéthode de résolution d’une équation différentielle linéaire d’ordre
2 avec second membre

La méthode est de chercher :
1) za(t), LA solution générale de I’équation sans second membre (donc avec les
constantes d’intégration) : c’est la solution pour f(¢) = 0, trouvée grace a la procé-
dure de la section (3.1)

2) z1(t), UNE solution particuliére de I’équation avec second membre (donc une
fonction qui "marche").

LA solution générale de I'équation avec second membre est :

x(t) = z1(t) + x2(t) (8.48)

L’analyse des résultats de la section (3.2) nous indique que la solution générale tend vers
0 lorsque t tends vers l'infini. On a donc dans cette limite qu’on appellera régime per-
manent x5(t) — 0. Dans ce cas, on en déduit que (8.47) devient, en régime permanent,
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x(t) ~ x1(t).

En observant par l'expérience le déplacement x(t), nous pouvons faire des hypothéses sur
la forme de z1(t), et supposer qu’elle sera de forme :

x1(t) = A(we) * cos (wet + d(we)) (8.49)

Nous voulons exprimer A et ¢ en tant que fonctions de w, et des données de notre systéme,
nous devons alors résoudre ’équation (8.46) en prenant une solution particuliére de la forme
(8.48). 11 sera ici judicieux de passer dans le domaine complexe et d’adopter la notation
d’Euler, c’est a dire :

a = ae? = a(cosh + isin ) (8.50)

Etudions I’équation différentielle complexe suivante :

&+ 22 + Q3x = foer! 8.51
0

En prenant la partie réelle des membres de gauche et droite respectivement, on se retrouve
avec I’équation (8.46) que ’on souhaite étudier. En complexes nous avons donc une solution
de la forme :

2, (1) = Alwe)e!@ett9) = A(w,)evetel® = y eiet (8.52)

On définit X, = A(we)ei¢(w€) qui ne dépend pas du temps. C’est un nombre complexe qui
a pour module A(w) et pour argument ¢(we).

Avec cette notation, les dérivations temporelles de x seront simplifiées :

& = X (iwe)e™e! (8.53)
# = —Xwie™e! (8.54)

On insére les expressions (8.51), (8.52) et (8.53) dans 1’équation (8.50). On peut alors

simplifier des deux cotés le terme e“<!, et on se retrouve avec :

— Xow? + 2ivXowe + Xo% = fo (8.55)

Il est alors facile de factoriser X/, et de l'isoler pour trouver son expression :

fo
— (w2 — Q(Q)) + 2iywe

Xo = = A(we)e'®we) (8.56)

Maintenant il est possible de lier A et ¢ aux données du probléme grace a la relation ci-

dessus. Il suffira de calculer le module et I'argument du membre de gauche de (8.55), et on
obtient finalement :
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Awe) = 8.57
W = 22 + 4772 (557
2vwe
t = — - .
an ¢ o (8.58)

ou ¢ € [—m,0]

Remarque : Si la force d’excitation est sinusoidale et non pas cosinusoidale comme dans le
cas étudié, A reste le méme mais ¢ n’évolue plus dans le méme intervalle (car le sinus est
un cosinus déphasé).

4.2 Analyse des résultats

Etablissement du régime permanent
Nous nous intéressons & la réponse temporelle de 'oscillateur forcé :

0.1+

= X2 : solution générale de I'é¢quation SSM

=== solution totale

— x1 : régime permanent

0.05 =

-0.05 —

T T T T T t T T T T T
10 15 20

| | | ’ tempsfs] \_’—\/\/e

FI1GURE 8.10 — Etablissement du régime Permanent

T
0

On observe deux domaines temporels bien distincts entre la mise en marche et la suite de
la réponse. Au début, nous sommes dans le Régime Transitoire, dans lequel x3(t) (la
solution générale de ’équation différentielle sans second membre) n’a pas encore convergé
vers 0. Une fois que zo(t) devient suffisamment faible et converge vers 0, nous sommes
dans le Régime Permanent. On peut alors observer graphiquement A comme I’amplitude
des oscillations de la réponse totale x(t), et le déphasage ¢ se lit entre les pics de la réponse
totale et de la réponse xa(t).

Etude du régime permanent

En régime permanent, la réponse est z(t) = x1(t) = A(we) * cos (wet + P(we)). On sait
que 'amplitude et le déphasage sont des fonctions de la fréquence d’excitation, regardons
leurs évolutions respectives. Nous faisons également varier le coefficient de frottement et
étudions les différents amortissements.
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—— by=3kg/s oo
—— b= 5kgis
—— by=10kg/s s
—— b= 30kg/s
—— b;=80kg/s

—— by=3kgls
—— b;=5kg/s
—— bs;=10kg/s
—— b= 30kg/s
—— b;=80kg/s

[ 1 2 3

i ; : ; B
w,
[V Fah_hm de tbsonnamce

FIGURE 8.11 — Evolution de 'amplitude et du déphasage en fonction de la fréquence
d’excitation

L’amplitude est toujours positive, commence a la méme valeur initiale et tend vers 0 si la
pulsation augmente quel que soit le coefficient de frottement b;. Elle atteint un pic si b; n’est
pas trop grand, sinon le pic n’est jamais atteint et la fonction est décroissante. La pulsation
pour laquelle A atteint son maximum est appelée Pulsation de Résonance et notée wyes.

Le déphasage lui atteint —F pour une pulsation d’excitation égale a g la pulsation propre
du systéme. On remarque que lorsque la résonance est marquée (faible amortissement),
Wres == €.

Pour trouver wyes par le calcul, il faut chercher le maximum de 'amplitude A. A partir de
I'équation (8.56), définissons le contenu de la racine au dénominateur comme une fonction :

g(we) = (w2 — QF)* + 4y°w? (8.59)

Ainsi trouver les extremums de A revient & trouver les extremums de g, et le calcul est
bien plus simple. En dérivant g par rapport a w, et I’égalant a 0, on trouve 2 solutions
possibles :

we =0 (8.60)
w? = 0% —2+* (8.61)

Le résultat (8.59) correspond au début des valeurs de A, et signifie une tangente horizontale.
Le 2e extremum donné par (8.60) correspond a la pulsation pour laquelle A est maximale.
C’est donc la pulsation de résonnance :

Wres = 1/ 2 — 242 (8.62)

Cependant, ce résultat n’est possible que si 272 < Q% pour que le contenu de la racine de
'expression (8.61) soit positif. Donc il n’y a pas de résonnance si 272 > Q3!

On voit que remplacer l'expression (8.61) dans les résultats (8.56) et (8.57) nous donne
bien mathématiquement la méme chose que les observations faites a partir de la figure
(8.11).
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Résumé sur les Pulsations

— g est la pulsation propre du systéme, soit la pulsation des oscillations si il n’y a ni
amortissement ni forcage

~ w = /Q% — 1?2 est la pseudo-pulsation du systéme avec amortissement, mais non
forcé, quand I'amortissement est sous-critique

— w, est la pulsation d’excitation : une pulsation imposée par 'utilisateur dans le cas
d’un osclliateur forcé

— Wres = \/Q% — 272 est la pulsation de résonnance : une valeur particuliére de w, pour
laquelle la réponse du systéme a une amplitude maximale en régime permanent

Rappel : Période = 2m /Pulsation et Fréquence = 1/Période.

Facteur de Qualité

Afin d’obtenir une description universelle des courbes d’amplitude et déphasage, on définit
le Facteur de Qualité (sans dimension) comme suit :

Q=22 (8.63)

Gréce a cette expression, la condition pour obtenir une résonance devient () > % Plus Q

est grand plus Pamplitude maximale (en résonance) est grande.

On peut également exprimer A en fonction de Q :

Alwe) = A(0)Q _ A(0)Q (8.64)
€ w2 wZ 2052 —1)2 + 5.2 '
\/Q2(§T% — 12+ & V(w2 — 1)2 + &,
ou We = g—g est appelée Pulsation Réduite.
Lorsque 'on est en résonance, on a :
A(0)Q?
A(wres) = Amax = (7)Q (8.65)
Q? — 1
4

Particuliérement, si @ > 1, on a Apax ~ A(0)Q et donc Q = % : Q donne directement
une mesure de la "qualité" de la résonnance.
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Chapitre 9

Moment Cinétique ; Gravitation

Il est possible de décrire différemment les Lois de Newton pour faciliter I’étude des situa-
tions de rotation. Pour cela il faudra introduire de nouvelles grandeurs construites a partir
de notions déja connues : les moments.

1 Moment cinétique et moment d’une force

Le moment cinétique permet de caractériser la rotation autour d’un point O ; le moment
de la force permet de caractériser la capacité d’une force & provoquer un mouvement de

rotation.
Etudions la situation suivante : un point P de masse m, ayant une quantité de mouvement
P et soumis 4 une force extérieure F'.

v

-
rd

K

FIGURE 9.1 —
On peut alors définir le moment cinétique par rapport au point O comme :

Lo=0PAp (9.1)

Pareillement, on définit le Moment de la force F par rapport au point O comme :

Mo=OPAF 9.2)

Attention : Les moments sont définis par rapport a un point de référence et donc dépendent
de ce point! On peut choisir n’importe quel point fixe de 'espace.
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S’il y a plusieurs forces Fiot = Eﬁz, on a Mo => MZO => O? AF,
L dépend de la quantlte de mouvement, M de la force, et grace a la seconde loi de Newton

on sait que F=49% 0On peut donc dériver 1'équation (9.1) par rapport au temps pour la
lier a (9.2) :

dlo d g -
P P M, .
— dt(o Ap) = Ol A = Mo (9.3)

La relation ci-dessus est appelée Théoréme du Moment Cinétique, et est une ré-
écriture de la Seconde Loi de Newton.

Attention : Le point de référence doit étre le méme des deux cotés de I’équation.

Exemple 1 : Mouvement circulaire

Considérons le mouvement suivant : un objet de masse m se déplace sur un cercle de rayon
R centré a 'origine O, avec une vitesse ¢. Prenons des coordonnées cylindriques :

¥
- —>
Lo= mR e
®
4. ¢
” v

o

FIGURE 9.2 — Exemple de mouvement circulaire

Ici, p = R = constante, donc le terme en p de la vitesse est nul. Nous avons alors :

Le moment cinétique par rapport & O est alors ici :

Lo = OP Aj = (R&,) A (mRyE,) = mR*pé, = mR*® (9.7)
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Exemple 2 : Mouvement curviligne plan en coordonnées cylindriques

Y, A

x f

FIGURE 9.3 — Exemple de mouvement curviligne

Dans ce cas, p n’est plus constant et il est alors nécessaire de prendre le terme en p de la
vitesse en considération :

OP = pé, (9.8)
¥ = pey + pie, (9.9)
Et le moment cinétique dans ce cas est :
S ? Lo . sy 2.5 2
Lo = OP NP = (pe,) N m(pe, + ppe,) = mp“pe, = mp“d (9.10)

Le résultat est le méme que 'exemple précédent car le produit vectoriel de €}, avec lui
méme vaut 0.

2 Force Centrale

F est une Force Centrale de centre O si elle est toujours colinéaire & ﬁ (deux exemples
connus sont la force éléctrostatique et la force de gravitation).

Pour la force centrale F de centre O :
— Le moment de force par rapport & O est nul, car F et ﬁ sont colinéaires.
— En appliquant le Théoréme du Moment cinétique (eq. 9.3), EO = constante car sa
dérivée temporelle est nulle.
Une force centrale de centre O conserve le moment cinétique par rapport a O.

3 Gravitation

Rappel historique : Lois de Kepler

1) Les planétes tournent autour du Soleil en décrivant des ellipses dont cet astre occupe
un des foyers.
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2) Les aires des surfaces décrites par les rayons vecteurs sont proportionnelles aux
temps employés a les balayer.

3) Les carrés des temps des révolutions des planétes autour du Soleil sont entre eux
comme les cubes des grands axes de leurs orbites.

C’est en utilisant ces 3 Lois que Newton a dérivé 'expression de la Force de Gravitation.
Cette force a pour expression, dans les cas généraux :

Fo=-—"""2g¢ (9.11)

ou la constante de gravitation est G = 6.674 * 10~ m3kg~1s2

Remarque : On peut relier la constante g & G en égalant la force de gravitation a la surface

de la Terre au poids : g = %7 olt Rt est le rayon terrestre.
T

Cas simple : mouvement circulaire

Analysons désormais le mouvement circulaire dans le plan sous l'effet d’une force de gra-
vitation, montrons qu’il est uniforme, et calculons la vitesse en fonction du rayon de la
trajectoire :

FIGURE 9.4 — Mouvement circulaire et gravitation

En prenant I'expression de I'accélération en coordonnées polaires et celle de la force de
gravitation (9.11), la Seconde loi de Newton nous donne :

- . v dv_ -
ZF =ma = m(—?ep + %ew) = Fg (9.12)

En projetant sur €, et €., les équations de mouvement sont :

2
M
sur €, : — m}; = _GRQm (9.13)
d
sur €, : md—;} =0 (9.14)



La masse é¢tant non-nulle, I’équation sur €, nous indique que v = constante, ce qui prouve
que le mouvement est uniforme. On trouve I’expression de la vitesse grace a 1’équation sur
€p :

v =422 (9.15)

La période est le temps nécessaire pour faire un tour de longueur 27R. Donc :

2T R R3
=T _om /2 1
” T Vi (9.16)

On retrouve la troisiéme Loi de Kepler dans cette expression.
Il est également possible de réexprimer la Masse du Soleil en fonction de la période :

42 R3
M=——7:r 9.17
Ainsi, on peut retrouver la masse de l'astre si on connait le rayon de la trajectoire et la

période.

4 Analyse énergétique de la Force Gravitationnelle

Energie Potentielle de Gravitation

Précédemment, nous avons vu que le poids dérive d’un potentiel. Or, le poids n’est qu'un
cas particulier de la force gravitationnelle, on peut donc chercher ’énergie potentielle as-
sociée a ﬁg. Nous souhaitons trouver une expression du travail entre A et B di & la force
gravitationnelle comme différence de ’énergie potentielle en A et en B.

%

( i
® ﬂ

T Fo

“%

FIGURE 9.5 —

Nous nous plagons en coordonnées sphériques étant donné la symétrie de la force, et re-
prenons donc I'équation 9.11.

On cherche & exprimer le travail fait de A & B par la force de gravitation :

B
o GM -
EEZ/A (5, - dr (9.18)

r2

On peut exprimer dr en fonction de la vitesse en coordonnées sphériques :
dr = Gdt = (i€, + r0éy + r¢sin 0&,)dt (9.19)
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Et en réinjectant cette expression dans le travail, il ne restera que le terme sur €, :

B B
" M . 1
ng:A (—Ger)a~(7’“€T+r9€9+r<psin0€@)dt:GMm/A (—g)idt (920

En intégrant :
o 1 1 GMm GMm
45 =GMm(— - —) = (- )~ (—
B rA rA B
On reconnait alors la différence cherchée, de I’énergie potentielle en A et en B, et on en
déduit que :

) (9.21)

_GMm
r

ES = (9.22)

Vitesse de libération

La vitesse de libération est la vitesse qu’il faut communiquer & un objet pour qu’il échappe
a Dattraction gravitationnelle de la terre. Calculons sa valeur grace aux expressions trou-
vées précédemment.

Considérons qu’'un objet initialement au point A & la surface de la Terre (R4 = Rr) est
lancé avec vitesse 7y, et a Parrivée est a une distance infinie (Rp = co) au point B.

-~ D./——\B

FIGURE 9.6 —

Puisque la seule force agissant sur I'objet est la force de gravitation qui est conservative,
nous pouvons appliquer la Conservation de I’Energie Mécanique, qui implique :

Em,A = Em,B (923)
Epa+E.a=Enp+ EeB (9.24)
On supposera que l'objet arrive tout juste a l'infini au point B, donc & une vitesse nulle,

et donc une énergie cinétique nulle : E. g = 0. Nous utilisons 1'équation (9.22) pour les
termes potentiels et (6.11) pour le terme cinétique restant :

1
Eca= §mvg (9.25)
GMm
E,p=— 9.26
E, =0 (9.27)
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On peut alors injécter ces résultats dans I’équation (9.24) et déduire la vitesse de libération
en l'isolant :

2GM

T
Remarque : Pour échapper a l'attraction terrestre, la seule condition trouvée est sur la
norme de la vitesse. Donc, il est possible de lancer I'objet dans n’importe quelle direction
a cette vitesse, et ce sera suffisant pour que I'objet se libére.

v = ~ 11km/s (9.28)

Energie potentielle effective

Etudions la conservation de 1’énergie mécanique dans le cas suivant : Un objet de masse
m se déplace & vitesse ¢ dans le plan autour d’un plus grand objet de masse M, et il est
soumis a la force de gravitation. En prenant des coordonnées polaires nous avons :

FIGURE 9.7 —

On peut exprimer cette conservation en fonction de la distance séparant les deux objets
qu’on appelle r et qui, ici, n’est pas forcément constante. La conservation d’énergie méca-
nique s’écrit :

1
Ep=EFE.,+E,= imUQ — T —— = cste (9.29)
r
Il faut alors exprimer v en fonction de r et ses dérivées. Le vecteur v s’écrit :
U = p€, + pPe, + €, = pe€, + pPe, (9.30)
Le terme en €, est nul car nous sommes dans un cas planaire. v? est la norme de ¥ au

carré. Pour avoir une relation entre qb et r, on utilise le résultat (9.10) étudié précédemment.
Donc :

L} = |mrpe,| = m*ri? = cste (9.31)
2 _ LY

o 9.32

o= (9.32)

v? =72 + (r?) (9.33)

En injectant (9.32) et (9.33) dans (9.29), on obtient alors :

1 L2 GMm
o1 2 o _
m = mr + 2mr? r
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Dans l'expression (9.34), le premier terme a les dimensions d’une énergie cinétique, alors
que les deux autres d’une énergie potentielle. C’est ces deux termes mis ensemble, ’énergie
potentielle gravitationnelle et le 2e terme de I’énergie cinétique, qu’on appelle Energie
potentielle effective.

L?) GMm

E = — 9.35
pveﬁ(r) 2mr2 r ( )
Analysons son graphique :
G
|
0.4+ | l'.l
: ‘ I‘-Il ‘E)O = ‘[’rﬁjec}tﬂ\(_
arl % lapeFGoe
L .

\(A -__~__|-_—- 1 1 1 bf— t—: o = e_:,‘}’z\k
. 5 10 15 20 :

&

ia
— ——r—
B M

/., y i ﬁmdec b GQ/QJf b e ; 6
4)44:— 7 ,/ E ¢ € ,LLw}uE‘,,.{} { Bl
—{).c.:— ',u"; i”"f’s‘*l’é 4 = %o imfosti%

FI1GURE 9.8 — Energie potentielle effective en fonction de la distance r

Il est possible de déduire du graphique la trajectoire du corps céleste de masse m autour
de l'astre de masse M. Elle dépend de la valeur de I’énergie mécanique, qui étant constante
est représentée par des droites horizontales sur le diagrame :

— Le cas E,, < E, g est impossible, car dans ce cas on aurait %mfz <0

— Si Eper < B, <0, il y a2 points d’intersection dans le graphique. Cela correspond
a une trajectoire elliptique, ou les abscisses des deux points d’intersection sont les
longueurs des demis grands axes de 'ellipse (s’ils sont égaux la trajectoire est cir-
culaire).

— Si E,, = 0, il y a un point d’intersection, correspondant & une distance minimale
entre les deux corps mais pas de distance maximale. C’est une trajectoire parabo-

lique.

— Si By, > 0, la trajectoire obtenue est une hyperbole.
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Chapitre 10

Dynamique du solide indéformable

Un solide indéformable peut avoir un mouvement de translation mais aussi de rotation !

R0, o &
9%?{) tapase e () l&
‘\ S

T

1 Centre de Masse et Lois de Newton

1.1 Enoncé des Lois

La notion de centre de masse pour un ensemble de points matériels et les lois de Newton
assoiées ont été vues précédemment :

OC = 2a™Mala _ 2.0 Mala (10.1)
Yo Ma M

> F = Mag (10.2)

Py = Mg (10.3)

Elles peuvent étre étendues au solide indéformable en passant d’une description discréte a
une description continue :

50 — fwl rdm _ fvolr’]p\j )dV Je f S (s y]’w p(z;y; 2)dV (10.4)

Et de méme pour le moment cinétique et son théoréme, qui pour un nuage de points s’écrit :

Lg'=> Ly = Zfa A Mgy (10.5)
(0%

stot
> Mgt = (10.6)

Et peut étre étendu au solide en écrivant :

[astide _ / Lo = / 7 A dmi(7) (10.7)
vol vol

§ : ext

Lsohde

(10.8)
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Important : Le poids s’appliquera toujours au centre de masse G.

Il est possible de déterminer le centre de masse d’un objet sans passer par la triple inté-
gration dés lors qu’il posséde un ou plusieurs axes de symétrie :

1. Si le solide posséde un axe de symétrie, le centre de masse se trouve sur cet axe

2. Sil’objet posséde plusieurs axes de symétrie, le centre de masse sera a I'intersection
de ces axes

1.2 Solides spécifiques

Pour des objets & deux dimensions (disques, plaques), on peut écrire M = pg * S avec pg
la masse surfacique (en kg/m?).

Pour des objets a une dimension (barre), on peut écrire M = p;xl avec p; la masse linéique
(en kg/m).

Il est également possible, par la géométrie de certains objets, d’avoir un centre de masse a
I'extérieur de celui-ci, par exemple pour un anneau (ou un cylindre creux). Son centre de
masse se trouve au centre géométrique de l'objet (o il n’y a pas de matiére), a I'intersec-
tion de ses axes de symétrie.

1.3 Superposition de deux solides

Si deux solides sont superposés, on trouve le centre de masse de I'objet "total" grace aux

centres de masses et masses des deux objets spécifiques, traités comme des points matériels.
On a ainsi :

m Oﬁ +m O?

O? _m 1 200G

mi + ms

(10.9)

m,

My, + 62
G
m, Gy

+
| o e e O i NI S VS B 3 G P PR

o

FIGURE 10.1 — Centre de masse d’une Superposition de deux solides

1.4 Solide a trou

Pour calculer le CDM d’un solide avec un trou, nous pouvons procéder en prenant deux
objets superposés :

- Le bouchon de masse m1 et CDM noté 0?1, qui boucherait le trou
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- L’objet d’intérét troué, de masse M et de CDM noté O? recherché

En utilisant alors la formule pour le CDM de l'objet total superposé (objet de base non-
troué, dit 2, avec une masse ms et CDM noté 0?2), ona:

? MO?+77110?1 MO?‘l‘mlO?l
O 2 = = -

10.10
M +m 2 ( )

On peut alors de cette expression déduire le CDM cherché en isolant O? :
0C = ma0Cs — miOG (10.11)

M

bouk o Ao mastse M,
conde. e Wasge &,

F1GURE 10.2 — Centre de masse d’'un Objet Troué

On remarque que chercher le centre de masse d’un objet troué revient a superposer 1’objet
non-troué et un trou de "masse négative".

2 Statique

Nous supposons désormais un solide immobile, et nous cherchons les conditions pour qu’il
le reste. Il faut alors respecter deux conditions (pas de translation et pas de rotation de
I'objet) :

Ft =0 (10.12)
Mgt =0 (10.13)

Avec O point fixe du référentiel

Exemple : Poutre (non-homogéne) sur 2 supports

Soit une poutre non-homogeéne (CDM pas centré) sur 2 supports A et B. On connait la
masse, la position du CDM, et on définit les distances aux supports AG = x1 et GB = x5.
L’objectif est de déterminer les forces aux supports F'4 et Fp.
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T Yoe, )rma s

FiGURE 10.3 — Poutre non-homogeéne sur 2 supports

En appliquant les deux conditions citées plus haut, en prenant le point A pour la somme des
moments (de sorte & utiliser les distances connues et n’avoir qu’une inconnue), le systéme
est :

ZFGXt:ﬁA+ﬁB+m§:(FA+FB_mg)€z:6 (10.14)
- — .
ZMA:ﬁ/\mg’ﬂ—zﬁ/\FB:(mgazl—(a:1+x2)FB)€y:0 (10.15)

En projetant la somme des forces sur I'axe z (vertical) et la somme des moments sur I’axe
y, on peut isoler les forces de réaction recherchées :

€2

Fa=mg (10.16)

1+ T2
(10.17)

Fp=m
B gx1+932

3 Energie (cinétique) de rotation

Considérons tout d’abord le systéme suivant : Une tige rigide relie deux masses m égales
(son centre de masse est donc au milieu de la tige), et tourne autour d’un axe de rotation
(Gz) a vitesse constante. Les masses décrivent alors respectivement des trajectoires circu-
laires uniformes.
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En prenant des coordonnées sphériques, on définit :

& = wé, (10.18)
0P, =ré, (10.19)
r=1/2 (10.20)
R =rsinf (10.21)

On déduit également les expressions de vitesse et ainsi d’énergie cinétique (qui sont égales)
pour les masses respectives, ainsi que pour le systéme entier :

Vitesse d'une masse : U = Rwé, (10.22)
1 1
Energie d'une masse : E.,, = §mv2 = imRsz (10.23)
1 1
Energie du systéme masse : E ot = 2 * §mv2 = 5(2m)R2w2 (10.24)

Il est notable que ’énergie cinétique totale se divise en deux parties :

1. une expression qui dépend simplement de la geométrie de I'objet : %(2m)R2

2. une expression dépendant de la vitesse de rotation : w?

Généralisons désormais cela & un solide quelconque :
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Un point quelconque P dans le solide se comporte comme la masse dans le cas précédent,
son voisinage est un volume infinitésimal dV de masse dm. Cet élément dm a une énergie
de rotation a partir de laquelle, en utilisant le cas précédent, on déduit I’énergie de rotation
du solide :

Masse centrée en P : dm = px dV (10.25)

1 1
Energie : B, gm = §dm(Rw)2 = Ep(F)RQWQdV (10.26)

Energie du systéme : E. o = /

vol

1 1
5p(F)R%ﬂdv = §w2 / p(F)R%2dV (10.27)

vol

Introduisons la notion de Moment d’inertie du solide par rapport & I'axe Oz tel que :
I = / p(F)R2dV (10.28)
vol

Qui nous permet de réécrire I’énergie (cinétique) de rotation telle que :

1
Eerot = 51;& (10.29)

On remarque la structure de cette expression, qui rappelle celle de I'énergie cinétique en
translation : I joue le réle de la masse, alors que w joue le role de la vitesse.

4 Moment d’inertie d’un solide par rapport & un axe
Au vu de 'expression du moment de I'inertie, cette grandeur dépend du solide et de ’axe.

4.1 Tige : Masses aux extrémités

La tige est sans masse, de longueur 1, avec 2 masses m & chaque extrémité. En étudiant
son moment d’inertie par rapport a l’axe perpendiculaire au centre de masse, au centre de
la tige, on obtient :
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In = m<£>2 n m(£)2 e (10.30)

4.2 Cylindre mince creux

Le cylindre creux a un rayon moyen R et une masse M. Son moment d’inertie par rapport
A son axe de symétrie est :

In = MR? (10.31)

4.3 Tige : Masse linéique
Etudions désormais une tige mince de masse M répartie sur sa longueur L. Sa masse linéique

est définie comme p;, = M/L. Pour un moment d’inertie autour de 'axe A, on définit un
axe x avec l'origine au centre de masse G, et on calcule alors :

1/2 1
In = / pr * 2dr = — ML? (10.32)
—1/2 12
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L Ll = .D %
-t A
dm = (’& do

4.4 Solides usuels, pleins et homogénes

Sphére

In = =MR% (10.33)

Parallélépipéde rectangle

1
I = EM(a2 + %) (10.34)

Remarque : Pour une plaque rectangulaire fine, I’expression ci dessus peut étre ré-utilisée
car pour cet axe, le moment ne dépend pas de c.
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Cylindre

En fonction de 'axe choisi :

1

In = §MR2 (10.35)
1 h?

In = 1M(R2 +3) (10.36)

4.5 Théoréme de Steiner

Soit deux axes paralléles (Oz) et (Gz) distants de a, avec G centre de masse. Si I, est le
moment d’inertie par rapport a (Gz) alors I, le moment d’inertie par rapport a (Oz) est :

Io, = I, + ma® (10.37)

A - (@3)

2 P 2

o didrame enhe | ( %) J(égj

Exemple : Tige homogéne tournant autour d’une extrémité

Le moment d’inertie d'une tige homogéne (masse linéique répartie) autour d’un axe perpen-
diculaire & son centre de gravité est connu. En appliquant Steiner, nous pouvons déduire
celui de la rotation autour d’une extrémité.
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1 1\2
Io, = —mi? (7) 10.
0 12ml +m( 5 (10.38)
1 1 1
— 2 _ — = — 2
Io, =ml (12+4) 3ml (10.39)

4.6 Solides composés et Solides a trous

Le moment d’inertie est calculé par intégration. L’intégrale étant additive, il est possible
de calculer le moment d’inertie de solides composés en additionnant les moments d’inertie
des solides qui les composent :

15t =15) +15) (10.40)

Pareillement, un moment d’inertie de solide & trou s’obtient en soustrayant du solide non-
troué le moment d’inertie du bouchon correspondant au trou :

I = 15 — pggehon (10.42)
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5 Application

Un cylindre creux de masse M et rayon R roule sans glisser sur un plan incliné. II est laché
sans vitesse initiale au point A de hauteur h, et nous cherchons sa vitesse en B.

aalmdxcerwx

B

Il est soumis au poids, la réaction normale, et la force de frottements. Cependant seul le
poids travaille car la vitesse au point d’application du frottement et de la réaction est nulle
(roule sans glisser) : W = Wp + Wg + Wy = Wp. L’energie mécanique du centre de masse
G & un point donné s’écrit :

1 1

En(G)=Ep+ Ecrot + Ecy = Ep + §1Gw2 + iné (10.43)

Ic = MR? (10.44)
[Ye}

vg=Rw e w= = (10.45)

Prenons comme référence pour 1’énergie potentielle la base du plan incliné, de sorte & avoir
E,(A) = Mgh et E,(B) = 0. Par la conservation de I'énergie mécanique entre A et B (car
le poids est une force conservative) :

2

1 1 1 1
En(A) = En(B) & Mgh = Slgwh + 5 Moh = SMR? » % + M, (10.46)

v =+\/gh (10.47)
L’expression ressemble a celle obtenue pour un objet qui glisse sans rouler : vg = +/2gh.

La vitesse ici est plus faible car pour une méme énergie potentielle au départ, celle-ci est
en partie utilisée pour faire tourner I’objet et lui communiquer une énergie de rotation.
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6 Moment Cinétique d’un Solide

Etudions désormais le moment cinétique d’un solide général et non plus du simple point
matériel. La grandeur était définie par I’équation (9.1), et le théoréme du moment cinétique
par (9.3).

Cas Général : solide quelconque en rotation

Soit un solide en rotation autour d’un axe passant par G. On place l'axe (Gz) de maniére
que ce soit ’axe de rotation. Le but sera de calculer le moment cinétique de ce solide lié &
la rotation.

Considérons un élément infinitésimal du solide centré sur le point P, de volume dV et de
masse dm = pdV . Etudions le probléme en coordonnées sphériques.

Le moment cinétique infinitésimal au voisinage du point P choisi s’écrit :

dLg = 7 A dp =7 A dm * (P) (10.48)
U(P) = Rweé, = rsinfe, (10.49)
— dLg = 1é, A dm * rsin 0€, = r2dm sin 6(—ép) (10.50)

Pour le solide entier, on écrit alors :

Egz/ r2dm sin 0(—éy) (10.51)
vol

Pour chaque point P du solide, le moment cinétique infinitésimal résultant aura une di-
rection différente. Donc ce calcul est une intégration de plusieurs éléments de vecteurs
avec des directions différentes, c’est un cas beaucoup trop complexe pour que l'on trouve
intuitivement EG dans le cas général

Cas Simple : haltére en rotation

Simplifions donc le probléme par ’étude d’une haltére (tige mince avec sa massse concen-
trées aux 2 extrémités).
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Le moment cinétique sera composé de la somme de celui de chaque masse. On peut écrire :

I_;g) =7 AmU =ré Am(rwsinfe,) = —mr2wsin 6, (10.52)
LY = —FAm(-o) = LY (10.53)
L = L% + L2 = —(2m)r’wsin 6y = — Mr?wsin 0 (10.54)

Le moment cinétique obtenu est perpendiculaire & I'axe de la tige, passant par le centre
de masse G. En tournant, le solide décrit un cone, et la direction du vecteur moment
cinétique change, en décrivant elle aussi un céne avec un angle différent par rapport
a I'horizontale (angle 6).

Si le moment cinétique change, sa dérivée est non-nulle, et il est donc nécessaire d’exercer
un moment de force pour maintenir la rotation (en accord avec le théoréme du moment
cinétique vu précédemment).

En général le moment cinétique n’est pas paralléle 4 I’axe de rotation du solide,
sauf si une certaine symétrie existe dans la répartition de la masse. Le maintient d’un tel
axe de rotation demande d’exercer un moment de force.

Exemples de Cas Symétriques

Doublons désormais I’haltére (A) par un deuxiéme solide identique (B), symétrique par
rapport & ’axe de rotation.
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Le moment cinétique du solide total sera EtG"t = Eé + Eg, colinéaire a €, due a la symétrie
du probléme. En utilisant I'expression pour le solide (A) projetée sur I’axe z par produit
scalaire et M = 4m la masse totale, on a alors :

L% = |LBYE, = (2L8 - é.)é. = 4m(r? sin? 0)wé, = MR*wé, = Io@ (10.55)

Ici le moment cinétique est paralléle au vecteur omega car le probléme est symétrique! 11
est possible de généraliser cette expression a des solides usuels :

A
Y wasee
R
faon

~

Dans les 3 cas, le solide est découpable selon deux plans qui nous permettent, en rassem-
blant les quatre quadrants en quatre masses infinitésimales, de retomber dans le cas de
figure précédente (double haltére symétrique).

Pour ces solides, il existe alors des axes de symétrie tels que pour une rotation autour de
cet axe, Lg = Ig,& : On les appelle Axes principaux d’inertie. Tout solide admet
au moins 3 axes principaux d’inertie.

Exemple d’application : Poulie et Corde

Considérons une poulie comme un disque plein homogéne fixé a 'axe A passant par G, de
masse M et rayon R. Une corde sans masse I’entoure. Durant un temps ¢y, on exerce une
tension T sur la corde, I'ensemble est initialement immobile : on souhaite déterminer la
longueur de la corde déroulée aprés le temps tg.
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En prenant en compte toutes les forces (poids de la poulie, tension de la corde, réaction
a l’axe) en présence et faisant attention a leurs points d’application respectifs (G ou A
respectivement). On applique alors le théoréme du moment cinétique au centre de masse

G:

dLc

> Mg = RTé, = (10.56)

L’axe A étant un axe principal d’inertie, le moment cinétique peut s’écrire comme EG =
Igywe, = %M széy. Dans cette expression, seul w dépend du temps, le reste étant
constant. En revenant alors au théoréme du moment cinétique et en projettant sur I’axe
y, on peut isoler et intégrer 2 fois :

1

5MR%'J =RT (10.57)

Y

W= TrE = cste (10.58)
2T 2T

w MRt—i—w(t 0) ik (10.59)
T

0= ——t 10.

MR (10.60)

La longueur de corde déroulée s’écrit alors :

T
L=0;%R= Mtg (10.61)

7 Solide qui Roule

Etudions & présent un cylindre qui roule sans glisser le long d’un plan incliné d’un angle
.
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Nous avons vu jusqu’a présent qu’il est possible d’appliquer le théoréme du moment ciné-
tique pour résoudre le probléme, a un point fixe. Les 3 points d’intérét ici sont O l'origine
du repére, A le point de contact entre le solide et le plan, et G le centre de masse du
cylindre. O est fixe, A et G ne le sont pas!

Il faut par ailleurs pouvoir calculer le moment cinétique au point d’application choisi. Nous
admettons qu’il est possible de le faire pour le centre de masse G ou pour un point du solide
& vitesse nulle :
— pour G : EG = Ig.@ si Gz est axe principal d’inertie
— pour A : La=14asiA point du solide & vitesse nulle et Az axe principal d’inertie
— pour O : Ni un point du solide & vitesse nulle ni centre de masse. On ne peut pas
écrire I_:o = Ip,&

C’est donc un probléme pour appliquer le théoréme du moment cinétique : la contrainte
de point fixe dans le référentiel est donc trop limitante.

Etudions son application & un point non-fixe A quelconque du référentiel R. En reprenant
I'expression intégrale du moment cinétique, et utilisant les expressions connues (p°t =

MiR(G); X Mo = 32 OB opp A F<; Lo = [, OP A dmig(P)) -

EA:/ AP A dmig (P) / (A0 + OP) A dmig(P) (10.62)

[a =40 A / dmiip(P) + / OP A dmin(P) = —OAN G + Lo (10.63)
vol vol

dL 4 -, ot A ext v

—= = TR AP = 0ANY F™+ ) Mo (10.64)

dL

S — - MiR(4) A TR(G) + D (AO + OPypp) N F (10.65)

On en déduit la formule générale pour un point A quelconque :

dLA =" My — Mir(A) A Tr(G) (10.66)

Le deuxiéme terme sera nul dans 3 cas :
— si A fixe dans R
— si A est le centre de masse
— si Ur(A) est colinéaire a Ug(G)
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En revenant désormais au cas du cylindre et le plan incliné : le point de référence A
dans le référentiel R a une vitesse non nulle et colinéaire a celle de G (diffé-
rent de la vitesse nulle du point matériel en contact avec le plan), car a chaque instant
t le pointh change de position. Donc nous pouvons éliminer le deuxiéme terme et ap-

pliquer dstf‘ = Z]\Zi 4 directement. Cela est aussi possible comme discuté précédemment

pour le centre de masse G mais pas pour le point O (& cause du probléme du calcul de EO) !

Par ailleurs, la notion d’axe principal d’inertie est importante pour pouvoir calculer le
moment cinétique au point d’étude. Sous quelle condition alors pour un point O les axes
(0,x,y,z) sont-ils des axes principaux d’inertie ?

Nous admettons que c’est le cas si (G, x, y, z) sont axes principaux d’inertie, et
si O appartient & un d’eux. Dans ce cas, pour une rotation autour de (Oz) : & = we,
et EO = I1p,@.

Dans notre exemple, le point A appartient a 1’axe principal Oy et donc les axes (A x,y,z)
sont également des axes principaux.

T A O

8 Tenseur d’inertie (hors programme)

Dans le cas général, lorsque la rotation ne se fait pas autour d’un axe principal d’inertie,
le moment cinétique s’écrit comme le produit entre un tenseur (matrice) et un vecteur :

Lo=1,3 (10.67)

Avec I le tenseur d’inertie, qui dépend de 'origine et des axes choisis. Son expression est :

[W*+2%)dm  — [zydm — [zzdm
Io=1| —[aydm  [(@®*+2%)dm  — [yzdm (10.68)
— [zzdm — [yzdm  [(z%+ y?)dm

Exemple

Pour 'exemple de I’haltére simple non-symétrique, le calcul nous permet d’obtenir dans

(G,z,y,2) :
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DL
0
=10
w
2m(r cos 6)* 0 —2mr?sinfcosf
I, = 0 2myr? 0
—2mr?sinfcosf 0 2m(r sin 6)?
—2mwr? sin § cos @
Lo=1,6= 0
2mwr? sin? 0
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Chapitre 11

Application du solide indéformable

1 Chute d’une Barre et Pendule Physique

1.1 Problémes et Généralités

Une barre qui chute depuis une position verticale est, physiquement, un exemple proche
du pendule physique, qui, lui consiste & faire osciller autour d’une position d’équilibre non
pas une masse suspendue par un fil mais un solide de masse m.

é’; ) Wﬁﬁffz@

J\:\ '\,ﬂé” N
il A
N 4 .
/q) 0 mi* ¥ v j ¢
¢\ G
CP;TF-@" v frzlmuﬂ " CF:TF-Q"

Selon le cas étudié, il sera plus judicieux de choisir 'angle 6 (qui varie entre 0 et 27) ou
langle ¢ (variant entre —7 et ), entre la verticale et notre objet. Ce choix se fait selon
les cadrans dans lesquels notre objet se déplace en fonction du probléme :

— Chute : Le solide tombe de la verticale jusqu’a atteindre le sol (horizontal) et ne
plus bouger. L’angle 6 est plus judicieux ici car il va varier seulement entre 0 et 90
degrés.

— Pendule : Ici le solide oscille sur les deux cadrans inférieurs, et il est alors bien
plus judicieux de choisir I’angle ¢ autour duquel le solide se déplace.

Notons que les deux angles sont reliés par la relation ¢ = m—0, et 'angle ¢ est celui associé
aux coordonnées cylindriques (O, p, @, ), prises par rapport a I’axe Oz vertical vers le bas.

Que I’étude se fasse avec un angle ou 'autre, les forces en présence sont le poids mg et la
réaction V. Au point O, le moment de N est nul. De plus, le pivot étant le méme au point
O, avec l'axe (Oz) comme axe principal d’inertie, on peut écrire :

Lo = Io& (11.1)
12 mi2 m®> 1
_ L me_ 2 11.2
Io IG+m2 5 + 1 3ml ( )
- dL
> jMOZd—tozoéAmg (11.3)

Etudions le mouvement grace aux différents angles.
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Selon 6 :

& = —0¢, (11.4)
0(3 Amg = T 51n(7r —0)(—e,) = meTQ sin fe, (11.5)
— — = 11.
o 3ml (—0)é, 5 Sin e, (11.6)
0—5T81n9—0 (11.7)
Selon ¢ :
~__i( — )&, = E (11.8)
O=—r(m—p)e: = ¢e: .
l
OC A mg Ts1n(<p)(—gz) - —%sin e, (11.9)
dEO 1 2 s lmg
_1 = _ T G e, 11.1
p” 3ml pe 5 sin €. (11.10)
3
¢+§%Sing0:0 (11.11)

Les équations obtenues nous renseignent sur le choix le plus judicieux pour chaque cas de
figure.

— Pendule : Si'on veut obtenir une équation d’oscillateur harmonique, il faut utiliser
I’approximation des petits angles. Selon ¢ I"approximation se fait au voisinage de 0,
et on peut directement approximer sin ¢ par . Cependant, pour 6, I’approximation
doit se faire au voisinage de 7, et nécessite donc le développement limité de la
fonction sinus autour de ce point d’équilibre. Ainsi, il est plus judicieux de choisir
©.

— Chute : Ici quelle que soit la description choisie nous ne pouvons pas appliquer
I’'approximation des petits angles et réduire le mouvement a un oscillateur harmo-
nique : la solution est trouvée par une résolution numérique (vue en Analyse IV). Le
choizx de 0 se fait alors car il permet d’étudier un angle qui est fonction croissante
du temps.

1.2 Chute d’une Barre

Considérons que nous lachons la barre a la position angulaire initiale (0) = 6 et & vitesse
nulle 8(0) = 0. Un point P sur la barre, a la distance d de O, décrit un mouvement circulaire
non-uniforme, notre but étant de déterminer son accélération.
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Reprenons I’équation du mouvement sur € et les relations entre les angles :

p=1—-0=>p=—0=p=—0 (11.12)
b — g%siHO =0 (11.13)

En utilisant 'expression connue de ’accélération en coordonnées polaires, les relations
angulaires, injectant p = d au point P et en remplagant 6 grace a ’équation différentielle
précédente, on déduit :

G, = —ppPe, + ppé, (11.14)
i, = —db*¢, — dbe, (11.15)
Q1) = —d6>(1)é, — d(?;il’ sin0(t))e, (11.16)

Les deux grandeurs 0 et sin 0 ont été obtenues numériquement, en fonction du temps, grace
a lalgorithme de Runge-Kutta (Analyse IV). Ainsi, nous pouvons grace a un tableau de
valeurs données déterminer 'accélération du point P.

Expérimentalement :

— on choisit une position initiale 6

— on mesure a intervalles réguliers At la position 6 et la vitesse  du point P

— pour chaque position, on calcule @, grace a ’équation du mouvement déterminée
ci-dessus et les mesures de position et vitesse

Nous allons maintenant regarder la projection de 'accélération sur I'axe vertical (Ox), au
point P = A a l'extrémité de la barre : cela revient a calculer le produit scalaire @, (t) - €.
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En utilisant les relations dérivées au chapitre sur les coordonnées polaires, des formules de
trigonométrie et ’expression de 1’accélération calculée plus haut, pour un point sur la
barre 4 une distance d arbitraire on obtient :

€p - € = (cos ey + siné,) - €, = cosp = cos(m — ¢) = —cos 0 (11.17)

€y - €x = (—sine, + cos pey) - €, = —sinyp = —sin(r — ) = —sinf (11.18)
: 3

a, - & = db* cosH+d2—? sin? 6 (11.19)

Regardons deux points particuliers :
: 3
A Dlextrémité de la barre : @, - €,(d =1) = 16> cos 0 + 29 sin” 0 (11.20)
[ 3
G le centre de masse de la barre : @, - €,(d =1/2) = 502 cos f + 17 sin?6  (11.21)

Il est alors possible de tracer graphiquement 1’accélération de la barre en fonction de ’angle
0 pour les deux points particuliers :

== bout de la barre

)
}

== centre de masse

Y
\

N
}

o

accélération verticale (m/s**2)
®
L

e

o
i

a
i

50 60 70 80 920
angle theta

On remarque graphiquement que 1’accélération a I’extrémité est supérieure a la
pesanteur g a partir d’environ 50 degrés. Cela peut paraitre surprenant, mais c’est

99



di au fait que la barre est rigide et fixée & un pivot. Chaque partie de la barre participe
a lentrainement de la partie suivante, en exercant des forces internes, qui permettent
a(A) > g.

2 Mouvement Gyroscopique

Soit un disque plein en rotation autour d'un axe (C'z) passant par son centre C.

Dans ce cas, EC =lIc,det MC = dg—tc. On peut faire varier le moment cinétique si on
applique un moment de force.

Afin de faire tourner I'objet dans un plan vertical, le moment de la force doit étre dans un
plan vertical, et donc la force elle méme dans un plan horizontal! Plus EC est grand (donc
plus le disque est lourd ou tourne rapidement) plus il faudra exercer de moment de force

important pour un angle de déviation o« donné.

Considérons désormais un gyroscope, composé d’un disque qui tourne relié & un contrepoids
et tenu par un support :

K

Ce systéme est soumis & la force de réaction du support (s’appliquant au point O) et au
poids (qui s’applique au centre de masse G). Le disque tourne a vitesse angulaire & = wé),.
Utilisons le théoréme du moment cinétique ici au point O car c¢’est un point fixe et de sorte
a éliminer la force de réaction des équations :
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Zﬂo:wAN+@AM§:% (11.22)

Le moment cinétique total se compose de celui dii & la rotation du disque, ainsi que celui
di a la rotation du systéme entier sur le plan horizontal. Cependant, la contribution de ce
dernier est négligeable devant celle du disque, alors on considére Lo = Egsque =1 glsqued)'.
Ainsi, en supposant que le disque ne ralentit pas sa rotation (w = cste) et nomant dg = OG
le développement de chaque coté de I’équation et 'isolement de la vitesse angulaire de

précession (vitesse angulaire du gyroscope autour de son support) 2 = ¢ est :

(—OG&,) A (~Mgé.) = Mgdg(—¢,) (11.23)

d . d, -

%(Iowep) = IOW%(CP) = IO(UQD@SO (1124)
. Mydg

O=¢ = 11.25
= e (11.25)

On remarque que celle ci diminue lorsque w augmente, car si le disque tourne plus vite,
son moment cinétique augmente et ce sera plus difficile de le faire varier d’'un méme angle
©.

On remarque tout de méme que nous négilgeons ici le moment cinétique da a la rotation
du gyroscope, qui ménerait & un mouvement non pas circulaire sur un plan horizontal,
mais ajoutterait des oscillations verticales qu’on appelle la "nutation".
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