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Exercices

Exercice 1

are Une particule, assimilée a un point matériel M de masse m

A orthoradial
s

, se déplace sur la rainure intérieure d’un cerceau de centre
O , de rayon R et d’axe horizontal Oz , avec une force de
frottement visqueux F y = —fU' = —bm’, ou ¥ désigne la
vitesse relative de la particule par rapport au cerceau, et b
un coefficient positif constant. La particule est repérée par
langle orienté 0 = (Ox, OM) ou Ox désigne la verticale des-
cendante : on supposera 6 petit dans tout le probleme.

Le cerceau g‘c animé d’un mouvement OS(lH}&tOje de rotation, de faible amplitude autour
de son axe Oz :p(t) = @p coswet, ou ¢ = (Ox, 0A), OA désignant un rayon fixe du cerceau.

1. Ecrire Iéquation différentielle du second ordre vérifiée par 6(t).

2. Déterminer amplitude 6,, de I’élongation #(t) en régime forcé, ainsi que le rayon R
du cerceau qui permet d’obtenir la résonance d’amplitude. Suggestion : effectuer le
changement de variable ¢ = w?.

Exercice 2
Nous allons montrer comment démontrer les 3 lois de Kepler a partir des relations fonda-
mentales de la dynamique (lois de Newton) ainsi que de I’expression de la force de gravi-
tation postulée par Newton aussi. La demonstration de la premiére loi est la plus difficile,
nous allons commencer par la deuxiéme, puis pour les courageux (facultatif) vous pourrez
essayer de démontrer la premiére, ce qui demande quelques "astuces" mathématiques. La
troisieme découle des deux premieres.

Les lois de Kepler sont :

K1 Les planetes tournent autour du Soleil en décrivant des ellipses dont cet astre occupe
un des foyers.

K2 Les aires des surfaces décrites par les rayons vecteurs sont proportionnelles aux temps
employés a les balayer.

K3 Les carrés des temps des révolutions des planetes autour du Soleil sont entre eux
comme les cubes des grands axes de leurs orbites.

1) Démontrer la loi des aires (K2). Pour ceci, utilisez la conservation du moment ciné-
tique, dans le mouvement a force centrale.



Physique générale : mécanique Section SV
Prof. C. Hébert Série préparation examen 3

2) Difficile! Le but de cette question est de démontrer que les trajectoires des planétes
sont des ellipses (K1), puis d’utiliser (K1) et (K2) pour démontrer (K3).

On rappelle quelques propriétés des ellipses :

On peut tracer une ellipse en plantant 2 clous séparés d’une distance 2¢, et en utilisant
une ficelle de longueur 2a > 2¢, fixée aux clous, et en tragant la courbe qui "tend" la ficelle.
c’est donc le lieu des points P tels que L+L' = 2a. L’ellipse est caractérisée par son 1/2
grand axe de longueur a et son 1/2 petit axe de longueur b. Les clous occupent les foyers
F et F'. La distance du centre au foyer est c.

a2 —p2 =2

On définit I’excentricité e, positive et < 1 :

c=ae
En coordonnées cartésiennes, dans le repére (O, z,y), elle a pour équation
z2 . Y2
a2 b2

En coordonnées cylindriques (polaires) (p, 6), dans le repere d’origine F, son équation est

=1

P_ 1+ ecosb
P

e est l'excentricité. Pour une ellipse 0 < e < 1, pour une parabole, e = 1 et pour une
hyperbole e > 1. Dans le cas de l'ellipse p = b?/a.

Comme la gravitation est une force centrale, c’est cette derniere équation qu’il faut chercher.
Pour ce faire utilisez la 2éme loi de Newton et ’acceleration en coordonnées cylindriques
(polaires) pour montrer que :

2 GM

m2p3 o 02

Puis utilisez I’astuce de chercher une équation différentielle sur la coordonnée u = 1/p et
de faire un changement de variable en exprimant la dérivée par rapport a 6 et non ¢ pour
montrer que :
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Résoudre et conclure.

Exercice 3

Une toupie de masse m tourne sur le sol, & une vitesse an-
gulaire 2 élevée. Son point de contact avec le sol O est fixe.
L’axe de la toupie est animé d’un mouvement de précession,
a la vitesse angulaire w, = & ou [ est la distance entre
O et le centre de masse ¢,, de la toupie et I son moment
d’inertie autour de son axe. La toupie tourne dans le sens
indiqué sur le schéma (les points de la toupie situés vers
vous vont de haut en bas / de droite a gauche).

Ll O

mgl

Quelles sont les forces appliquées & la toupie ?
Tracez le moment cinétique de la toupie sur le schéma.

Montrez dans quel sens a lieu le mouvement de précession.

Appliquez Newton au centre de masse et déduisez-en les composantes de la force de

réaction du sol.

Exercice 4
Un barreau de masse M et longeur [ est accro-

ché par son milieu & un fil pendu au plafond

et servant de pendule de torsion. Un guide
autour du fil permet de le maintenir vertical 5
(il ne peut donc pas se balancer comme un

pendule simple). 2
On note # Pangle entre (Oz) et la barre. A 0
I’équilibre 6 = 0.

Le fil exerce sur le barreau un moment

&)

Ll e

e
Uua ol
RO ogsun

MO = —/ﬁ'/eétz

K est une constante caractéristique du fil.

1. Etablir I’équation du mouvement puis la résoudre en supposant qu’a t = 0 on lache

le barreau sans vitesse angulaire & ’angle 6.

Le barreau est immobile & 1’équilibre. On tire une balle de pistolet de masse m et
vitesse vy qui arrive perpendiculairement au barreau et s’encastre dans son extrémité.
Exprimer la déviation angulaire maximale du barreau en fonction des données du

probléme.
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Solutions

Solution 1

s
1. Nous considérons § = (Ox, OM) et ¢ la vitesse de la particule par rapport au cerceau.

La force de frottements est donnée par Ff = —fu'7 = —mbv'7. Considérant la RFD,
nous avons :

S F=mg+Fp+N
avec ma défini comme étant
ma = ma,T + ma,i = mROT + mRO*7
La RFD devient alors :

Z F= —mgsin 07 — mg cos 07 — mbv'7 + N7t = mROT + mRO*i

La projection sur 7 nous donne —mg sin @ — mbv’ = mR6 et donc 'équation differen-
tielle : 5

. g .

0+ —v' + Zsinf =0

R R

Le piege est qu’on travaille dans le référentiel (OZ, %), qui est fixe pour avoir le droit
d’appliquer la deuxiéme loi de Newton. En effet, le référentiel lié & ’anneau n’est pas
galiléen (également dit d”’inertie”)!
Il faut donc exprimer v’ en fonction de 6 et ¢ ot 6 et ¢ sont les angles par rapport
a (Of), donc au repere fixe :

v = R(0 - ¢)
avec v/ = R(6 — ¢). Selon I'énoncé, nous avons ¢(t) = g cos(wet) et donc ¢ =
—wepo sin(wet). L’équation peut donc se réécrire, en considérant 'approximation

sinf ~ 0 :

0+ b + %9 = —webyp sin(wet)

L’équation différentielle a la méme forme que celle des oscillations amorties forcées
vue au cours.

2. La solution du régime permanent va étre de la forme 6(t) = 6, cos(wt + 1). Nous
allons nous appliquer a chercher 6, et 9 :
0 = 0, cos(wet + )
0= —0,,w. sin(wet +9) p» = dans ’équation différentielle du mouvement

0 = —0,w? cos(wet + 1)
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—Hmwg cos(wet + 1) — bl we sin(wet + V) + %Gm cos(wet + 1) = —webpp sin(wet)

L‘gem - w?@m} cos(wet + 1) — bl pwe sin(wet + 1) = —webypp sin(wet)
0, []g% — w?] (cos wet cos 1) — sin wet sin ) —
b0, we (Sin wet cos 1) + cos wet sin ) = —webypp sin(wet)

pour obtenir finalement :

COS Wet [Hm <]g% — wg) cos P — bl we sin 1/1} +

sin wet {—Gm (2 — w?) sin vy — bl we cos Y + webcpo} =0

Les préfacteurs du cos et du sin doivent étre nuls pour que ’équation soie vraie en
tout temps. Nous obtenons alors :

Om (}gz — w(g) cos ) — bl wesinty =0 (a)
—0,, (;}2 — wf) sin ¢ — b we cos Y + webpg = 0 (b)

@ = (19% —w?) cos Y = bw, sin

et donc :
g

2
£ —w
tan) = wa =
e

B = O (& 2 ) tan -+ o0 = b

1
cos

Des considérations trigonométriques nous donnent :

sin?¢ 1 — cos? 1 1
tan? ) = = = 1= = \/tan? 1
an”v cosZ cosZ cosZ cos an®e + (c)

En combinant les résultats obtenus avec @), (]E[) et , nous avons :

2

9 _
om <]g% B aﬁ) RT% + bOwe = webypo \/ tan? Y+1

2 02)? 4 pPw? g ;2)% 4 b2
Hm [(R ) ] :%bSOO (R )

bwe b2Z
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De cette dernieére équation, nous tirons :

1
V(& - w2)? + b2

On retrouve (évidemment !) une solution similaire & celle des oscillations forcées, mais
cette fois w. apparalt au numérateur. Le calcul de la dérivée sera un peu différent.
Pour quelle(s) valeur(s) de we a-t-on 6, maximal? Soit £ = w? (changement de
variable). Alors

O = WebSOO

2= —THE e
"9
avec h(§) = m. En dérivant cette équation, nous obtenons :
2
dn(&) 1 f(-2(8 -6 +12) (B9 +v%e—g(-H+2a+1)
- 2 - 2 2
G0+ (-9 %) (5 -9 +v%)
et en fixant la dérivée nulle (pour obtenir la valeur maximale)
dh() g9 9 2, 2., 29 2 12 9 o 9 2
—0=> 2 99 et Te o2 0= 2_0=e=Y =

0,, est donc maximal si nous avons la condition

/g g
We = E%Rr:wig
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Solution 2

1. D’apres Newton :

- GM
Fo=-— mé’r

r2
C’est un mouvement a force centrale (centre O), donc il y a conservation du moment
cinétique de centre O.

0

|Lo| = |F A m#| = rmusina = cte = Lo
. Lo
rvosino = — = cte
m
Prenons une trajectoire quelconque, la planéte occupe le point P(t) au temps ¢ et

parcourt d7 pendant dt, l'aire balayée par le rayon vecteur 7 pendant dt est laire
hachurée d.A.

Petit rappel sur l'aire d’un triangle

LS
A B

A= %AB.C’H = %AB.ACsina = %\[B A AC|

donc

1 1 1 L
dA = 5\ — FAdF] = irdrsin(w —a) = irvdtsina = ﬁdt

En intégrant entre t1 et to avec At = to — t1, aire balayée pendant At devient
L
ZO Ay

2m

A:

Les aires balayées pendant un At constant sont constantes.
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2. D’apreés Newton :

_. GMm . .. 0N\ i A\ =
Fo=— 5 =md = m(p — pd*)e, +m(pd + 2p0)éy

. GM o
p— pb? = — (sure,)

pour éliminer 62 utilisons le moment cinétique

2 2 442 )2 L(2)
i} Ly  GM s Ly GM
P s T T P

u = :p:%etpzéz%

=

~_d/)_d/7d9_df’g_d/)1Lo_LO(dP/dG)_LD[_d1}_ Lo du
P= ~dodt —do’ _dop2m m 2 m -

Lod*u  LoLo 1 d°u  Lj ,d%u
mde2  momp2de?  m2 db?

P="at —dodt " db

. dp dpdo -d[ Lgdu}
m df

L§ od*u _ L§ 4 2
——u'— = —u’ — GMu
m2 di?2  m?
d’u . GMm?
2=
a0 2
c’est le méme type d’équation différentielle que pour l'oscillateur harmonique avec la

. ; <
variable 6. Solution constante : u = Gfg;n
0

GMm? 1
u(@) =Acos(+¢)+ —5— = —
Ly p
on choisit la condition initale telle que ¢ = 0. (revient & prendre % max donc p
minimum pour 6 = 0).

1 GMm?  GMm? AL
;:ACOSQ—}— 12 = 2 (1+GMm2 cos )
2
en utilisant e = Gﬁ& o Gj\gé”2 devient % = %
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1o é(1 +ecosf) = P14 ecosd

p e p

On retrouve I’équation d’une conique. Comme les trajectoires des planetes sont fer-
meés, cela ne peut pas étre une parabole ou une hyperbole, donc forcément e < 1 et
ce sont des ellipses.

Pour démontrer la loi des aires = aire balayeé pendant At : A = g—ﬁlAt devient pour
1 période At =T avec A = aire ellipse = 7ab :

L
mTab = —OT
2m

T GoMm? o GMm2t T\

B o B goqe_ g @

a = —_—

GM 4r2pi? GM

3

t le T'=2m\| —
et pour un cercle ™\ Gar

Lo
= T? = ab=—"T
472m?2 “ 2mrm

p

Solution 3
1. La toupie est soumise & son poids mg appliqué au l

l

centre de masse et a la force de réaction du sol R appli-
quée en O. (é a une compossante horizontale, comme
on le verra en d).

2. Le moment cinétique de la toupe est L=1I0.Lala
méme direction que Gl pointe vers le bas puisque la -
toupe tourne dans le sens horaire. (Autre argument : ﬁ = ez
régle du tire-bouchon,)

3. Le moment des forces en O est M = Ocp, X mg + mg o
00 x R. Cest un vecteur perpendiculaire a la feuille L

——

=0 —
dirigé vers nous, on le voit en faisant le produit vecto- M

riel avec la main. (

Note : le calcul dans la base (€,,€y,,€,) donne M = I(sin e, + cosO€,) x —mge, =
Imgsin0€,. Mais nous n’avons besoin que de la direction de M pour répondre d la
question , ce calcul n’est pas nécessaire.

Le théoreme du moment cinétique en O est % = M, soit un vecteur L qui pointe de
plus en plus vers nous en tournant, ie la toupie s’éloigne de nous. Ceci correspond a
un mouvement de précessions dans le sens horaire, wj, pointe vers le bas.
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4. Le centre de masse de la toupie suit le mouvement de précession, c’est a dire qu’il a
un mouvement circulaire uniforme autour de ’axe vertical passant par O & vitesse
angulaire wy,. Son accélération est donc 'accélération centripete

—

R 25
a= lsmé’wpep

et la deuxiéme loi de Newton s’écrit :
m3 213

. 25 - 5 5 - . 25 -
—mlsinfw,e, = —mge, + R = R = mge, — mlsinfw,e, = mge, — 0z

sin 0¢e),

On voit qu’outre la réaction normale apposée au poids, la force de réaction a une
composante centripete. Notons tout de méme que cette composante est faible : elle
est proportionelle a é avec 2 >> 1.

Solution 4
1. Moment d’inertie du barreau : Ip = 1—12M 12
" dL¢
En O Y, Mg" = &2,
Les forces sont le poids P, la tension du fil T et le moment di a la torsion.

5 =0, MJ=0 donc Zngt = —rkbe,

. ) dL. .
Lo = Io& = Io:02., —2 = Io.¢.
dt
dL ,
N Mo =—2 = —rbe, = Ip.be.
i+ =
+ To- 0
donc 6(t) = Acos(Q2t) + Bsin(Qt) avec Qo = | /7--

0t =0y et 0(0)=0=B=0 et A=0
0(t) = by cos(Qot)

3K
Q_J -2
0 o MP M2

2. Systeme : barreau + balle. a t = 0 la balle s’encastre dans le barreau. Les forces
exterieurs sont le poids (négligé pour la balle) et poids du barreau et tension du fil
pour la barre. Elles on un moment nul par rapport a O. On a donc conservation de
moment cinétique avant et apres le choc L‘w‘mt Lap res . Apres le choc, le systeme

10
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barre+balle se met a tourner avec une vitesse angulaire initiale wg. On détermine wq
par la conservation du moment cinétique lors du choc.

. L ~ s o
Lyt =+ gmve; = L™ = (Itot)woe

1 1
Iiot = Ivarre + Iballe = EMP + 1ml2 = Iiot

mlv 12 M

:71 = — —_—
2,y gtz

L’équation de mouvement est : 6(t) = Acos(Q1t) + Bsin(Q;t). avec Q1 = /(K/Liot)
cette fois 6(0) = 0= A =0

wo

6(0) = wo O(t) = B cos(t) et 6(0) = By =wy = B = %
1
wo .
0(t) = Q—? sin(£24t)
milv 1 mlv mjv mu

= gmaac =

to

2o [ 2Tt NG NN Jrlm+ )

11



