Solides indéformables

« Parce qu’il est plus facile de construire
des pyramides que des sphéres. Parce
que le vent produit les dunes en forme
de pyramides et non de parthénon. »

— Umberto Eco

I. Introduction

Un solide indéformable peut étre vu comme un ensemble de points matériels
dont les distances relatives restent fixes au cours du temps.

La position d'un solide peut étre repérée par six parametres, par exemple les
trois coordonnées d'un point et trois angles qui reperent les positions de trois vec-
teurs orthonormés formant un repére lié au solide (par exemple les angles d’Euler,
que nous introduirons un peu plus tard).

Or, nous avons vu qu'un systeme de points matériels satisfait les deux équations

— Pext et — Mext .
dt dt ©
Ce sont des équations vectorielles, donc effectivement six équations, autant que de
parametres pour fixer la position, et donc le probleme est bien posé. Ot se cache la
difficulté ? Dans la traduction de ces équations en équations différentielles pour les
variables choisies pour décrire le systeme.

. d = . % — —
Pour I’'équation a F®, c’est simple. Nous avons vu que P = Mg, ot1 7

est la vitesse du centre de masse, et donc si 1’on choisit les coordonnées du centre
de masse x¢, yg, zc comme trois des variables, elles sont régies par les équations

mig = FY, mijg = Fye"t et mig=F>.

C’est le moment cinétique qui pose probleme. En effet, alors que P est simple-
ment relié a la vitesse d"un point, le moment cinétique n’est pas en général propor-
tionnel a la vitesse de rotation instantanée .

Par ailleurs, les forces peuvent s’appliquer a différents points d’un solide, et il
peut étre avantageux d’utiliser le théoréme du moment cinétique en d’autres points

. o N dL -
que l'origine du repere, ce qui exige une généralisation du théoréme d_to = M3
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A ce sujet, notons que le poids d"un solide peut étre considéré comme s’appli-
quant au centre de masse. En effet, si le solide est considéré comme une collection
de masses m; aux points M;, le moment du poids en O est défini par

JWO:ZM/\mig
:Z(ﬁ/\mingZcﬂ/\mig
2(%/\ (Zml>§+ (Zmﬁﬂ) NG,

i i

- N
N —~

=M -3

soit

./\—/I>OZO%/\M§.

Par ailleurs, le centre de masse pour un solide est en principe défini par une
intégrale

0C =Y mOM;, —» 7c= /d%(m,
i
ol p(7) est la densité volumique au point 7.

En pratique, on s’intéressera a des solides homogenes, et le centre de masse peut
se déduire de simples considérations de symétrie (centre pour une spheére, un cube,
un cylindre, un parallélépipede, etc.).

II. Cinématique

Commengons par nous familiariser avec la description du mouvement d"un so-
lide. Comme vu précédemment, un solide définit un référentiel, et son mouvement
est décrit par deux vecteurs :

— la vitesse d"un point, par exemple A;
— une vitesse de rotation @.

Pour un point M immobile par rapport au solide, 7, = 0, eton a

—
Uy =04 +@0NAM.

C’est la relation fondamentale entre les vitesses de deux points d'un solide, vraie
pour toute paire de points.

De méme, toujours en supposant que M est immobile, 7}, = 0 et @}, = 0, d’ou

. — —
a‘M:Zz‘A+cD/\AM+c?;/\(cD/\AM).

Il est commode de distinguer quatre types de mouvement d’un solide suivant
les valeurs de 74 et .

1.w=0 e T4=0 =— Ty=0 VM : le solide est au repos.
2.0=0 et Tu 7&6 — UM =04 VM :lesolide est en translation.
= —
3.0#A0 et T4 @=0 = Oy @=04 @+ (GAAM) @ =0 VYM:
| ——
=0

tous les points ont une vitesse perpendiculaire a . Le solide est en rotation
autour d’un axe parallele a @.
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4.0 #0 et T4-0 #0 = Ty -& = T4-& VM : tous les points
ont la méme vitesse projetée sur . Il s’agit donc d’'un mouvement hélicoidal
(composition d"une rotation d’axe & et d’une translation parallele a @).

Proposition (Axe instantané de rotation). Si @ # 0, il existe une droite et une

seule sur laquelle tous les points ont la méme vitesse parallele a . Cette droite
est appelée axe instantané de rotation.

Preuve. Cherchons un point C tel que ¢ / @, ou encore & A 7c = 0. Or,

I
ol

ONTec=WONTa+ w/\(w/\@)
(wzﬁ)w wzlﬁﬂ

implique que
c?;/\ﬁAJr(ﬁR)c?;—wzzﬁ:ﬁ.

Une solution de cette équation est donnée par

R w/\vA

Eneffet,c?)-zﬁ :O,etd’)/\ﬁA—wzzﬁ = 0.
De plus, si D appartient a la droite définie par C et @, on a

op=8c+ @ACD =3
D C C
=0 puisque CDI@

Enfin, pour un point E qui n’est pas sur la droite, @ A CE # 0etw A CE L &
donc T n’est pas parallele a @.

La nature du mouvement (rotation simple ou mouvement hélicoidal) se déduit

@
simplement de cette formule. En effet, si R = 2 A , alors
Uc A+ oA R

=04+ L WON(WONTL)
— VA (U2 A
 Bpt s (@ BA) B — 27
— VA (U2 A (U2 A
et donc finalement .
Uc = — (W-Ty)@.
C (,()2 ( A)

— Siw-04 =0, Jc = 0. Les points sur 'axe instantané de rotation ont une
vitesse nulle. Le mouvement est donc un mouvement de rotation.

— Si@- T4 # 0,7 est parallele a . Les points sur I’axe instantané de rotation
sont animés d’un mouvement de translation parallele a . C’est donc un
mouvement hélicoidal.

Dans tous les cas, 1’axe instantané de rotation est I'axe qui passe par C et qui est
parallele a @.

a. La relation 4 A (b A E’) =@ 0)b— (ﬁ : b) ¢ se démontre aisément en passant en coordon-
nées cartésiennes.

94



1. Solides en contact

Considérons un solide S en contact avec un autre, supposé immobile, et sup-
posons que le contact soit réduit a un point A, et que les plans tangents des deux
solides soient confondus en ce point.

W) et U4 sont dans le plan tangent,
mais pas nécessairement colinéaires.

Le mouvement du solide S est caractérisé par deux vecteurs, 74 (la vitesse du
point A de S par rapport a I’autre solide), et le vecteur .

Comme les solides sont indéformables, 74 doit étre dans le plan tangent. Par
contre, & peut avoir des composantes paralleles et perpendiculaires au plan tan-
gent:

=W, +ay.

Définitions. 74 est appelée vitesse de glissement, &, est appelée vitesse de rou-
lement, et @0 | est appelée vitesse de pivotement.

D’apreés les propriétés générales, on a :
— Sid4-@ =0 (04 L @), ’est une rotation.
WONTp
W2

— SiGaAND =0(T4 I @), le point C défini par zﬁ = = 0 est confondu

avec A et A est sur l'axe instantané de rotation.

Cas particulier. Si 74 = 0il ny a pas de glissement, et le mouvement est un pur
mouvement de rotation puisque @ - 74 = 0. On dit qu’il s’agit d'un roulement
sans glissement.

Résumé.
— Ty // @ :1'axe instantané de rotation passe par A.
— ¥4 L @ : mouvement de rotation.

— U4 = 0:roulement sans glissement, rotation d’axe passant par A.

Exemple. On considéere une bille de rayon r qui roule sans glisser a l'intérieur
d’une sphere de rayon R. Que peut-on dire sur @ ?

O

A
v

— Roulement sans glissement donc 74 = 0.
— Pour tout point de la bille,

AM = @ A AM.

— —

M =704+ @A

N
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— Le centre de la bille a donc pour vitesse

—

C:d’)/\zﬁ

avec zﬁ = —1¢,.

— Posons & = w; € + wg €y + wy €p. Alors on a

@ NAC = —1 (w0, 8+ Wy By + Wy ) A
—Tweg €9 N\ € — 1wy €p N €

= rwy €y — 1wy €y .

— Or, le centre est a la distance R — r de l'origine. D’apres les formules en
coordonnées sphériques, on a donc

T=(R—-1) 08+ (R—r)¢sinbé,.

— En comparant ces deux expressions, on en déduit

' R—r . .
{rw9=(R—r)cpsin9 <ot Wy = p $psinf
—rwy = (R—r)0 ’ W, :_R—T’g

r

La vitesse de pivotement w, n’est pas fixée par la condition de roulement sans
glissement.

2. Mouvement plan sur plan

On parle de mouvement plan sur plan lorsque, a tout instant, les vitesses de
tous les points du solide sont paralleles a un plan fixe I du référentiel fixe. De
fagon équivalente, un tel mouvement est caractérisé par le fait qu'une surface plane
X du solide reste en permanence dans un plan I1.

Propriétés.

1. @ est normal au plan I1.

— —
En effet, U); — T4 = @ A AM doit étre parallele a IT pour tout vecteur AM,
donc perpendiculaire a la normale a I], ce qui sera le cas si « L I1.

2. Le mouvement est soit une translation, soit une rotation.

—

En effet, @ - 74 = 0. Ainsi, soit @ = 0 (translation), soit @ # 0 mais @ - T4 =
0, et ’est une rotation.

3. Si le mouvement est une rotation, il y a un centre instantané de rotation I
dans X défini par

W ATy

%
Al ==

1l satisfait 7; = 0.
Exemples.

1. Considérons une barre qui glisse contre un mur en restant dans un plan
vertical. Ou est le centre instantané de rotation, et quelle est sa trajectoire
pendant la chute?
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Comme la barre reste dans un plan vertical, c’est un mouvement plan sur
plan, et & = we..

Le centre instantané de rotation I vérifie

—  WAT
Al = ZA et Iﬁ: 5
w w

%
o5 /8 = BlIg,
I est donc a l'intersection de la perpendiculaire au mur en A et de la per-
pendiculaire au sol en B. C’est donc le point qui complete un rectangle avec

AOB. On en déduit que OI = AB = /. I décrit un quart de cercle de centre
O et de rayon /.

. Considérons un cylindre qui roule sans glisser. Ot est le centre instantané
de rotation? Que valent les vitesses aux points A, B, Cet D?

Yy W=we;

N\

O

A x
b4
Comme il s’agit d’un roulement sans glissement, 74 = 0 et A est donc le
centre instantané de rotation.

—

Ey\

—

A

Les autres vitesses sont données par

G5 = O AAB = 260 = —2Rw?,y,
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o=@ AAD =@ AAC+ @ ACD

3. Considérons une barre qui tourne autour de son centre C dans un plan xy.
Le centre C est animé d’une vitesse v dans la direction x. Ou est le centre
instantané de rotation?

soit finalement

ITI. Théorémes relatifs au moment cinétique et a I’éner-
gie cinétique

Dans cette section, nous allons établir quelques théoremes généraux relatifs au
moment cinétique en un point quelconque et a sa dérivée.

7 Y TP
Pour un point matériel, nous avons vu que Ly = AM A m U satisfait
[y=To+AOAmT.

Pour un ensemble de points, on définit de méme

ZA :ZM/\WI{@,
i

etl'ona
EA :Z(B—l—(m)/\miﬁi
i
:ZOWi/\miﬁiJrZz@/\miﬁi
i i
:Eo—i—zﬁ/\Zmiﬁi,
.
:Mﬁc
soit
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Théoréeme (Théoreme du transfert).

zAzzo—l—B/\MZ_fG.

Comme nous le verrons, il est souvent utile de considérer le moment cinétique
au centre masse G.

Proposition.
Lc=L¢

ou L est le moment cinétique dans le référentiel du centre de masse.

Preuve. On a simplement

Lg

I
g

CWi/\miz_fi
i

i\ m; (’(_));[< —i—ﬁc)

RS
2l 2l

,-/\miﬁf—i—ZCﬂ/\miﬁc
i

—_ H —
= LE + (Z m; GM1> NG,
i
—_——
=0
et donc finalement on a bien
Lc=Lg.

Théoreme 1 (1°" théoreme de Konig). On a

Lp=TL%+AGAMic.

Preuve. C’est une conséquence directe de Ly = Lo + AG A m U; appliquéa O =
G, etdeLg = Eg.

Théoreme 2 (2° théoreme de Konig). On a

1 2
K:K*+§MUG,

ou K désigne I'énergie cinétique.

Preuve. L'énergie cinétique totale est définie par
K=1 T
=5 ZZml 7.
Dans le référentiel du centre de masse, on a 7; = U; + U, d’ot1
1 o N2
K = E Zmi (Ui —|—UG)
1

1 —x =% = —
=5 Zmi (vi2+2vi -UG—H%)
1
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= % Zmlﬁfz—l—Zmlﬁf -5@-1—% Zmi Y_J%

i i i
—_————  ~—— ~——

=K* ] =M
_ K* 1M 2
= -+ E UG .
Théoréme (Théoréeme du moment cinétique par rapport a un point quelconque).
On a
di, — H .
—A — M~ T4 AMT;.
dt
Complément (Preuve). Nous avons démontré que si O est un point fixe, le moment cinétique
total par rapport a O satisfait I'équation
dzo . _>ext
= = MEGE.
En utilisant le théoréme du transfert, on en déduit que pour un point A quelconque, on a :
dL, d
= L A
O dt(o#—%/\MZ)g)
dL d
=94 (@) AM ¢ + AO A Mic ,
dt dt ~——
\17/ H/_‘—/ — Pext
=Mgt =—0Ux
soit .
dL — =
d—tA = ngt+zﬁAPext—z7AAMﬁc.
Mais
Mt + A APt = Z(W A ESE 4 ZB A Eet
_ Zm A Fext Mext
Conséquences.
dls — , . -
1. d_tG = ME* puisque G5 AmTg = 0;
dzA ext PR e ’ Z N PN . .
2. T = M5 si T4 = 0 (c’est le théoreme général en un point fixe);
dL, L
3. th /\/le"t sidy / Bc.

Le théoreme du moment cinétique prend une forme particulierement simple en
un point fixe du solide ou au centre de masse.

Résumé. .
dLa

H
F:Mff‘ si A=G,Afixeoudy / ;.

Enfin, les théoremes relatifs a I’énergie d"un point matériel s’étendent directe-
ment au cas des solides.
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Théoreme (Théorémes de l'énergie pour un solide).

— La variation de l'énergie cinétique est égale au travail des forces exté-
rieures.

— S’iln’y a que des forces conservatives qui travaillent, I'énergie mécanique
est conservée.

Remarques.

— Le travail des forces fait intervenir la vitesse au point d’application.

— L’énergie potentielle du poids est donnée par Mgz, ol z¢ est la coordon-
née verticale du centre de masse.

— Dans un solide, les forces intérieures ne travaillent pas parce que la puis-
sance des forces entre deux points i et j est nulle. En effet, cette puissance
est donnée par

Fij 04 i - 0 = Fiyj - (0 — 3) = Fyyj - (@ A MiM)) = 0,

car, d’apres la forme forte de la 3éme loi de Newton, l?i_>j est parallele a

M;M j» donc perpendiculaire a & A M; M j- Ce n’est bien stir pas vrai pour
un ensemble quelconque de points matériels.

IV. Calcul du moment cinétique

Dans un solide considéré comme un ensemble de points matériels de masses m;,

la vitesse de chaque point matériel i est donnée par

5i:5A+JJAA2\7ii,

ol A est un point du solide et & la vitesse instantanée de rotation. Ainsi, le moment
cinétique en A peut s’exprimer uniquement a 1’aide de 74 et @ :

EA :ZMAmiﬁi,
i

que 'on peut développer :

EA=ZmimA(5A+@Am>
= <Zmim>/\5A+Zmi Imz/\<a}/\M) /

J/

— —AM2&— & ,
NG —AM? &~ (AM,-&) AM,
soit . . .
La=MAGAGs+ Y mi (AM? & — (AM;- &) AM)) .
i
1. Cas particulier : point fixe ou centre de masse

Si A = G, ousi A est fixe (34 = 0), ona

EA = Zm,- <m2@— (AIVfl GJ'> A]Vfl) .

Plagons-nous dans un repere cartésien (A, ey, €, €;), et appelons (x;, y;, z;) les co-

ordonnées du point M;, alors

AMP = 2 + 32 + 22
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et

gl

it W = X;Wy + Yiwy + zZjw;

car
wx xl
@ = wy et AM; = | y;
wz ZZ

La composante suivant éx du vecteur mz o — <m . GJ) m est donnée par
(xiz + 2+ z?) wyx — (Xiwy + Yiwy + ziw;) x; .
Le terme x?w, se simplifie, et il reste
(y? + zlz) Wy — XYWy — X;ZjWy .

Des formules équivalentes sont aisément établies pour les composantes suivant ¢,
ete,, d’ ol
B (y? + 2%) wx — xiy; wy — Xiz; W2
La=) mi| —xyiwe+ (37 +22) wy —yiziw; |,
i —Xzj Wy — Yizi wy + (X7 +Y?) w;

que l'on peut écrire de fagcon plus compacte a I’aide d"une matrice 3 x 3 :

2.4 .2
~ yi +zj ;xiyiz —XiZ; Wy
Lp= Zmi —xiy; X7+ 2z ;yiziz wy |,
: —Xizi  —VYizi Xi+tVy; w;
que l'on réécrit simplement
LA = TA @

avec 15, la matrice d’inertie ! au point A :
Zmi (yzz + Zzz) - Zmixiyi - Zmixizi
Ty = - Z MiX;Yi Zmil@% + Zf) - imiyizi
- zzmixizi - ZZ; m;yizi Zi;m,-l<x§ + .%2)

Cette matrice dépend de 'orientation du triedre ey, €, €; choisi pour exprimer
les coordonnées x;, y;, z; et wy, wy, w;.

Comme elle est symétrique, il doit exister > un triedre (¢, &, €;) dans lequel cette
matrice prend une forme diagonale :

_ L 0 0
In=10 L O
0 0 I

Si l'on désigne par (w1, wo, w3) les composantes de @ dans cette base, on a le
résultat fondamental suivant :

Ly =Lwél + hwyer + Izwses.

Les vecteurs ¢, €, et €3 définissent les axes principaux du tenseur d’inertie au
point A. Les éléments diagonaux I, I et I3 sont appelés les moments principaux
d’inertie.

1. On parle aussi parfois de tenseur d’inertie.
2. Voir cours d’algebre.
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Remarques.
1. Les vecteurs principaux et les moments principaux dépendent du point A.
2. (A, ¢é,,,,¢3) est appelé un repeére d’inertie.
3. En général, [ 4 n’est pas parallele & &, sauf dans les cas suivants :
— g?) est parallele a un vecteur principal d’inertie, par exemple ¢, alors
La=ho;
— deux moments d’inertie sont égaux, parﬁexemple L =1 =1etwest
dans le plan engendré par (€}, €,), alors Ly = [ @;

— tous les moments d’inertie sont égaux : I = I = I3 = I, alors L A=
I & pour tout @.

2. Cas général

Si A # G, etsi An’est pas fixe, on a

EA:ME/\”(_)'A—{—?AJJ.

C’est la formule fondamentale qui permet d’exprimer le moment cinétique en un
point A du solide en fonction de 74 et de &. En pratique, on essaiera de se placer
en un point fixe ou au centre de masse.

Le calcul du tenseur d’inertie en un point est compliqué car il faut remplacer les
sommes par des intégrales :

Y omi (5 +yi) — / drp@ (2> +37) et Y mpxiy; — / d7 p(P)xy,

ot p(7) est la masse volumique du solide au point 7. Par ailleurs, la diagonalisation
n’est pas simple.

En pratique, on peut s’en sortir simplement a ’aide de quelques résultats faciles
a démontrer.

3. Moment d’inertie par rapport a un axe

Définition. Le moment d’inertie par rapport a un axe A est défini par

IA = Zmldzz
i

ou d; est la distance de la masse m; a I’axe A

Proposition. Si A est un point fixe, ou si A est le centre de masse,

2

LA-(D:IA(,U

ol A est l’axe passant par A et parallele a @.

Preuve. Posons AMI- = zﬁ + P; Mi, ou P; est la projection de M; sur I'axe A.
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On a donc

Or, N N
La=Y m(AMZ@ — (AM;- &) AM))
1
et )
La-o=Ym (AM2? - (AW, 5)')
1
mais
AM? = AP? + &
et
(M-d’))zz (zﬁ-d})zzzﬁzwz car IWI'J_G’) et zﬁ//d’),
d’ou

4. Théoréme de Huygens-Steiner

Théoreme (Théoréme de Huygens-Steiner). Si A est 'axe paralléle a A passant
par G, alors

Ip = Ip, + Md?,

ou d est la distance entre Aet Ag.

Complément (Preuve). Si A est un point fixe, on a :
L= D[ (¢+ G o - (32 -0+ 5o )
:zm (A8 127 -GH, + GM2) o2 (AC -3~ (W, )
~2(a¢-a) (GM; @)
o G — (G0 + o [P (38 ]
S o (A2 - GH)o? -2 (AC-0) (6M- )]

Le premier terme est égal a L - @, le deuxiéme terme est égal a3 Md?w? et le troisiéme terme
peut étre réécrit

(36 T )2 (45 (£ )

S— —

= -

=0 =0
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il est donc nul. Finalement,

et donc

5. Rotation autour d’un axe quelconque

Si A est un axe quelconque (et pas un axe principal d’inertie), le moment I, peut
se calculer a partir des moments principaux d’inertie. En effet, si & est parallele a
A, et si A est un point fixe sur A, on a:

IA(,UZ = EA(?) = (TA(T)> S@.
Dans la base o1 14 est diagonal, on a en particulier

Lw?* = (hw & + hwy & + 3wz &) - (w1 €1 + wy s + w3 83)
= Lw? + Lhws + w3
et donc finalement
LW} 4 bws + w3
Tra T

IA

ou encore, en posant & = wil avec ||if||> =1,

Iy = hu? + Lu3 + 3.

Dans cette expression, 11, uy et uz sont les composantes d'un vecteur unitaire pa-
rallele a A dans la base &, &, &; ot I 4 est diagonal.

6. Symétries

Pour les solides ayant des symétries, les axes principaux sont déterminés par les
symétries. C’est particulierement utile au point G, ou les symétries fixent le plus
souvent tous les axes principaux.

Reégles de symétrie. Est axe principal d’'inertie en A tout axe passant par A et
satisfaisant 'une des propriétés suivantes :

— c’est un axe de symétrie, c’est-a-dire un axe tel qu'une rotation autour de
cet axe d’angle strictement inférieur a 27t laisse le volume occupé par I'objet
inchangé.

— il est perpendiculaire a un plan de symétrie passant par A, c’est-a-dire un
plan qui sépare 1'objet en deux parties qui sont des images miroirs 1'une de
'autre.
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Table des principaux moments d’inertie.

On suppose que les systemes sont homogenes.

3
(11 = %M (0*+c?)
//-__ _L_____Cl Igle<El2+b2)

ﬂ// b | \ 12
1

Parallélépipede rectangle plein

3 1 1
R =L =Iy=>-MR>+ —MIL?
Plein : 1 4 12
Is = SMR®
L G R Y S G|
\ 2 Creux : Il —IZ—IA_ EMR +§ML
1 - —5_ =~y A 13 - MR2

Cylindre de révolution

S A
2
h Boule pleine: [; = I, = I = I = 5MR2

2
»’ 2 Spherecreuse: [} = I, = I3 = Iy = gMR2
1

Sphere

Exemple. Considérons un anneau homogene de masse M.

A€3

Z A

L'axe donné par ¢&; est un axe de symétrie. ¢ et &, (et tout vecteur dans le plan
(€1, €2)) sont perpendiculaires a un plan vertical passant par A. Par exemple, €}

est perpendiculaire au plan (4, é2), qui est un plan de symétrie. On a alors

I; = MR?

qui est évident car toute la masse est a la distance R. Quant a I; et I, ils ont la
méme valeur [ = L =1 =Y midlz. Pour la calculer, introduisons la densité
linéaire A et remplacons la somme par une intégrale en introduisant 1’angle 6.
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A0

La distance s’écrit d; devient d = R cos 0. La densité linéaire se calcule en utilisant
la masse :

27 M
ARdO = A=
/0 M = 2R
On a donc
27 27 M 1
1:/ ARd9R2c0s29:AR3/ cos?0dd = —— R37 = ~MR?,
0 0 27tR 2

et finalement

1
L=1I= EMRZ.

V. Energie cinétique
Comme Ty, = U4 + @0 A AM;, ona
1 _
= Ezmiv%\d
i
1 W 2
= Ezml (5A+CTJAA i
i

2 2
De plus, (ﬁ A b) = a’b*sin® a et (a b) = a*b* cos® a donc

(71'/\5)2+ (El’~ 5)2 = a?b? (sinztx + cos? zx> =’ = (Zi/\B)2 = 2% — <71’-E

Ainsi,
Zml <w/\M) Zml <m2w2 _ (J; : m)z)
i
1- . 1, = |
:ELA-w:Ew-IAw
Finalement,
1 . 1., =
Eczini—e—MvA (w/\ﬁ) Ew Ip@
Cas particuliers.
— Sid4 =0, alors
Ec= 1@ 14@ = 2 La?
C—Ew AW—EAW ,

ol A est I'axe parallele a & passant par A.
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— Si A = G, alors

1 ) 1_, = 4
ECZEMUG—i—Ew'le'

On retrouve le deuxieme théoreme de Kénig, K = imovZ + K*, ot 'on a
g 2Mog

K*=1& Tcd.

Résumé (Moment cinétique et énergie cinétique).

Si A fixeou A =G
— Théoreme du moment cinétique :

diA __>ext
— = M.

— Moment cinétique :
Lp= TA @ = w1 + hwy ey + Izws e3
avec Iy = Ip. + Md?, ou encore

i E’g+ﬁ/\Mﬁc,

qui est toujours vrai.

— Energie cinétique :
1., - 1. 5, . .
Ec = Ew Ly = EIAw si A est fixe
ou

I 1 1 .
Ec = —mvzc +=-@:-Lg = Emvé + EIAGwZ si A=G.

VI. Roulement sans glissement

Comme premiere application, nous allons étudier des exemples de roulement
sans glissement.

1. Cylindre sur plan incliné

Considérons un cylindre de rayon R et de masse M. Le moment d’inertie par
rapport a 'axe (G€,) est | = kMR? avec k = 3 si le cylindre est plein ou k = 1 s'il
est creux. Le point A est sur I’axe de contact entre le cylindre et le plan incliné, dans
le méme plan perpendiculaire a ’axe du cylindre que G. Quelle est la condition de
roulement sans glissement? Quelle est la vitesse a I’arrivée apres une descente de
h?
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Posons & = w ¢€,. Le mouvement est complétement déterminé si I’'on connait F(t)
et @(t). Or,

G = G4+ @A AG.
S’il y a roulement sans glissement, alors 74 = 0, ot A est le point sur I'axe instan-
tané de rotation dans le méme plan parallele a ¢y et ; que G, et

Le mouvement est donc totalement déterminé par w(t).

Comment trouver w(t)? Le plus simple est d’appliquer un théoréme qui ne fait
pas intervenir de forces inconnues. Or, les forces de réaction du plan incliné sur le
cylindre sont symétriques par rapport a A, et leurs moments se compensent puis-
qu’ils font intervenir les mémes forces avec des vecteurs AM opposés. Du coup,
seul le moment du poids va rester, et le plus simple est alors d’appliquer le théo-
réme du moment cinétique en A. Comme @4 = 0, il prend la forme

%:ﬂ?:féAﬁ:R@Aﬁ.

Calculons les angles utiles :

(f’,?x> = g —f0 — cos (13,?,() =sinf,

Ona N
MG = Re. A Mg (sinfé, — cosf &) = MRgsin6é, .

Par ailleurs, Iaxe (A, ¢;) est perpendiculaire a un plan de symétrie du cylindre. C’est
donc un axe principal d’inertie. Comme @ est parallele a cet axe, ona:

EA = IAAG} = IAAWE_I/-
Le théoréme du moment cinétique conduit donc a 1’équation :
Ip, &0 = MRgsin6.
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D’apreés le théoreme de Huygens-Steiner,

Ip, =+ MR* = (k+ 1) MR?

et donc .
) MRg sin 6
w=—""-,
(k+1) MR?
soit finalement
. g .
= —°——sinf.
w kDR sin
A partir de 1a, on peut tout calculer :
4 . 4 S sinf
¢ =wRey, — aG:wRex:gIc+1 X

Le principe fondamental s’écrit
Mids =P+ N+F.
La projection selon ¢, donne
Mig -2, = P -2, +N-&.+F -2
Mgsin 6
k+1
1

Fx = —Mg51n9 <1 — k—|——1> .

= Mgsint + Fy

La projection de la force de frottement sur €y est négative, ce qui est normal car c’est
elle qui induit le mouvement de rotation. Sa norme est donnée par

La projection selon ¢, donne

0=P &+N = 0= Mgcosf+N:,

soit
N, = Mgcos@.

Cette force est bien orientée vers le haut, et sa norme est donnée par :

N = Mgcos0.

— Condition de roulement sans glissement : il faut que F < ysN :

Mgsin6 L < usMg cos 6

k+1
1
tan 6 < s <1+%) ,
soit
tan € < 2p;
si le cylindre est creux et
tan 0 < 3pus

sil est plein. Cette condition est moins stricte que celle d'un solide qui glisse
(tan 0 < pg du chapitre 4).
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donc

et ainsi

N

A l'arrivée,

o
¢ sing
On a
1 g ) »  h
§k+1sm€t ~ sinf
t2:2(k—|—1)h 1
g sin? 0
. 2(k+1h 1
B g  sinf
R 4 ) 2(k+1h 1
6T sin 6 \ g sin 6
2¢h
T\ k1
Donc,
[ 2gh
=\t
soit

UGZ\@

si le cylindre est creux et
1
—_ — h
oG 3 g

sil est plein. Ces vitesses sont plus petites que pour un glissement sans frot-
tement (v = /2¢h du chapitre 4).
Méthodes alternatives.

— Théoreme du moment cinétique en G :

L ﬁ .
AL _ GAAN+GANF = —R& A (—Fé&) = RFE,
dt H’_,_/
=0

avec Lg = I & car l'axe (G €y) est un axe principal d’inertie d’ou
Iw = RF.

Combinée avec les autres équations tirées du principe fondamental Md; =
F®t on retrouve bien s{ir la méme solution.
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— Théoréme de 1’énergie mécanique : la force de frottement ne travaille pas
car 74 = 0. Ainsi, I'énergie mécanique est conservée. L’énergie cinétique est
donnée par

I VI R S B By S S 2,2
K= 2M0G+21w = 2MR w +2kMR w
1
= E(k+1)z\4R2wZ.
On peut aussi la calculer comme
_1 2_1 2,2
K= ZIy,w* == (k+1) MR%w?.
2 2
Au départ, K = 0 et V = Mgh. A l'arrivée, K = 1 (k+1) MR*w? et V = 0.

Donc

%(k+1)MR2 2 — Mgh

2 2gh
-~ (k+1)R?

_ oo | 28h
UG—CUR— k—|——1

Remarque. Comme pour un solide qui glisse, les frottements ralentissent le sys-
téeme et diminuent la vitesse finale, mais cette fois les frottements ne travaillent
pas. Ils transforment une partie de I'énergie cinétique de translation en énergie
cinétique de rotation.

w

et ’on retrouve

2. Meule

Considérons un disque qui roule sans glisser, de rayon R et de masse M relié
a une tige de longueur d = GC horizontale de masse négligeable tournant a (2.
On suppose que l'interaction entre la tige et l'axe vertical se réduit a une force T
appliquée en C. Question : Calculer la force de réaction N du sol sur la meule.

—

QO
NI
P N,
/
T
A
On choisit le repere (C, &, &y, ¢.), de sorte que
Q=0¢ et &=-wé,.
e;
C —
€p
G e
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1. Relation entre (2 et w.
Fc = 0 nous donne

UG (d’)-l—ﬁ)/\(ﬁ
= (~w?, + Q&) A dE, = QdE,,

et 4 = 0 nous donne

(cﬁ+f2)/\ﬁ

(—wé, +Q8) NR& = Rwéy,

(e

dont on déduit finalement

2. Théoreme du moment cinétique.

Pour se débarrasser de T, on va appliquer le théoreme du moment cinétique
enC:

a) Calcul de L. On a

Or, B .
Lc=Lo+10

car & et (3 sont dirigés selon des axes principaux. Les moments d’inertie
se calculent facilement, il s’agit du cas particulier d"un cylindre plein avec
L=0:

On en déduit

EG—F@/\M@)G
Lc+dé A MRwé,
Lc +dMRwé@, = Lg + Md*Q,

=l

C

d’ou

- 1 1
Lc = (A—LMRZ + Mdz) e, — 5MRZa; &, .

Au cours du mouvement, €; ne change pas :

T —§MR W
= —%Msz QNE,
= MR OZ A7,
et finalement ~
% = —%MRZwQ &p .
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b) Moment des forces. On calcule simplement :

Mt =CEAMZ+CAAN
= dé, A (—Mg) 7 +CGAN+G

Finalement, en réunissant les deux :

1

—5MR*wQ =d (Mg —N)
1 - B

—5MRAQ* =d (Mg —N),

et enfin

MRO?
>

N = Mg +

Remarques.

— N > Mg : du fait de son mouvement, la meule appuie plus fort sur le sol.

— Si I'on avait pris en compte une force de frottement F = —F ep, il serait
apparu un moment —dF e, — RF é,. Comme la dérivée du moment ciné-
tique n’a pas de composante suivant ¢, et &;, on en déduit que la force de
frottement doit étre nulle. Ceci n’est qu’une approximation. Il doit y avoir
une force de frottement pour que le disque de la meule roule sans glisser.
Cela implique que l'interaction entre la tige et I’axe ne se réduit pas exacte-
ment a une force, mais qu’elle doit aussi impliquer un couple (c’est-a-dire
un moment local).

VII. Rotation autour d’un axe fixe

1. Pendule physique

On appelle pendule physique tout solide pouvant tourner autour d"un axe fixe.
Prenons I'exemple d"un parallélépipede.

®

Utilisons le théoreme du moment cinétique au point A sur l'axe :

df A -—

— Mext )
dt A
Le vecteur if étant indépendant du temps, on a

dls-i#t  dLy

%
==A = M
dt dt A
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avec
De l'autre coté,

car les forces exercées au niveau de 1’axe ont un moment perpendiculaire a AM, ou

M est le point d’application, donc a ii. Alors

Mt it = (ﬁAM§)+(1¥/\M§).ﬁ
————

=0 car ﬁ//ﬁ
= —LMgsin¢.

Finalement,

Iprp = —LMgsing,
et enfin

, LMg .
¢ =— sing.
Ix

Méthode alternative. On aurait pu utiliser le théoreme de "énergie mécanique :

1

K= EIch)z et V=-—-MgLcos¢,

qui mene a

1 .
EIAqDZ — MgL cos ¢ = cte

Iz + MgLsing ¢ =0
Ipp = —MgLsing.

Remarque. Si toute la masse est concentrée en G (cas du point matériel), alors
In. =0 et Iy=MIL?

et
$= —% sing.

On retrouve 1'équation du pendule.

2. Pendule tournant

Considérons un pendule physique tournant a & constant. On cherche a déter-
miner I'angle ¢.
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On appelle I, et I, les moments d’inertie en G suivant les axes principaux €; et é.
Alors le moment cinétique en G s’écrit

LG = IJ_CUl 51 + I//CL)Z 52

avec W = wy €] + wy e et

Alors

L =wl, singeé; —wljcos¢pe;.
Pour éliminer la force de réaction en O, le plus simple est d’appliquer le théoréme
du moment cinétique en O :

Io=TLg+0CAMg.
Avec
Uc =vgeé3 et vg=Lwsing,
ona
f,o:EG+MLE’2/\stincp(?;»j
— Lg + ML2wsin ¢ &
= (IL —|—ML2)wsinngl — [jwcospe,.

Comme w et ¢ sont constants, la seule dépendance en f vient de ¢j et ¢, :

— =wAN€1 =wrep Ne1 = —wye3
dt

= wcos ¢ e;3
de,

T3 =WNE& =wie] Ny = wyes
=wsinge;.
On en déduit la dérivée :
ddito = (IL + ML? — I//) wzsin¢cosqbé’3.
Le moment est
/\78“ — 0C A Mg
= L& A (—Mgsingeé; + Mgcos¢ey)
= MgLsing¢es,
d’ou
<IL — 1)+ MLZ) w? sin ¢ cos ¢ = MgLsin ¢

et finalement

N MgL
cos¢ = 2 (IL —, +ML2) ’
ou encore
cos¢ = g ! .
WL N I, -1
MIL?
cos P = % est le résultat pour un point matériel de masse M en G. (C’est le méme

probleme que celui de la bille dans un cerceau en rotation vu dans le chapitre sur
les coordonnées cylindriques et sphériques). Pour un objet étendu, cos ¢ est plus
petit, donc ¢ est plus grand, tant que I, > Ij, ce qui est le cas pour une barre. Si
l’objet suspendu était une plaque perpendiculaire a é,, ce serait I'inverse puisque
danscecas | < Ij.
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Remarque. Dans le cas de la bille dans un cerceau, on a pu résoudre le probleme
sans utiliser le théoreme du moment cinétique parce que la direction de la force
exercée sur la bille est connue : elle pointe vers le point O. Dans le cas présent,
on peut se convaincre que ce n’est pas le cas. Si on appelle T la force exercée par
I'axe sur la barre, I'équation Md; = P + T permet de démontrer que T - &; =
M sin ¢(g — Lw? cos ¢), ce qui n’est pas nul sauf si cos¢ = g/(w?L), c’est-a-dire
sil 1 = I//.

VIII. Mouvement autour d’un point fixe

1. Equations d’Euler (complément)

Complément. Pour décrire le mouvement d’un solide autour d'un point fixe C, il est utile de
considérer le repére (C,e1,e,,€3) ou €1, € et e3 sont les axes principaux d'inertie en C. Le
mouvement du solide est complétement décrit par un vecteur @(t), que |'on peut découper en

W =w16 +wré+ wses.
Le moment cinétique en C est donné par
Lc = hwi & + hwy & + Lws &,
ou I, I et I3 sont les moments principaux d'inertie.

La dérivée de L¢ est donnée par

dL de; de; de
R L R G R O R CL R )
Or,
de; L, . . . .
a:w/\61:(w131+wzez+w3e3)/\e1
= —wr3+w3e.
De méme,
9 it —wsdl et B = 17+ wyE
—_— — e _— = — ,
ar 1€3 3 €1 it 1€2 2 €1
d'ou
dLc

? = (11601 + (13 = Iz) a)za)g,) e
+ (Iz(i)Z + (11 = 13) aJ1W3) €

Sl (13603 + (12 - 11) aJ1CU2) 53 o

Le théoréme du moment cinétique conduit aux équations d'Euler :

- 5 .
ME -8 = han + (Is — L) wows,
- o .
MEE -8, = by + (I — L) wiws,

- - .
M-8 = Lws + (L — [) wiw; .

Les applications de ces équations sont multiples et fascinantes.

Exemple. Equilibrage d"une roue Une roue est bien équilibrée si elle tourne au-
tour d’un de ses axes d’inerties, disons 3.
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v
Sl

€2

€1

% -
Dans ce cas, w1 = wy = 0, w3 = w = cte, et ./\/lecXt = 0. Il n’y a pas de moment
exercé sur les axes, et on ne sent pas la rotation des roues.

Si par contre @ n’est pas parfaitement aligné avec €3, le repere (€, &, €3) tournant
autour de &, les coordonnées de & dans ce repere sont données par

w1 = wsin @ sin (wt) w1 = w?sinf cos (wt)
wy = wsin 6 cos (wt) == Wy = —w?sin B sin (wt)
w3 = wcosb w3 =20

Par ailleurs, Iy = I, = I, et I3 = I;. On en déduit que les composantes de /\/lec"t
sur €] et &, ne sont pas nulles, mais son données par

Text = .

MEE -6 = (I, + (I — I, ) cos ) w?sin f cos (wt) ,

Text = o

MEL- & = (I, + (I — I,)cosB) w? sin 0 sin (wt) .
Le moment des forces exercées sur la roue dépend du temps de fagon périodique,
d’ou1 les vibrations de fréquence w ressenties, et des contraintes sur les axes. En

plagant des masses sur la jante, le garagiste parvient a réaligner e3 avec ’axe de
rotation de la roue.

Solide en rotation libre Considérons un solide en rotation autour d’un point
fixe O tel qu’en ce point le moment des actions extérieures soit nul. Ce serait par
exemple le cas d"un objet soumis a la seule action de la pesanteur dans le référentiel
du centre de masse. Dans ce référentiel, G est fixe et le moment du poids en G est
nul puisqu’il s’applique en G.

Proposition. Toute rotation autour d’un axe principal d’inertie est stationnaire.
Preuve. Dans ce cas, les équations d’Euler se réduisent a

Lwy + (I3 — ) wows = 0
Lwy+ (I1 — I3) wiws =0
Lws + (I — 1) wiwy =0

Elles ont trois solutions évidentes :

— wi = cte, wy = w3 = 0 et 'on a une rotation stationnaire autour de 1'axe
principal de moment I ;

— wy) =cteetw] = w3 =0;

— w3 =cteet w; = wy = 0.
Exemple. La rotation d’un ballon de rugby autour de son axe de révolution est
stationnaire. De méme, la rotation autour d"un axe perpendiculaire a cet axe est

stationnaire. Par contre, la rotation par rapport a un axe quelconque ne ’est pas.
Si par contre 1’on considere un ballon de foot, qui est sphérique, tout axe est un
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| axe principal d’inertie, et toute rotation est stationnaire.

Stabilité des solutions. Supposons que w; = 0, alors w; = cte. Considérons de
petites variations autour de w, = w3 = 0. D’apres les équations d’Euler, on a

4

hwy + (I — I3) wiws =0 . Ldn + (I — I3) wiws =0
s+ (I — ) wiwy =0 s + (I — 1) wiwy =0

qui mene a
{12136'02 +(h — L) (L — h)wiwy, =0
LhLdas+ (I — I) (I3 — I1) wiws = 0

wy et w3 vont décrire de petites oscillations tant que I’équation est de la forme
AX¥+Bx=0 avec AetB >0,

soit
(h—L)Y(1—L)>0 = L>Dh,I3 ou L <II;.

Proposition. Conclusion : Les oscillations sont stables si elles ont lieu autour
d’un axe correspondant au plus grand ou au plus petit des moments d’inertie,
mais pas au moment d’inertie intermédiaire.

2. Gyroscope

Définition (Gyroscope). Un gyroscope est un solide de révolution tournant au-
tour de son axe, en général a trés grande vitesse (2, et suspendu par son centre de
masse G de facon parfaite, c’est-a-dire pouvant choisir librement son orientation
sans aucune résistance.

Proposition. Dans un référentiel galiléen, (2 = cte.

dlg = . : . .
Preuve. d_tG = 0 puisque les seules forces, le poids et le réaction au point de
fixation, passent par G et ont un moment nul. Or, comme le gyroscope tourne

autour de son axe de révolution, qui est un axe principal d’'inertie, Lg = 1.
Dong,

5.

T 0.

Application. Dans le référentiel de Ptolémée, qui est une bonne approximation d"un
référentiel galiléen, (3 est constant. Or, la Terre tourne sur elle-méme. Donc le gyro-
scope tourne par rapport a la Terre pour garder une orientation fixe par rapport a un
point du ciel déterminé par des étoiles fixes. A I’équateur, si son axe est horizontal
a midji, il est vertical a 18 h.

" d
v

Comportement paradoxal. Si 'on applique une force verticale sur un gyroscope
d’axe horizontal, il dévie dans le plan horizontal.
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Explication. On a

soit

A W
L
ez gx
I3 -
dO _ GAF
dt — I Zr

qui est parallele a &, et donc orthogonal a !

3. Effets gyroscopiques

On parle d’effets gyroscopiques pour désigner le comportement dynamique
d’un objet de révolution (disque, roue, etc.) dont la rotation autour de son axe a
pour effet de résister aux changements de son orientation.

Exemples.
1. Personne sur tabouret avec roue de vélo en rotation.

()
ol

N

4
.
R
—"—

O

Il y a deux forces extérieures :

F**= Mg + R
~~ —~

poids total réaction du sol

Toutes les forces sont verticales :
— . —
M2t =0CARLR = M.z =0.
d (zG . gz)
dt

Lg = f}‘: + (? A m T, ott m est la masse de la roue et 5 = 0 est la vitesse
du centre de la roue. On a aussi

[i=10 =— ILg-&=10-2=0.

Ainsi, — 0, ot1 L est le moment cinétique total en G. Au départ,

Si I’on change I'inclinaison de la roue, la conservation de L¢ - &; implique
une rotation du tabouret a la vitesse @ telle que la composante ¢, de Lg
reste nulle. En effet, si @ = 0, on aurait

Lg-e&.=10-8 #0
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ou () est la nouvelle orientation du vecteur rotation de la roue. Dans le cas
ol la roue est a la verticale de la téte de la personne, on a

Le=1(Q&+ &)+ Ipi7d,

avec IpyT le moment d’inertie par rapport a €, de la personne et du
tabouret.

Par conservation du moment cinétique parallele a €;, on a Lg = 0 et donc

I
w=—-————20c¢,.
I+Ipyr

On a un effet similaire si au départ le vecteur rotation de la roue est per-
pendiculaire a GC et horizontal, et qu’on fait pivoter la roue pour que sa

vitesse (2 acquiere une composante verticale.

2. Roue de vélo suspendue en un point de son axe de rotation.

—

T

N1

Le théoreme du moment cinétique en G conduit a :

d 7 =l 7 —

ELE —GOAT avec Le=1w.

En premiere approximation, T + P ~ 0 car le centre de masse G a un mou-
vement de rotation tres lent, donc une accélération centripeéte tres petite.

Ainsi,
— d_’
%Lg:cﬁAMg = Id—c;]:OGMgé'q).

L’axe de la roue reste dans le plan horizontal et tourne autour du point O.
C’est un mouvement de précession.

4. Toupie
Définitions (Toupie, angles d’Euler). Une toupie est un objet a symétrie de ré-

volution qui tourne autour de son axe de révolution. Il est commode de prendre
cette extrémité comme origine du repere.
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Il est commode de repérer la toupie par trois angles dits angles d’Euler. Les
mouvements associés sont

¢ €3 : rotation propre;
e, : précession;
0 ii : nutation;

avec ¢3 I’axe de révolution de la toupie, ii le vecteur unitaire colinéaire a €; A €3
etd =e3 Al

Dans l'approximation gyroscopique, on suppose que la vitesse de rotation propre
est beaucoup plus grande que les autres. Dans ces conditions, le moment cinétique
au point O est le long de &3, et le théoreme du moment cinétique s’écrit

dLo ¢ mgl

— = g~1L §—=—""&NL
ar (ﬁ/\mg O/\mgLO Lo e; N\ Lo

avec { = OG. Le vecteur Lo, et donc la toupie, ont un mouvement de précession
autour de la verticale €3, avec une vitesse angulaire

g — Mgt _ mgt
Lo ¢~

La vitesse de précession est inversement proportionnelle a la vitesse de rotation

propre.

Un traitement plus détaillé basé sur les équations d’Euler permet de montrer
qu’il y a aussi un mouvement de nutation autour d’une valeur de 6, avec des oscil-
lations entre 0; et 6. Il existe néanmoins des solutions particuliéres 6 = 6y constant,
auquel cas le mouvement est un pur mouvement de précession.

Remarque. Pour passer de 1'équation

dLo omgl -

a la conclusion qu’il s’agit d'un mouvement de précession, on peut se reporter

a la démonstration de la section II. du chapitre 2 du fait que 1'équation

~ s L 7 —
@ N\ OM conduit a une précession de OM autour de @.
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Complément (Traitement détaillé de la toupie). Il est commode d'introduire le vecteur ¥ qui
forme avec €3 et i/ un repére orthonormé :

¢, = cosbfez+sinfv.

O=0i+¢e&s+ Pz
=0il+ (¢ +Pcosb) e+ PsindT.

Dans le référentiel de la toupie, on a donc w3 = ¢ + i cosf.

Le moment cinétique par rapport a O est donné par
ZO = 1191;[—1— I3 ((P—I—l’)COSQ) e3 + 111/}sin977,

ol I3 est le moment d'inertie par rapport a |'axe de révolution et I; le moment d'inertie par
rapport & n'importe quel axe perpendiculaire a I'axe de révolution et passant par O (donc en
particulier les axes (O i) et (O, 7).

Le moment du poids par rapport a O est donné par

Mo=teAmg=—mgl@NE) .

Il en découle que . .
Mp-&5=0 et Mp-e,=0.

La premiére équation implique que

dlo
—e3=0
a
Or,
de: . .
B G NE = —0F + §sin O,
dt
ce qui implique que
- des
Lo-— =0
O dt
On en déduit que
d -
a (LO 0 63) =0
et donc que
Ls3=lp-83=5 (¢ + ¢ cosh) = cte.

H
Par ailleurs, Mg - €, = 0 implique que

et finalement

L,=Lo-& = Lycosd + L;sin® 6 = cte.

Enfin, I'énergie mécanique est conservée. L'énergie cinétique et |'énergie potentielle sont

K:%@fo
1/ 4 L i .
=5 (1192 + I3 (¢ + ¢ cos 9)2 + L9* sin® 0) ,
V =mglcos®,

donc

%Il (92 + ¢* sin? 9) + %Ig (¢ + 9 cos 0)2 + mgl cosf = cte.
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En utilisant les constantes L3 et L, on peut éliminer i et ¢ de I'énergie mécanique. En effet,

. . L,—L 6 . I
L, = L3cos + Lsin’d — 1/1:% et gb+lpcos(9:—3.
I sin“ 6 I3

L'énergie mécanique s'écrit alors

(L; — Lz cos 6)2

1
= +
2 I; sin? 0

+mgl cos 6

1. . 1 L2
E = ZL§? = £
pho" + 2 I

ou encore .
E = Sht? + Ver(0).
avec ) 5
1 (L, — Lz cos0) 1135
Veir(0) = mglcos + - ————— + — —=2.
i) § 2 I; sin? 0 213
Ce potentiel a un minium en 6y défini par

dVesr . L,—Lscos@ . .
10 ——mg€s1n9+ngsm9— I sin

(L, — L3z cos 9)2 .

0s6 = 0.
30

Posons Eg = Veg(6p).
— Si E > E, alors 0 oscille entre deux valeurs 61 et 65.
— Si E = Ey, alors 8 = 6y = cte.
L, — Lzcosf

, deux cas de figure
I; sin? 0 &

Nature du mouvement. Pour E > E;, comme ¢ =
peuvent se présenter.

— ¢ ne change pas de signe entre 0; et 6, : le centre de masse oscille simplement sur la
sphére de rayon /.

— 1P change de signe entre 0; et 0, : le centre de masse fait des boucles.

.' "

d Ve
do

Pour E = Ey, 6y est donné par (Bp) = 0. Cette condition sur 6y peut se réécrire en

fonction de ¢ et ¢ :

—mglsin by + Iz (¢ + P cos by) sin O — T4 sinfp cos fp = 0.
Dans le cas générique ot 6y # 0, E, 7T, on en déduit

2
2 (I3 cos 0 — Iy cos Bp) + Iz¢1p — mgl =0,
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ou encore, en supposant I} > I3,
(I — I5) cos 84> — I +mgl = 0.
Le discriminant de cette équation du second degré en /? est

A = I3¢* — 4mgl (I, — I3) cos by .

7T 0 g .
Pour 6y < oo un tel mouvement n'existe que si

Ly > \/4ng (I — I3) cos 6p = I3Pmin -

Si ¢ > @min, alors il existe deux mouvements de précession :

L+ \/13¢2 — 4mgl (I, — I5) cos O
- 2(I; — I3) cos By '

On peut montrer que c'est le mouvement de précession le plus lent décrit par ¢ qui est
stable, et donc que c'est lui qui doit étre observé.
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