Week 9 - Part 1

9. L'oscillateur harmonique linéaire

9.5. Oscillateur libre soumis a une force de frottement fluide
9.6. Oscillateur forcé




9.5. Oscillateur libre soumis a une force de frottement fluide
B Ressort plongeant dans un liquide avec gravitation et poussée d’Archimede

La force de rappel du ressort : F = — ki avec ¥ =(I- ))&, = xe.

7 La force de frottement fluide en régime laminaire : 17} = —Knv
La poussée d’Archiméde : F, = — pVg = — M3
. Le poids : P =mg
[0 /

z Position d’equilibre :

eq
071 ok 279 Joi de Newton : masse immobile = a=0 et v=0

Xeq" ______ %“_{V% "
0=-ki-Mg+m3

X

On projette sur Ox . 0= —k (I,,—1ly) —Mg + mg

m-—M m-—M
l, = lo+ — & et X = l,—1)= — 8



9.5. Oscillateur libre soumis a une force de frottement fluide

B Ressort plongeant dans un liquide avec gravitation et poussée d’Archimeéde

Equation du mouvement :

Z 2nd Joj de Newton : md = —ki* — Knv — Mg + mg
k On projette sur Ox : d2 = —kx K?]d— — Mg+ mg
eq
d’x dx m—-M
+ - - avec
01 iy I dr? w0x+2/1dt m © {
X+
Equation différentielle du 26™e ordre avec 2" membre :
X dt2+ba+cy d avec a,b,cd=cte
Solution : ¥ =|¥p [+|Yg

solution particuliere

solution générale de I'équation
différentielle sans second membre




9.5. Oscillateur libre soumis a une force de frottement fluide

B Ressort plongeant dans un liquide avec gravitation et poussée d’Archimede

2
Equation différentielle sans second membre : d”x 4 21@ +wix =0

% dt? dt

r Solution générale:  x@® = e (Ale\/ Nt | AyemV AQ—wc%t)

1 Equation différentielle du mouvement avec 2" membre :

01 d*x 2 dx m-M
Xeqh 4%%’” | o a7 Twox T 2Agr= =g
X+ Solution particuliére :
: : _m-M
/f% 1 pour t — oo, masse immobile et x(t — o0)= — 8 T Xy

Solution de I'équation du mouvement :

xX() = oM (Ale\/AQ_wgt—l—Age_\/AQ‘“%t) Fx

¢q



9.5. Oscillateur libre soumis a une force de frottement fluide
B Ressort plongeant dans un liquide avec gravitation et poussée d’Archiméde

. s . _ 2_ o . 2 2
Solution de I'équation du mouvement : x@®) = e (AlevA Dot 4 Aye” VA wot) + Xeg

Si A < @y alors la solution devient : x(2) = A e™ cos (0 t+@)+ x,, avecw = /wg — )2

l I, /k On tire sur la masse et on la lache de la position x, sans vitesse initiale :
eq
Xeq /\V/\V/\VAVAVA L
0+ " Xy
xeq__ %% XV
X+ " T \
Conditions initiales a =0 : x(0)=x, et v(0)=0
/fw A B B , N4 Xp—Xeq
y x(0)=xyg = A cos (0.0+@) + xo,y =xy) d'ou A= “cosd d'oi
v(0)=0 = A (— eV cos (0.0+@) —Ae ™! wsin (w.0+¢)= — AAcos ¢ —Aw sing =0 tan¢p = o
XO —xeq —A

coS

Solution compléte : X(t) =———re*cos (wt+g) + Xeg avec ¢ = arctan —
w




Résume : Oscillateur libre

Amorti

Non amorti
Ressort + Masse

Cuation du mouvement :

d?x k
d2+a)0x_g aveCc wqy = E

Les solutions sont de la forme :

x(t) = Acos (gt + @) +x,,

avec A amplitude du mouvement
Wy pulsation propre de l'oscillateur
¢ phase initiale (a t =0)

| A

Equation du mouvement :

72 + (‘)0 x + 2/1dt g avec

d*x dx A=

Kn

2m

wo =+ k/m

Les solutions sont de la forme :

x(t) =A e cos (wt+¢) T Xey avecw = ’w%—lz

avec A amplitude du mouvement
W pulsation de l'oscillateur amorti
¢ phase initiale (a t =0)
A coefficient d’amortissement

X /\/\/\/\/\/\

| Ana

xo-
\\\ o

eq L

ﬂessort + Masse dans un fluide (sans poussée d’Archim%

Si la pulsation est indépendante de 'amplitude = l'oscillateur est dit «harmonique»




Week 9 — Part 2

9. L'oscillateur harmonique linéaire
A(€)
1 \

9.6. Oscillateur forcé
¥y — A1=0,01

®g = 1 rad.s™!
A enrad.s™!




9.6. Oscillateur forcé

B Introduction : entretien d’un oscillateur amorti

Un oscillateur amorti voit I'amplitude de ses
oscillations diminuer. Ceci est la conséquence
de la dissipation de I'énergie mécanique du
systeme due au frottement fluide.

On rappelle en effet que si 4 est 'amplitude
des oscillations, alors I'énergie mécanique de

, . 1
I'oscillateur est EkA2

Un oscillateur a pulsation bien définie (base de temps) = applications (horloge)

Comment eviter que l'oscillateur ne s’amortisse ? = Apport d’énergie



9.6. Oscillateur forcé

B Introduction : application d’une force périodique sur un oscillateur

Se balancer sur
une balancoire
constitue un
oscillateur force

On applique un mouvement
périodique (force) a [’autre
extrémite du ressort

Oscillateur libre Oscillateur forcé



9.6. Oscillateur forcé

Oscillateur forcé : oscillateur soumis a une force externe périodique telle
que cet oscillateur soit forcé a prendre la période de la source excitatrice.

Si 'amortissement est faible, et si cette période est proche de la période
propre de l'oscillateur, alors un phénomene de résonance peut se produire.

aAAH ! g ris B (g TS0 o5
ey oeme VO/R%; & A\_’&' ‘?n/l

BELLE Jﬁ EN CE MIROIR) ||

Exemples d’oscillateurs forcés

hein ?

Fo mla/db/e

.......

- Récepteur (radio et TV)

- Instruments de musique

- Analyse médicale (RMN)

- La voix

= phénomene de « résonance »
Pont de Tacoma (USA) en 1940 !

| 9
r \ k) r r . «, 7 .« . B G}
Phénomene d’aéroélasticite critique /A ST e 2 aba%
L’affaire Tournesol — Hergé (Casterman)

10



9.6. Oscillateur forcé

B Oscillateur forcé avec frottement fluide : amortissement fort et faible

Amortissement faible Amortissement fort
. - ; A excitation(mm) A excitation (mm)
/ % TA NN L 3"_\/\/\/\,>
N VARV ERVARVARC \VARVARVARV /™

x¥ & N

‘ ’ Q=250 déplacement(mm)

g o ANAN
v \/ \/ \/ t m U 0 S =

fréquence : 1.4 Hz

N,

\ déplacement (mm)

0

'@

fréquence : 1.4 Hz

G.T.

1212019 09/04

CRNEEYCRCUCTERL B PR /i1/1p.//www.sciences.univ-nantes.fr/sites/egenevieve tulloue/Meca/Oscillateurs/ressort rsf.php?typanim=Flash
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9.6. Oscillateur forcé

B On applique a un oscillateur amorti, soumis a une force de rappel et a
une force de frottement, une force extérieure oscillatoire de pulsation Q

N

x-b

N

F, = kxgcos (£X) e,

-)Cf _______________
)Cf """""""
k —
/ F,=kx COS (21) Ex’ force excitatrice
A(9) avec Xy amplitude de la force excitatrice
_ > (2 pulsation de la force excitatrice
[ L =" P
A€
o~
X v X

On cherche a calculer A(€J) et le déphasage entre la force
excitatrice F, et la réponse de 1’oscillateur

12



9.6. Oscillateur forcé

Que montre I'expérience au sujet de I'évolution de 'amplitude A de l'oscillateur
forcé en fonction de la pulsation (2 :

F, = kxpcos (LX) e,

-Xf _______________

] si I’amortissement est faible (A petit), I’amplitude
A€ ! A présente un maximum trés marque pour une pulsation £2.
Xf """"""" i i . R . .
/i1 | proche de la pulsation de I’oscillateur libre c.
L ! i\ | C’est le phénomene de résonance
/ :" “|
;oA
R
_A(Q) ] quand I’amortissement augmente (A), le
maximum diminue et finalement disparait
A
x’ v

-
~-~.

pour les forts amortissements

-—
-~ ctone
———

s1 2 est tres petite, alors ’amplitude A4 est
celle de la force excitatrice A(£) ~x,

14




9.6. Oscillateur forcé

B Equation du mouvement d’un oscillateur forcé amorti avec force
de frottement fluide laminaire et force excitatrice F,=F, cos (21) e,

2nd Joj de Newton avec projection sur Ox :

d?*x dx
m— g = Foxe =mg — k(L —1y) _K,/E + F, cos(Qt)
_, Pl Foredersnel oo Foocilatioe
du ressort frottement fluide 5 0c yne pulsation 0
. avec x défini par rapport a la position d’équilibre (ressort au repos, ma =0)
= x =1l et log=lo+=2 dou [ —1ly=x+"7
o d*x dx
| —m soit m—— = —kx -K— + F, cos({1t)
dt dt
e Az )
b v, Equation du mouvement : Pulsat
ulsation propre
/(UO = Jk/ m  du ressort libre
d*x dx , _ Ky
>+ 21—+ wix = fcos(Qt) | avec <A=7,
dt dt E, kx
f=-"= )
. m m




9.6. Oscillateur forcé

B Equation du mouvement d’un oscillateur forcé amorti avec force
de frottement fluide laminaire et force excitatrice F,=F, cos (21) e,

Equation différentielle de I'oscillateur amorti Force excitatrice

~

Comment l'oscillateur se comporte-t-il sous I'effet de la force excitatrice?

16



9.6. Oscillateur force
B Evolution du mouvement de =0 pour un oscillateur forcé faiblement amorti

Quand on commence a exciter le ressort (r=0), 'oscillateur a un mouvement qui semble “chaotique”. Puis son
mouvement se rapproche d’'un mouvement oscillatoire pour finalement se stabiliser dans un régime parfaitement
oscillatoire avec une pulsation Q qui est celle de la force excitatrice. L'expérience montre que I'amplitude des
oscillations dépend alors de Q. Ce régime “stable” est appelé régime permanent ou stationnaire.

x(f)

F; =F, cos (02 t{ e, force excitatrice A
YA e I
$O | F—v’ xp(r)

M R ——
- | i

'{ «— régime . régime
-A ( _Q) transitoire permanent
[“ Réegime permanent (stationnaire) : le mouvement de
A(€) S l'oscillateur forcé amorti est alors celui d'un oscillateur
t . . , . . , oy
restme permanct harmonique de pulsation égale a la pulsation Q2 de I'excitation.
o (ou stationnaire)
X X Seul le régime permanent sera étudié dans le cours

17



9.6 Oscillateur force

B Evolution de la réponse de I'oscillateur a partir de =0

x(1)

AL -

regime permanent
2n/Q

it

—A(£2)

Forme des solutions : x(#) = Mouvement permanent

\

IR

+ Mouvement transitoire

Y

A (Q) cos (Qt + )

Ce™ cos (wt — @) si A? < w? amort. faible
e N (Cy + Cat) si A? =w? amort. critique

e (Cre + Cye™!) si A? > w? amort. fort

le terme en e — () quand t—> o

18



9.6 Oscillateur forcé

B Forme des solutions en régime permanent

x(t) = A(Q) cos(Qt + ¥P(Q))

Caractéristiques du mouvement :

la pulsation de l'oscillateur forcé est celle de |la force excitatrice Q

I'amplitude 4(Q2) dépend de la pulsation Q2 de la force excitatrice

Le mouvement de l'oscillateur est dephase de y par rapport a I'excitation

Le déphasage y dépend de la pulsation Q

CRNEEYCRCUCTERL B PR /i1/1p.//www.sciences.univ-nantes.fr/sites/egenevieve tulloue/Meca/Oscillateurs/ressort rsf.php?typanim=Flash
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9.6. Oscillateur forcé

B Le déphasage

- -

= déphasage

Lot TET T e
t ) t - g

xq1 = A sin({lt)

X, = A sin(Qt + ) f\d /\

oooooooooo
déphasage 180°

Y =0 loscillateur et la force sont en phase

b=
b=

d ature //
/// q L

+m  l'oscillateur et la force sont en opposition de phase M
/[

> l'oscillateur et la force sont en quadrature /// q d t /




9.6. Oscillateur forcé

B Résolution de I'équation différentielle par les complexes

Equation du mouvement de 'oscillateur forcé soumis a une force excitatrice

-xfio-- """"""" F,=F,cos (21 e, :
o d?x dx x ¢
P e +ZAE+wa=fcos(Qt) avecf=7
A(Q) Equation différentielle en notation complexe :
o
d?x dx :
A(%Y A, Tz T2+ wix = fe' = f  avec xet f des complexes

La solution stationnaire (régime permanent) est un mouvement sinusoidal de
pulsation 2 et d’amplitude A (dépendant de (). Ce mouvement oscillatoire est
déphasé de y par rapport a la force excitatrice. La forme générale de la solution
s’écrit :
x(t) = x0e™™  avec xy = A(Q)e ¥
amplitude  déphasage pulsation

x(t) =AD"

)
&
S
®©
| .
(o)
o
| -
S
%)
1
o
L

21



9.6. Oscillateur forcé

amplitude  déphasage pulsation

x() =AD"

A(Q) est 'amplitude reelle du mouvement oscillatoire forcé. Elle dépend de la
pulsation de la force appliquée a l'oscillateur. Le mouvement de la masse m est
déphasé de y par rapport au mouvement de la force excitatrice.

On peut représenter X et j_r dans le plan complexe :

Im j ! (207 y)

w— Excitation
| w— Reponse

fCiQt > 00

)
&
S
®©
| .
(o)
o
| -
S
%)
1
o
L

- Re 20 -15 -10 -05 00 05 10 15 20 00 25 50 75 100 125 150 175
x temps




9.6. Oscillateur forcé
B Calcul de A(Q) et ¥ ()

(w2 — 02)2 4+ (210)2 (w2 — 02)2 + (21Q)2

. - d?*x dx .
On injecte x(t) = A(Q)eVDe'  gans = 4+ 21 —= + wix = felt
\ J dt? dt =
~
X0
; ; f nombre complexe
Nous obtenons (—Q2%+i2AQ + wd)xye™t = fe'¥t ' Xo = : i
( 0)_0 f soit -0 w(z) — 0240210 de laformeaTlib
2 2
S 1 a b (- 00f l. 200f
e — 7 Iy 0 — —_
GEJ or atib _dZ+b? laz T b2 d’ou v (w(Z) — 92)2 + (2/19)2 (w(Z) — 92)2 + (ZAQ)Z
% X est un nombre complexe, qui contient a la fois 'amplitude réelle A(<2) et le
5) déphasage w(£) du mouvement de la masse m par rapport a la force excitatrice
g_ : . . . wi — O? —2AQ
7 Les parties réelle et imaginaire de x, sont R(x,) = f 0 J(x0) = f
o
I

1 1 1 1 1 a—ib

X = = - =
)a+ib a—ib a%?-i%b? a’+b? a+ib a’+b?




9.6. Oscillateur forcé

B Forme des solutions en régime permanent

Oscillateur forcé soumis a une force excitatrice F,=F, cos (1) e,

x(t) = A(Q) cos(Qt + ¥(Q))

B Amplitude A(Q2)

f avecfZ% a)z
V3 -2 + (220)° (03 — 02)7 + (220
B Déphasage y(Q2)
Q) = . —20
P = arctan PYRY:

24



9.6. Oscillateur forcé

B Pulsation de résonance Q. (amplitude maximum pour Q=Q.)

dA(€2
Maximum de la fonction A(J) = d_(Q) 0
<2>‘Q) — 4 4 2 20)2\-1/2
AQ) = f(wg + Q* — 20302 + 42202)
dA(Q) 3 2 2 4 4 202 202\—3
_ /2
ey /:\,11 7o = 0= f(4Q° — 4wgQ + 82Q) (wg + QOF — 2050 + 42°Q7) ( )
i soit Q% —w3+2212=0
]
!l
! i w 2 Pulsati d
Py, <X : . :\/,2_ ulsation de
. \“ LA2 S Finalement Qr on 2\ résonance
o
VY Remarque :
I e La résonance n’existe que pour w,’-22? >0, soit A <
0 [z f
0 9 “

@Yo
V2
SiA=>20 \/_ alors ['amortissement est trop fort et il n'’y a plus de

résonance. L’ amplitude A({2) des oscillations de la masse est
alors inferieure 'amplitude x, de la force excitatrice

25



9.6. Oscillateur forcé

B Pulsation de résonance Q. (amplitude maximum pour Q=0 )

Q, = Vwi — 2)°

26



9.6. Oscillateur forcé

B Pulsation de résonance Q. (amplitude maximum pour Q=Q.)

« Comparaison des différentes pulsations w,, o, £2

Q’=@y -2 = -1 avec ¥ =w)y -1 doun |2 < 0 < w,

» Cas de l'oscillateur forcé avec frottement nul (1=0) :

L’expression de A((J) diverge pour 2= w, . L'amplitude devient infinie.
Dans la realité, on atteint les limites physique du systeme (phénomene
de rupture).

Y Pour A1=0,
A(Q2= wy)—>
QT:\/wg—Q)\Q 2 .= w, A ! 0
f |
A —— - AQ)> e
V(@ — 02 + (200) : ;

27



9.6. Oscillateur forcé

B Amplitude du mouvement

4, Courbes de résonance pour
 { ”r A= 0,01 différentes valeurs de
coefficient damortissement A
®g =1 rad.s™!
2 en rad.s™! f

Facteur de qualite: Q= _
AQ 2]

AQ est la bande passante définie telle que AQ = Q, - Q, avec 4(Q,)=4(Q,)=A4(Q,)A\2

28



9.6. Oscillateur forcé
B Déphasage ¥ ()

déphasage du mouvement de la

masse m par rapport a l'excitation

-

W) . —2A0
= arctan
wi — 2
b d
! Dy Q
s1 (2est tres petite, alors /0‘\:\ ~~~~~~ >
I’oscillateur est en phase AN \\‘
avec la force excitatrice “ ‘\‘
i

W = —72'/ 2

A fort
_____________ I si £2 est tres grande, alors
N T —— , .-
i S A fuible I’oscillateur est en opposition de
W
pour 2 = @, I’oscillateur est en quadrature // en quadmm/
de phase avec la force excitatrice

phase avec la force excitatrice

//

-

s%

L)

en opposmon de phas /
A

29
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Week 9 - Part 3

9. L'oscillateur harmonique linéaire

9.6. Oscillateur forceé
9.7. Analogie entre oscillateurs mecanique et électrique

9.8. Oscillateurs couplés

31



9.6. Oscillateur forcé

. ReSU me o \/V Pulsation propre du
2 Wo = m  ressort libre
_ d“x dx 5 _Ky
Equation du mouvement : >+ 24—+ wox = fcos(Qt) | avec <A=75,
- Xf dt dt A
i — Jm m
o Solution : | X(t) = A cos(Qt+¥)
/k
S Wi N e
A { Amplitude A(Q) = xf : VS Déphasage (@) = arctan 7oz
! i (a) — QZ)Z + (2/1@)2 1

L PE=""1 y : i |
: (-Q)A I 1
/ - I ¥ A= 0,01 Lo
o 4 [ P!
b A= | |l
X : ®g =1rad.s™! : :
1 2 en rad.s™! Lo
1 L
I Ly
1 L
1 - 2= 03 Lo
i As= 142 P!
I A A2 (.
1 4 1 1
I h Q b
:‘ 0 @y K Raw?d ’| =‘

\\ Pulsation de résonance : Q, = \/w3 — D /' \ /

SN s

R R R R R R RN R NN RN RN N NN RN NN NN R N RN R R R

T



9.6. Oscillateur force
B Analyse énergetique

La force de frottement fluide entraine une dissipation de I'énergie.

T
Sur une période T E i, = —W'= —J ﬁ‘f -vdt avec ﬁ‘f =—Knv
0
|—> travail de la force de frottement

or x = Acos(Qt +¥)
d’on v=-—AQsin(Qt +¥)

T T
T
Soit E i = j Kn v?dt = j Kn A% Q% sin?(Qt + P) dt = Kn A% Q2 0= Kn A*Qn
0 0

r— llsiuQ.r +k (keR)

[

. 2
SN rdr = =i
[ sin® x d 5

diss

T

. . . - . _ _ 1
Puissance dissipée moyenne: < Py > = = >Kn A* O

Remarque : on peut montrer que la puissance dissipée moyenne est maximum pour 2 = @y

33



9.7. Analogie entre oscillateurs méecanique et électrique

On considere un circuit RLC soumis a une tension alternative V, (t)=V, sin{%

. - dl _  d’Q
Tension aux bornes de la bobine™ : V; = dt =L 72
Tension aux bornes du condensateur : Vq= Q
I Tension aux bornes de la résistance: Vy= RI=R Cig
Loi des mailles :V,, =V, + Vi + V¢
Ve & €= ¢ 199, 99,9y
CIEJ Soit dtz + R a3 T =V, sin{X
& 2
= d“Q RdQ 1 Vo
s Ou encore —— 4+ ——— 4+ —0 = (/) si
8’ R dt2+Ldt+LCQ (L)sm_Qt
15_ — —
%) 24 = R 2 = 1
< L “9TIc
I
d?x

dx
152 + 21— it + w3x = f cos(Qt)

Analogie avec

bobine est parfaitement inductive (résistance nulle)



)
&
S
®©
| -
(o)
o
| -
S
%)
1
o
I

9.7. Analogie entre oscillateurs méecanique et électrique

Equation differentielle d 'un oscillateur harmonique amorti :

Z+21z+ wéz =0

P

Y

f

Oscillateur générique

RLC Masse soumise a un ressort
q = charge éléctrique x = déplacement
¢=1 = intensité I = vitesse
. di . e
i=— 7 = accélération
L = inductance propre m = masse du mobile
R = résistance a = coef de frottement

1 "y .
o = inverse de la capacité k= constante de raideur

T= 27(@ = période propre T = 27/LC = période propre T = 277\/% = période propre

U=RI : effet Joule f=ad : force de frottement

35



9.8. Oscillateurs harmoniques couplés

B [ntroduction
-
couplage . .- .
Cristal : I'interaction entre les
atomes (liaison chimique) peut

..
_ étre assimilée a un ressort
Ocillateurs libres indépendants Ocillateurs libres en interaction

- oscillateurs non couplés - oscillateurs couplés

= tres grand nombres
d’oscillateurs couplés

Huygens découvre en 1665 que deux horloges
placées cOte a cOte se synchronisent. Les
balanciers bougent en phase.

36



9.8. Oscillateurs harmoniques couplés

Perturbation

B Synchronisation d’oscillateurs couplés A\

Retardement de phase

Position

Y,  Activité de Uoscillateur s’il n’y avait pas
\ eu de perturbation

Temps

Un concert nocturne de lucioles (© Robin Meier)

37



9.8. Oscillateurs harmoniques couplés

Application des oscillateurs couplés : amortissement d’'un oscillateur

38



9.8. Oscillateurs harmoniques couplés

Application des oscillateurs couplés : amortissement d’'un oscillateur

hauteur (m)
800

S ™4

915t Floor [380.60 m]
700 (Outdoor ObservationDeck)

600

89th Floor [382.20 m] LB
indoor Observation Deck p_!l!

500 I : &1 88th Floor

87th Floor
400 | |

300

200

¥ [ —t———
T

100

0
Burj Khalifa

o 3 4
3 1

Makkah Royal  One World

Clock Hotel  Trade Center Taipei 101 Willis Tower Petronas Tower Eiffel Tower

e e e e e e e e e e e 2t o R

Une tour est un oscillateur 509 m de hauteur

La tour est un oscillateur qui a une frequence propre. Sous l'effet d’'une onde se propageant
dans le sol et provoquée par un tremblement de Terre, 'amplitude des mouvements de la
tour peut étre amplifiee (oscillateur force). Un deuxieme oscillateur est alors placé au
sommet de la tour (un pendule d’environ 700 tonnes). Celui-ci est couplé a la tour de telle
sorte que les mouvements de cette derniere sont transférés au pendule. Les oscillations du
pendule sont ensuite amorties par des verins hydrauliques (dissipation de I'énergie).

La tour Taipei 101 (Taiwan) /i
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9.8. Oscillateurs harmoniques couplés
B Cas de 3 ressorts et 2 masses identiques

= x; — |
ki omokom k T1=%1~h

! F gy =x,— 1l — 14
! > X

—q Csz‘

<l
| g}

. [,, [,F [, sont les positions d’équilibre

oy oy >
- L ]

b x| , o
> xzi g, et 4, sont les écarts par rapport aux positions d’equilibre
-k1q; «——
Bilan des forces "k2(41-92)
¢—’ -k1q>
kx(q:-q2)
d?x; d?q,
. m dt2 = m dt2 — _qul - kZ(ql - qZ) ] .
. 2 équations de mouvement
27 Joi de Newton ) 5 qui couplent les 2 masses
d=x; d“q;
Onm ez - Mgz T —k1q; + k2(q1 — q2)




9.8. Oscillateurs harmoniques couples

B Cas de 3 ressorts et 2 masses identiques w
! i > X

Equations du mouvement des deux masses / = / g / "V
1 2 1

© mi+ki+k)g—kagp=0

© mip—Fkqa+(k+k)gep=0

A
Y

ces équations sont couplées (q; et g, dans chaque équation)

Forme générale des solutions des modes propres (mouvement particulier des 2 masses):

oo 3 7 e / . Rem: w et ¢ ne sont pas connues. Nous savons
al Cl e (wt - \*Q) » 42 02 €op (wt - \’9) seulement que les solutions doivent s’écrire sous la

forme cos(wt+ ). Il faudra donc les déterminer.

Modes propres :

Ressorts couplés
Pendules couplés

2 I —e To —=

. - < mouvement en phase

7 I —e - I - m0uvem€nt en m m
wo ‘
m m 4 !

opposition de phase
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9.8. Oscillateurs harmoniques couples
B Cas de 3 ressorts et 2 masses identiques
On injecte ¢1 = C cos (wt + @), g = Cycos (Wt + @)

may + (ki 4+ ko) qp — koo =0 @

dans )
mis — koqi + (k1 + k2) o =0 @

et nous trouvons deux equations couplées:

. (—mw2 + lﬁ -+ kg) Ol — k202 =3
. —koCy + (—mw2 + k1 + kg) Co=0

Les constantes C4 et C, dépendent des conditions initiales

Nous cherchons ici a determiner les solutions de la pulsation o
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9.8. Oscillateurs harmoniques couplés

(—mw2 + kl -+ kg) Ol — kQ‘CQ = {J Sousforme < dq1

J(0)-

—kolCh +|(—mw? + ky + ko)|Co =0 matricielle

7

(

0
0

|

Ce systéme d’équations admet une infinité de solutions si le déterminant D de la matrice est nul

det D = d11d22 — dlg(lzl = O

soit (—‘7’7'2.,(;4)2 - Al -+ A2)2 — ATQ — 0

Equation caractéristique qui détermine w

Nous avons finalement deux solutions pour o

. k
I)-I’l’la)2'|'k]'l_k2:'|'kz;> wy = El

. /k + 2k
II)-ma)2+k1+k2:'k2;>w—= 1m 2

)
&
S
®©
| .
(o)
o
| -
S
%)
1
o
L

Rem: w. < w.
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9.8. Oscillateurs harmoniques couplées

: k L
B Mode propre « acoustique » ;. @, =./— leressortcentral (k;) est inactif
m

¢ (t) = @2 (t) = Cy cos (wyt + ¢4

2 Iy —» ITo—>
Wy

m m 7

Les masses se déplacent en phase

B Mode propre « optique » @. o = |12
m

¢ (t) = C_cos (w_t = 99_)
G2 (t) ==C_cos (w_t+¢_)

)
&
S
®©
| -
(o)
o
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S
%)
1
o
I

. I — -1 v,
Y, 2 z
m m é

Masses en opposition de phase




9.8. Oscillateurs harmoniques couples

B Cas général
Le mouvement dépend des conditions initiales a t=0 et peut étre compliqué. Néanmoins, il sera toujours
une combinaison linéaire des deux solutions particulieres, appelées modes propres.

¢ (t) = Cycos (wyt + ) +C_cos (w_t + ¢_)

g2 (t) = Cy cos (wyt + ¢ ) — C_ cos (w—_t + ¢_)

B Cas particulier

Amplitudes égales (C. = C. = C) et phases initiales nulles (¢.=¢.=0)
g1

q1(t) = C (cos(w,t) + cos(w_t))
! ! A
> 00 =26 cos(; (M)t) o <5M')t) I Ak \}\/ " La modulation de
uiati
q,(t) = C (cos(w,t) — cos(w_t)) I’amplitude est en
= g,(t) = —2C sin (% (wy — w_)t> sin (1 (wy + a)_)t) opposition de phase

T "/\\]{\U /\U{\VA "/\\/\v /\V/\VA "A\[A V{\VA ‘rAV/\\I ' = transfert d’énergie
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9.8. Oscillateurs harmoniques couples

. , . - ) kl m k2 m kl
B Energie mécanique du systeme W
1 1 RS >4
Energie cinétique : E. = —mv? + —mv?3 — vl n q‘:L >
2 2 [ ly b7

: T r o, 1, 1 2
Energie potentielle : E, = Equl + fquz + Ekz (91 — q2)

1 , 1 , 1 , 1 2
= gkﬂh + Ek1CI2 :zkz% + EkZCIZ — k20192
= E(kl +k)qi + > (ke + k2)q3 — k2q19>

Finalement, I’énergie totale s’écrit

Energie masse 1 Energie masse 2 Energie de
couplage

(interaction)

46



