Week 8 — Part 1

9. L'oscillateur harmonique

9.1. L'oscillateur harmonique — modele

9.2 L’oscillateur harmonique

9.3. L'oscillateur harmonique — traitement par I'énergie
9.4. L'oscillateur harmonique — traitement par le gradient




9. L'oscillateur harmonique

® e mouvement oscillatoire est trés fréquent dans la nature.

® Un systeme qui oscille est appelé un « oscillateur ».

Exemples de phénomeénes oscillatoires (??7?)

- Voix (cordes vocales)
- Pendule

- Ressort

- Montre mécanique

- Montre a quartz

- Circuit électrique RLC (radio)

Mouvement oscillatoire = réaction d’un systéme soumis a une force de rappel non constante
avec dissipation de I’énergie faible ou nulle




9. L'oscillateur harmonique

B Une application des oscillateurs : I'horloge

Premiére horloge a pendule construite
par I'horloger S. Coster en collaboration
avec C. Huygens a La Haye en 1657

Im

précision: 107 - 104 s

1777 : I'horloger suisse Horloge atomique basee
Abraham Louis Perrelet sur des tr§n3|t|ons

crée la premiére montre Interatomiques
automatique (horloge preécision : 1016 - 10-18s
marine)

http://www. heure-exacte.net

https://www.hautehorlogerie.ore/fr/encyclopedie/lexique-de-lhorlogerie/s/atomique-horloge/



https://www.hautehorlogerie.org/fr/encyclopedie/lexique-de-lhorlogerie/s/atomique-horloge/
http://www.heure-exacte.net/

9. L'oscillateur harmonique

L’horloge atomique la plus précise est
neuchateloise

Innovation Le «Laboratoire temps fréquence» a I'Université de Neuchatel a présenté,
mercredi, un nouveau modele 10 fois plus précis.

Les horloges atomiques sont au coeur du systeme de géolocalisation européen Galileo.

Horloge
Atomique
pour
Galileo
Précision
107 sec

Navigation
Par GPS!



9.1. L'oscillateur harmonique — modele

Par définition, un objet ponctuel se déplacant le long d’un axe Ox présente un mouvement
sinusoidal lorsque son déplacement en fonction du temps est donné par

x=Acos (wyt + @) =Asin(wyt + ¢’)

avec A amplitude du mouvement
o) pulsation .
¢ () phase initiale (a t =0) avec ¢’=¢+§
déterminée par les conditions initiales

La position de la particule se répete a un intervalle de temps réqulier: période : T, >
0

La fréquence f,= 7= 52  ieISHOMEE
0

Si o, est indépendante de I'amplitude = oscillateur harmonique



9.1. L'oscillateur harmonique — modele

B |a position

B La vitesse

B |’accélération

:A a)t+ I f
X cos (w, ) 4 O 1'4
,;:vzgz—a)oAsin(a)oﬁw
' 2
x=a=% = —wj A cos (0t + ¢) = — w§ x

L’accélération | est toujours

proportionnelle et opposée au

déplacement|: |i|= —a)g X




9.2. L'oscillateur harmonique

B L’oscillateur « masse et ressort » (sans la force de gravitation g)

0
On applique la 2" loi de Newton : g = E avec = iy

Equation du mouvement (projection sur Ox) :

d’x dx  k

F=ma=m m s = kx=>dt %x=0
dzx 2
1t 2+w0x—0 soit X = —wg X

v

Equation différentielle
du mouvement




9.2. L'oscillateur harmonique

B L’oscillateur « masse et ressort » (sans la force de gravitation g)

On peut remarquer que la relation ¥ = —w3 x est aussi obtenue en posant x = 4 cos (w,t + ¢)

Les solutions de I'équation différentielle ¥ + w3 x = 0 sont donc de la forme :

A, ¢ sont des constantes du
X( 0 =4 cos ( Wyt T ¢) mouvement qui dépendent des

conditions initiales

s T
En posant ¢’ = ¢+ o> 1ous avons :

. ) Cette forme est aussi une solution
= +
X(l? A sin (0)0 ! ¢) de [’équation de mouvement




9.2. L'oscillateur harmonique

2
B Etude des solutions de I’équation de mouvement d'x

2., —
I + wox =0
X(t) = xgcos(wyt) et x(t)= x, sin(wyt) sont des solutions particulieres qui décrivent

un mouvement oscillatoire avec des conditions initiales telles que

- la masse est en x=x, a t=0 pour x(t) = x, cos(w,t)

- la masse est en x=0 a t=0 pour x(t) = x, sin(wyt)

Une autre solution serait x(t) = x, cos(wy (t—1ty)) si la masse est en x=x, a t=t,
Cette solution peut étre réécrite de la fagon suivante :

cos(a - f§) = cosa cosp + sina sinfs

X(t) = xgcos(wy(t —ty) = xycos(wyt) cos(wyty)+xysin(wyt) sin(wyty))
=A cos(wyt) + B sin(wyt) avec A= xycos(wyty) et B= x, sin(wyty)
=Xy cos(wyt+ @) avec ¢ = — wyt,

En résumé, la solution peut s’écrire sous différentes formes :
X(t) = xy cos(wy (t —ty))
x(t) = A cos(wyt) + B sin(wyt)
X(t)=xy cos(wyt + @) => écriture la plus courante

Toutes ces solutions sont équivalentes. Elles décrivent le mouvement d 'un oscillateur harmonique.
Les constantes t), xy, ¢, A, B, sont définies par les conditions initiales.




Exo Application

9.2. L'oscillateur harmonique

B | 'oscillateur « masse et ressort » avec la force de gravitation g

Equation de mouvement du ressort avec une masse m dans un champ de pesanteur :

Projection sur Ox de la 2"! loi de Newton :  ,,, — _ -y + mg = —k (x _"%)
mg _ . _
or —= =X, dou ma=—-k(x -x,,)

En prenant un repere O’x’ tel que x’=0 corresponde

a la position d’équilibre et X' = X — X,, nous avons :
01l

d*x’
xe 1 = _— = — ?
q ma = m - kx
X .
oIt | g2y’ | Equation différentielle du
+ (,()Ox = 0 ’ .

* dt? mouvement g n apparait pas

La pesanteur ne fait que changer la position d’équilibre mais pas le mouvement oscillatoire !!!

10



9.2. L'oscillateur harmonique

B Le pendule Systeme le plus simple : une masse m au bout d’un fil de longueur [

Equation du mouvement — Repére de Frenet :

T est la tension du fil (de masse négligeable)
mg est le poids

mg peut se déecomposer en une force normale F) et une
force tangentielle F;

2nd oi de Newton:  ma =mg + T

Projection sur Ox :  mar=Fr= —mg sin0
. : _ do  d?0
On rappelle que pour un mouvement circulaire a; = R v R T7
d?60

avecR=1 dou ar= ZW

11



9.2. L'oscillateur harmonique
M Le pendule

2
aT=lW avec marp= —mg sin6

: d2e d2e
Finalement mlw = —mgsinf ou yrel + Tsin 0=0
Pour les faibles amplitudes, c’est-a-dire pour les petits angles, alors sin0 ~ 0
d2e
F+a)(2,9=0 avec w, = %

Les solutions sont de la forme : 8= 6,cos (wy t+¢) (= 6y sin (wyt+¢’))

Rem. 1 : La période du pendule vaut T,= i)—ﬁ = indépendante de la masse
0

Rem. 2 : analogie avec le ressort d?x 5
W + WX = 0



9.2. L'oscillateur harmonique

M Le pendule Equation du mouvement — Coordonnées polaires :

Accelération en coordonnées polaires

0 = r=Il=cte =>r =20
=

ay =27 0+r 6 d’ouag =16

mlO = —mg.sin 6

Pour de petits angles (sin 0~6):

2" loi de Newton (projection sur e;) :

9‘+%9:0

d2e g
29 _ _

dt2+w09—0 avec wgy = T

13



9.2. L'oscillateur harmonique

HLe pendule Evolution de la période avec I'amplitude pour un pendule réel

L’approximation sin@ ~ 6 n’est plus valable et la période dépend alors de I'amplitude

2
R // = le pendule n’est pas un oscillateur
Py - harmonique pour les grandes amplitudes
=1 (0215°)
0 | 1,
o 5 F 5 3 F

Evolution de la période P en fonction de 6, (i.e. amplitude)
par rapport a P, (période calculée pour de petits angles)

14



9.2. L'oscillateur harmonique

B Energie mécanique d’un oscillateur « masse et ressort »

Energie cinétique

x =Acos (wpt + @)

v:i,_xz—a)oAsin (wpt + @)

E.= émv2 = ém @’y A% sin? (wpt + @)

orsin’@ =1 —cos’0 et x? = A’ cos’(wpt + ¢) °

E. =§m @y’ (A? - x?)

L’énergie cinétique est maximum pour x=0
et nulle aux extréemités (x=+A)

Energie potentielle :

E, =ékx2 =éma)02x2

L’énergie potentielle est nulle pour
x=0 et maximum aux extrémités

E=E.+E, =§ma)02 2=§kA2

Energie mécanique de l'oscillateur

L’énergie mecanique est constante au
cours du mouvement (pas de dissipation)

http://www.sciences.univ-nantes.fr/sites/eenevieve tulloue/Meca/Oscillateurs/oscill harm Fphp?typanim=Flash15



http://www.sciences.univ-nantes.fr/sites/genevieve_tulloue/Meca/Oscillateurs/oscill_harm_F.php?typanim=Flash

9.3. L'oscillateur harmonique — traitement par I'énergie

B Equation du mouvement a partir de I’énergie mécanique

Energie potentielle : F = %kxz

-2

Energie cinétique : E. =-mx

N =

Energie mécanique : E=E, +E, = L2 + L2
2 2

y z . . . . y - . d
L’énergie mécanique est constante (conservation de I'énergie) : —E = 0

d 1 o1 : : ..
EE =0 =Em2xx+3k2xx=x [m ¥ + kx]
La seule solution non triviale est mix+kx=0
. d’x Equation différentielle de
soit avec = |k =) — 2 5=
Wo m dt2 + Wo X 0 [’oscillateur harmonique

16



9.3. L'oscillateur harmonique — traitement par I'énergie
B Equation du mouvement a partir de ’énergie mécanique

Approximation harmonique
du potentiel interatomique

A
E,(x) Potentiel
Interatomique

E,)+ 1Ek(x — x0)?

\

\

\ !
\

()
&
&
©
i
(@)
@)
el
Q.
7))
-
@)
L

v

Energie potentielle :
E,(x) présente un minimum en x, = développement de Taylor autour de ce point

(0= By + S () EE () = B+ S5 (D)

0 2 dével 2éme ord
1 d“E eveloppement au ordre
E,(x) =~ E)+ Ek(x — %)% avec k= (dxzp) PP

courbure en x,

Energie mécanique :

E=E.+Ep= %mx2+ 12k(x —x,)% + E,
L'énergie mécanique est constante (si pas de dissipation) :
SE=0=-m2ii+2k2% (x —xy) =% [m¥ + k(x — xo)]

La seule solution non triviale est m ¥ + k(x — x4) =0

Soit avec x’=x — X

et g, = \[% =) dz’;, + nglzo E’qua'tion différentiel{e de
dt [’oscillateur harmonique

17



9.4. L'oscillateur harmonique — traitement par le gradient

Y Potentiel
Interatomique

Ey)+ 1Ek(x — x0)?

\
\
\
\

B Equation du mouvement a partir du potentiel et du gradient

q) 4
E E,(x)
-
Q]
|
(@))
O
o £9
7))
| -
@)
1

Potentiel du ressort (dans 'approximation parabolique) :

d2
E,(x) = E,+ izk(x — x9)* avec k= ( Ep)

dx?

Force dérivant d'un potentiel :
. dE,(x) |
T T T dx

F=—k(x—xy)8,

. d?x
2"d |oi de Newton : mo—g= - k(x — xg)

soitavecx’=x — Xy el wy = /%

d?x’
F + w%x’=0

Equation différentielle de
["oscillateur harmonique

18



19



Week 8 — Part 2

9. L'oscillateur harmonique lineaire libre

9.5. Oscillateur libre soumis a une force de frottement fluide

amortissement critique (c)

mouvement apériodique (b)

20



777

L oscillateur harmonique libre

T O I X mg

Ressort + Masse \ / Pendule \
E

Equation du mouvement : quation du mouvement :

+6,

d*x k d2—0+w29—0 avec g = g
— 4+ w3x =0 avec wy= —~ dt2 oY = 0= JT

dt?
Approximation petits angles (sin6 =~ )

Les solutions sont de la forme : .
Les solutions sont de la forme :

‘x(l) = X COS (a)ot + ¢) (: X0 Sil’l(&)()f T ¢’)) (9(1‘)= 906'06' (CO() t+¢) (: 9() sin (C()() l‘+¢’))

avec xp amplitude du mouvement avec 0 amplitude du mouvement
(o)) pulsation propre de l'oscillateur o)) pulsation propre de l'oscillateur
é(¢’)  phase initiale (a t =0) #(¢) phase initiale (a t =0)

Si w, est indépendante de 'amplitude = oscillateur harmonique

La position de la particule se répéte a un intervalle de temps régulier (période) T, = io_ﬂ
0



9.5. Oscillateur libre soumis a une force de frottement fluide

B Amortissement d’un oscillateur

X(1)a Pas d’amortissement

x(1) Amortissement

Application : amortisseur

22



9.5. Oscillateur libre soumis a une force de frottement fluide

B Ressort plongeant dans un liquide (sans force de gravitation)

La force de rappel du ressort est F = — k¥ avec 7 =(l-1y)e, = xe,
? La force de frottement fluide en régime laminaire est }_7} =-K 77\7
ond |oj de Newton © ma = — k- _Km—; (on ne tient pas compte ici de la
k ' pesanteur ni de la poussée d’Archiméde
ly / pour simplifier le probleme)
l On projette sur Ox : m@=—kx -K dx
0L [ m
ST dx  k Knds_
dt? m m dt
x Et finalement 4 _ _
o = k  Pulsation de l'oscillateur
d?x dx = |m  nonamorti
d2+2/1d—+w§x=0 avec <
; g 1= Kn Coefficient
L 2m d’amortissement

23



9.5. Oscillateur libre soumis a une force de frottement fluide

B Ressort plongeant dans un liquide (sans force de gravitation)

d?x dx ,
772 +ZAE+ wox =0

A définit le type d’amortissement

amortissement critique (c)

mouvement apériodique (b) Le coefficient d’amortissement A définit 3 différents régimes :

mouvement oscillatoire
amorti (a)

- Amortissement faible (A< A petit) : oscillations dont 'amplitude diminue
continiment. La période est plus grande que celle de loscillateur

>/ harmonique non amorti.

| I -~ -
-
: y{ - Amortissement critique pour une valeur A.. Correspond a un retour a la
)l,/ | position d’équilibre le plus rapidement possible sans la moindre oscillation.
I |
T , R , : :
A - Amortissement fort (A> A; grand) : Le systéme n’oscille plus et revient
)/ lentement & I'équilibre.

On remarque que [’on retrouve [’équation d’un oscillateur libre pour A=0
24



9.5. Oscillateur libre soumis a une force de frottement fluide
B Ressort plongeant dans un liquide (sans force de gravitation)

x(2) Amortissement x(1) Amortissement
Moyen
Aucun
Faible

)

=
2
3
= Amortissement « critique »:

Q retour a la position d’équilibre

b . .

Q le plus rapidement possible.

“

O iy
E Critique
S
S
]

S

S

Fort

amortissement
augmente

25



9.5. Oscillateur libre soumis a une force de frottement fluide

B Ressort plongeant dans un liquide (sans force de gravitation)

%

amortissement critique (c)

mouvement apériodique (b)

mouvement oscillatoire
amorti (a)

d?x dx , M
) + ZAE+ wgx = 0 7

Comment résoudre cette équation différentielle ?

= On passe par les nombres complexes

26



9.5. Oscillateur libre soumis a une force de frottement fluide

B Nombres complexes

y Soit le nombre complexe Z :

z=a+ib=ret?

Partie reelle : R(z) =a=rcosb

Partie imaginaire : 3(z) =b =rsinb

Module : |z| =7 =+a®+Db?
Argument :

arg(z) =0 = arctan(a)

Complexe conjugué : z* =a—ib=re

27



9.5. Oscillateur libre soumis a une force de frottement fluide

B Nombres complexes

Im‘

Li(@F + o), ~i(@f +¢p)
2

Nous pouvons alors écrire x(t) = Acos (wt +¢y) =A

; _ Soit le nombre complexe z de norme 1 :
, =e'’=cos 0 +isind
z=¢e%=cos@+ isin 0
siné z¥=e 0= cos 0 —1isin 0
0 g 0 3 -0
A - _ iny € + e
0[cos @ I Re cos® = Re{e'?} = —
avec < ” >
. etV —e™t
sin @ = Im{e'?} = ,
. — 20
z¥=¢e 0= cos @ —isin6

x(t) =Acos (ot +@y) =C; e+ (C, e~

avec C;, C, des nombres complexes indépendants du temps

28



9.5. Oscillateur libre soumis a une force de frottement fluide
B Nombres complexes

Résolution de I'équation différentielle du mouvement pour 'oscillateur harmonique non amorti (1=0)

: d*x
Equation du mouvement : —— + wgx = 0 (1)

On pose comme solution générale (fonction d’essai) : x(?) = C el
On injecte x(t) = C e” dans | ‘equation différentielle (1)
Ontrouve ¥2C eV +w2Ce’ =02 Cel'(y2+ wp?) =0
La solution non-triviale est (7/2 + 6002) =0 soit y?=—wy’

ori‘ = -1 donc 7/2 = i2a)02 et ﬁnalement y==x1 @y 2solutions possible pour y

x(1) = C e'®t + Coe™1®t

La solution générale est une combinaison linéaire des ¢ est le déphasage défini par
solutions particuliéres avec y = + iy et y= —iw, les conditions initiales a =0

29



9.5. Oscillateur libre soumis a une force de frottement fluide

B Résolution de I’'éq. diff. du mouvement pour I'oscillateur libre amorti (i0)

2
d-x dx On cherche les solutions de

— 20 —
dt? +24 dt twpx =0 () cette équation différentielle

Technique de résolution :

i) on prend une fonction d’essai du type x( t) =(Cer

ii) on la substitue dans I'équation différentielle (1) = Ce” (y?+ 2Ay +w,?) = 0

01|V m
T -z la solution non-triviale est y2+ 2y +w,* = 0
%“

y?+ 2y +w,’ = 0 est une équation du second degré du type ax’+bx+c=0

X
les solutions x,,x, de cette équation se calculent a partir du discriminant :
A=b’—4ac

_—b+vA
Xm0

30



9.5. Oscillateur libre soumis a une force de frottement fluide

B Résolution de I’'éq. diff. du mouvement pour I'oscillateur libre amorti (i0)

Nous cherchons les solutions de y?+ 24y +wy”> = 0

avec a =1, b=24 c= w)’
A=b?>—4ac =417 — 4wy’ = 41 — w)?)

_—b+tvA
Y1277,
L [1= A (R - o)
soit 7/2:_2_(/12_@02)1/2

La solution générale est la somme des solutions particuliéres avec y; et 7

X(l) = Aleﬁt —+ Agefmt avec A; et A, des constantes

_ e—>\t (Ale\/)\Q—wgt_|_A26—\/)\2—w(2)t)

31



9.5. Oscillateur libre soumis a une force de frottement fluide

B Amortissement faible L < o, I,

Nous avons y;, = — 1 (A2 — @,?)"?

avec A% —wy?*<0

avec o = (wy? — 13172

Il existe donc deux valeurs pour y: v, = A +iw et o= -1 —iw

La solution générale est la somme des solutions particulieres y;, 1, : x(t) = Aje"t + A,e??t

soit | (t) _ e—)\t (Aleiwt 4 AQG—iwt) avec w = (6002 _12)1/2

32



9.5. Oscillateur libre soumis a une force de frottement fluide

B Amortissement faible L < o,

TR Solution de I'equation du mouvement :
\\\\jr{e“
4 SN x(t) = A e* cos (wt+d)
A"""\ ““““ »
0
T N4
/XZ—/’ w =N wy’— A* pulsation
2 27 .
M avec < I'= > période
7 @ dephasage

On détermine les constantes 4 et ¢ a partir des conditions initiales a = 0

Exemple de conditions initiales a t=0 : x(0) = x, et v(0) =0

x(0)=A cos¢ = x, % = A(—A) cos(¢)— Aw sin(¢)=0
x
I:'>A:coso‘¢ = tan ¢:_%

33



9.5. Oscillateur libre soumis a une force de frottement fluide

B Amortissement fort L > o,

Nous avons y; , = -1 (A2 — wy?)""?

avec A —wy>> 0

Soit y;,=-A+w avec = (1%?—-wy?)"?

Il existe donc deux valeurs pour y: v = A+ et yp=-1—w

La solution générale est la somme des solutions particulieres y;, »: x(t) = A;e¥t + A,eY2t

, Y wt —wt Mouvement apériodique
Les solutions sont alors | (t) =€ (Ale + Age ) (plus d’oscillations)

Les constantes sont définies par les conditions initiales a t=0
Par exemple : x(0) = x, et v(0) =0

w+)\7A2:x0w—)\

alors A = x 5
w

34



9.5. Oscillateur libre soumis a une force de frottement fluide

B Amortissement critique L = o,

Dans ce cas particulier A=0, et les solutions de I'équation différentielle sont alors de la forme

X(1) = (A +B1) e*

Amortissement critique : retour a
la position d’équilibre le plus
rapidement possible sans aucune
oscillation

35



amortissement critique (c)

mouvement apériodique (b)
mouvement oscillatoire
amorti (a)

| |
| 4
| Rl
R |
' |
e T 3
2
)
1 _ o
f_7_272

9.5. Oscillateur libre soumis a une force de frottement fluide

K - s .
77[ Coefficient d’amortissement

Résumé des differents regimes d’amortissement en fonction de A 1-:

\

/- Amortissement faible : 1 < w,

Mouvement oscillatoire avec amplitude décroissante et avec @ < @y

x(t) =A e cos (wtte)

avec w = (w,> — A)”?

\

r .

.

Amortissement fort: 1> w,
Mouvement apériodique (plus d’oscillations)
x() =e (A, e”+ A, e ™)

avec o = (A? —w,)"?

« Amortissement critique : 1 = w,

Retour a la position d’équilibre le plus rapidement possible

sans aucune oscillation

x(1) = (A +B1) e*

—
1¥/
|

36



9.5. Oscillateur libre soumis a une force de frottement fluide

Application : amortisseur « dynamique »

La réponse de 'amortisseur peut-étre contrélée en tant réel (temps de réaction de

quelques ms) en changeant les propriétés du fluide, c’est a dire en jouant sur le
coefficient d’amortissement A.

Pour ce faire, on applique un champ électrique dans une bobine qui crée un champ
magnétique. Celui-ci ordonne des particules magnétiques présentes dans le fluide
de 'amortisseur, ce qui en modifie sa viscosité, et par conséquent A.

Cross Section of MagneRide Actuator

Magnetic

<—
<= High Pressure
‘_

4—
[ Piston od 13
4—

MR FLUID

Piston

MR

Effect
area \

Low Pressure

Magnetic
Source (coil)

High Magnetic Flux Zone

avec champ sans champ
magnétique magnétique
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