Vektoren

Lésungen der Ubungen

1. Komponenten

1.1)

Der Verschiebungsvektor ist D = Doyest + Dsud-ouest-

Die Verschiebung nach Westen ist 225km + 78co0s45° km = 280.2km D_. |
und die Verschiebung nach Stiden betragt 78sin45° km = 55.2km. D ]

Die Entfernung vom Startpunkt entspricht dem Betrag des

Verschiebungsvektors = v280.2% + 55.22 = 286km.
Die Richtung entspricht dem Winkel 8 = tan™(55.2/280.2) = 11°
gemessen von Richtung Westen gegen Stden.

1.2) Der Lieferwagen fahrt an 28 + (-26) = 2 Gebauden Richtung Norden und an 16 Geb&uden

Richtung Osten vorbei. Die Resultierende betrigt V22 + 162 = 16.1 Gebdude und hat eine
Richtung von tan™(2/16) = 7° (Abweichung von Norden Richtung Osten).

1.3) Die Resultierende ist fvxz +v,2 = |/7.802 + (—6.40)2 = 10.1 unités. Die Richtung berechnet
man mit 6 = tan™(-6.40/7.80) = -39.4°.

1.4) Fur einen Vektor v, verwendet man die Beziehungen vy = [lvlicos(6) et v, = [Iv]Isin(6)

1.9%2,92)

11 V3
2. (7, —-11 ?)

60 60
3.V= (\/—7, \/—E)m/s

4.F=(-7.18,15.4)N
1.5) llall=3;1ibll =v3; llcll =3v2; lIdll = 13

1.6) Weder das eine noch das andere dndert den Betrag, bei einer Multiplikation mit einer
negativen Zahl wird die Richtung eines Vektors umgekehrt.

1.7) 1,=(cosb, sinB) et i, = (-sinb, cosB)
1.8) a, e, f, g, iet]jsindvektorielle Grossen ; b, ¢, d et h sind skalare Grossen.

1.9) Da die x-Komponente negativ ist, befindet sich der Vektor im zweiten Quadranten, d.h. der
Winkel ist zwischen 90° und 180°: 6 = tan™(F/F,) = tan(6.0N/-4.0N) = -56.3° (mit
Taschenrechner). Der Taschenrechner berechnet den kleinsten Winkel, der im vierten
Quadranten ist ; da unser Vektor im zweiten Quadranten ist, ist der richtige Winkel : 180° + (-
56.3°) = 123.7".



Mit Pythagoras berechnet man anschliessend F = [F,* + Fy2 =/(—4.0N)2 + (6.0N)2 =7.2N

1.10) Die Komponente in x-Richtung ist 50.9m/s, die Komponente in y-Richtung ist 31.8m/s

1.11) Zerlegt man die die drei Krafte in Komponenten, so erhalt man :

Xy : mg = (O, _(”mg") = (OI _30)N ;
Fyn = (IIFnllsin®, [Fyllcos®) = (15v3sin®, 15V3cosO)N ;
Fi = (-IF¢llcos®, IIF¢llsin®) = (-15cosB, 15sinB)N.

Xy : mg = (llmglisin®, ImglicosB) = (30sinB, 30cosO)N ;
Fn = (0, IIFnll) = (0, 15V3)N ; Y
I:fr = ('”Ffr"r O) = (_15r O)N /bx

2. Addition und Subtraktion

2.1)

2.2)

2.3)

2.4)

2.5)

2.6)

2.7)

2.8)

2.9)

Vektor A beschreibt die erste Verschiebung, Vektor B die zweite Verschiebung. Die
Komponenten von A sind: A, = Om und A, = 200m. Die Komponenten von B sind: B, =
400m-cos(30°) = 346m und B, = 400m-sin30° = 200m.

Man addiert anschliessend die Vektoren um die Resultierende zu erhalten : R = (Om + 346m)i +
(200m + 200m)j = 346mi + 400mj.

Der Betrag von Rist = [R,* + Ry2 =,/(346m)2 + (400m)2 =529m und der Winkel = tan’

(o) = 49°

A+B=(3,-5)undA-B=(-1,1)

Lange 20.9km, Richtung 21,4° nach Stiden (Abweichung von der Ostrichtung — 21,4°)
5A-3B+C

Die Resultierende ist Fg = (-2, 2, 2) ; der Betrag dieser Resultierenden ist 2V3N
a)Linear abhéangig ; b)Linear unabhangig

A verlauft senkrecht zu B

b)V, = -24.8c0s(23.4°) = -22.8 , und V, = 24.8sin(23.4°) = 9.85
19.85

— _ 2 2 — - 709 _ o
c) IVl = /(—22.8)% + (9.85)2 = 24.8,8 = tan —==234

A = (44c0s(28°) = 38.85, 44sin(28°) = 20.66), B = (-26.5c0s(56°) = -14.82, 26.55in(56;) =21.97),

C =(31cos(270°) = 0.0, 31sin(270°) =-31.0)

l.a) (A+B+C)=(A+B,+C, A, +B,+C)=(24.0,11.6)

1.b)[[A+B+C| = J(24.03)2 + (11.63)%2 = 26.7,06 = tan"lﬁz 25.8°

2. A-B =(53.7, - 1.31) und B — A = (- 53.7, 1.31) die Ergebnisse sind entgegengesetzt
gerichtet, die Vektoren verlaufen im zweiten und vierten Quadranten.

3.A-C=(38.8,51.7),IA-Cll =64.6,6=5.1°




2.10) Die x-Komponente ist negativ und die y-Komponente ist positiv, da der Gipfel im Nordwesten

des Basislagers ist. Bezogen auf die x-Achse betrdagt der Winkel 32.4° + 90° = 122.4°. Die
Komponenten sind x = 4580c0s(122.4°) = -2454m ; y = 4580sin(122.4°) = 3867m ; z = 2450m.
Die Verschiebung betragt somit: r = (-2450m, 3870m, 2450)m

Iell = /(—2454m)? + (4580m)2 + (2450m)% = 5190m

2.11) a) Mit Pythagoras findet man die moglichen Werte: 90.0%=x*+(-55.0)> > x> = 5075 = x = +71.2

2.12) Um Cvon A aus zu erreichen wird die Geschwindigkeit

2.13)

2.14)

2.15)

2.16)

b) Mit den Komponenten von V schreibt man :
(71.2,-55.0) + (V,, V,) = (- 80.0, 0.0)
- V,=(-80.0-71.2) =-151.2 und V, = 55.0 > V = (-151.2, 55.0)

Vs bendtigt. Um die Stromung des Flusses zu kompensieren, ; E;
muss das Boot somit eine Geschwindigkeit Vi haben. v

Es gilt: Vi = Vs -V, vi

Fir Vs und V, gilt: V., = -4km/h i; |Vl = A

J/(Bkm/h)? + (6km/h)? = 10km/h, 6 = tan™(3) = 53.1°
V; = 10cos(53.1°)km/h i + 10sin(53.1°)km/h j - (-4km/h)i = (10,
8)km/h

Fir den Betrag gilt: Vil = \/(10km/h)2+(8km/h)2 =
12.8km/h

Und fir die Richtung erhélt man : 6 = tan'l(:io) =38.7°

SF=0 2> 3F, =0 et 3F, = 0 = in x-Richtung: 150N + 200N-cos® + F,=0; in y-Richtung:
200N:-sin — 100N + F,=0 > F = (-323, O)N

100kg

Man weiss dass pi12 = Po + Vi2. UM vy, (v zur Zeit t = 12s) zu bestimmen, ersetzt man t in den
vektoriellen Ausdriicken: vy, = 12i — 6j. 2 p1=(2, 3) + (12, —6) = (14, - 3).
Der Verschiebungsvektor ist somit d = Ap = p12 — po = (14, -3) —(2, 3) = (12, — 6) = vy,

Punkt A: In kartesischen Koordinaten (x, y), hat man immer mg =
(0, -mg) und Fyy = -lIFnllcosB, Fy, = -lIFxlIsin®

- Fy = (-mrwcosB, -mrwsinB)

Fnet = YF = Fy + mg = (-mrwcosB, mg - mrwsinB)

In Polarkoordinaten (R, ¢), hat man immer mg = (mg, -it/2), Fir
Fn, der Winkel ist =1+ 0 und R = mrw = Fy = (mrw, 1t + 0)

Dies kann man auch fir die folgenden Punkte verwenden :

Punkt B : Kartesische Koordinaten : mg = (0, -mg), Fy = (0, -mrw),

Fret = (0, -m(g+rw))
Polarkoordinaten : mg = (mg, -1t/2) et Fy = (mrw, -1/2)
Punkt C : Kartesische Koordinaten : mg = (0, -mg), Fy = (mrw, 0),



Fret = (Mrw, -mg)

Polarkoordinaten: mg = (mg, -1/2) et Fy = (mrw, 0)
Punkt D : Kartesische Koordinaten : mg = (0, -mg), Fy = (0, mrw),

Fret = (0, m(rw-g))

Polarkoordinaten : mg = (mg, -1t/2) et Fy = (mrw, 11/2)

3. Skalarprodukt

3.1)

3.2)

3.3)

3.4)

3.5)

3.6)

3.7)

3.8)

3.9)

3.10)

3.11)

3.12)

Um das Skalarprodukt zu bestimmen verwendet man A - B = A;B, + A;B, + A,B, =2.0x°"11.0 + (-
4.0x)*2.5x + 5.0-0 = 12x°

Man verwendet dazu : cosb = IIAIIIII;BII - |IA|l =9.81, |IB]| = 11.0, A-B = 91.34, 0 = cos’
1 9134 __, :
9.81-11.0
I‘:.I
V;+ V, = [IV4ll1IV,]lcos® = 75*58 cos138° = -3200. Skizze: x

v,

Wenn A senkrecht zu B verlduft, so gilt A-B=0 2> A-B=A,B,+AB,=3.0B,+1.5B,=0> B, =-
2.0B, ; jeder Vektor, der diese Gleichung erflllt, verlauft senkrecht zu A, zum Beispiel B = (1.5,
—-3.0)

Falls C senkrecht zu B verlauft, gilt C:B = 0, zudem weiss man dass C keine Komponente in
Richtung z hat und dass C-A = 20. Somit erhdlt man zwei Gleichungen : C,B, + C,B, = 9.6C, +
6.7C,=0et -4.8C,+6.8C,=20.0 > C=(-1.4,2.0)

v
Man verwendet dazu V-i = ||V|lcosb, =V, 2> 06, = cos[l”VT"II =52.5%;0,= cos"lﬁ =48.0°; 8, =cos

1V _ o

i - 113

x=(4,7,7)und lIxll =v114 ;y =(-5,0, 12) und |lyll = 13
1.9/5;2.-3v2/2

M’ =(7,-15); N = (-5, -20)

Man wahlt den Vektor OB als Richtungsgerade. Um die Projektion von A auf OB zu bestimmen,
bestimmt man die Lange : [|OA,ll = |OAllcos(8), 8 entspricht dem Winkel zwischen OA und OB,
den man mit dem Skalarprodukt bestimmen kann; zudem ist die Richtung von OA, bekannt, sie

liegt auf der Geraden OB.

0A-0B
> OA, == OB = (-3/2,9/10, 6/5)

Die Projektion auf die x-Achse ist : [Ipll = llvllcos(B) 1. lIpll = 3, 61 ; 2. lIpll = 4,98 ; 3. llpll = 4.

Die Projektion p ist das Skalarprodukt von A mit dem Einheitsvektor von B. [|pll =3.71.



3.13) Die beiden Vektoren sind im ersten Quadranten, man erhdlt den Winkel indem man die
Differenz der beiden Winkel berechnet :
IFIl =/(Z0N)? + (4.0N)2 = VZON ; ¢ = tan™(})
ldll = /(1.0m)2 + (5.0N)? = v26m ; ¢ = tan™(3)
a) W =[Fll lldll cos8 = V20N - v26m -cos(tan'l(g) - tan"l(g)) =22Nm = 22J
b) W = Fd, + F,d, = (2.0N)(1.0m) + (4.0N)(5.0m) = 22Nm = 22

3.14) Der Verschiebungsvektor ist: d = (2, -1, 4) — (3, 2, -1)= (-1, -3, 5). Fir die Arbeit erhalt man:
W=F-d 2> W =F,d, + F,d, + F,d, = (-1)(4) + (-3)(-3) + (5)(2) = 15

3.15) W =|IFll ld]l cos8 = 20.0N-2.0m-cos(30°) = 34.6Nm = 34.6)

3.16) W=Fpeed = (F, + F,) «d = (2.1, — 1.7, 0.5)N +(4.0, 2.0, 2.0)m = 6Nm = 6J

4. Vektorprodukt
41) AXB=(7,-7,-7);BxA=(7,7,7); mit IA x Bl = IAll IBIl [sin(8)] , 8 = sin~1 (M) -

I
- V147 . _1\/_§ _ °
sin (mm) =sin™" 2= =60

42) ixj=-k ixk=sj,jxi=k,jxk=-i,k Xi=-j, kX j=i
43) 1.(-19,-7,1);2.(3a-5/2,-1/2 - 73, 38)

4.4) 1. Moglich, skalare Grosse (weil das Schlussresultat ein Skalarprodukt ist) ; 2. Unmoglich, (b - )
ist eine skalare Grosse, das Vektorprodukt ist nicht moéglich 3. Nicht moglich, gleicher Grund
wie bei 2. ; 4. Unmoglich, das Vektorprodukt kann nicht aus zwei skalaren Grossen bestimmt
werden; 5. Moglich, skalare Grosse ; 6. Moglich, vektorielle Grosse

45) 1.(2,-1,3); 2.2i+13j-8k; 3. (t*, -2t%, )

4.6) 1.(28,-21,14)weil (7x) Xy=7(xXy) 2.(1,-2.5,6)cary X (u+v)=(y Xu)+(yxXv)=-(uxy)
-(vXy)3.(-12,9,-6)carx X (-3y)=-3(x X y) 4. Noncar (x+v) Xy=(xXy)+(vXy)/=05.Ja
weil (x Xy)+2(vXy)=0

4.7) C=(-2b-1, b, -2b-3), il y en a donc une infinité.

4.8) 48 weil |IA x Bl = [|All [IB]l |sin(x)]|; [IA X Bl wird maximal, wenn sin() maximal ist, d. h.
sin(x) =1, und somit &< = 90° oder 270°

4.9) Man nimmt an dass der Winkel zwischen A und B gleich -135° ist, somit [|A X B|| =99/v2 und A
X B zeigt gegen unten weil sin(-135°) < 0. Falls [|All unbekannt ist, ||A X BJ| = [|A]l [IB]l |sin(x)]| =
11]|All/v2



4.10) a) In Richtung der positiven y-Werte. Man verwendet die Rechte-Hand-Regel oder bestimmt

i j k
die Determinante: AXB=|—4 0 0]=1i(0-B—-0-0)+j(0-:0-(-A)-B) + k(-A-0 - 0-0) = ABj. b)B
0 0 B

X A zeigt in die entgegengesetzte Richtung von A X B : in die Richtung der negativen y-Werte
c) IA x Bl = IB x All = [IA]l IBlIsin(90°) = [IA|l IIBI|

4.11) Mit den Definitionen fiir das Skalar- und Vektorprodukt hat man: |[A X Bl = A - B >
[|A[l|IB][|sin(8)]|=||A]|l|Bl|cos(B) = |sin@®| =cos® > 6 = £45°

4.12) t=rx F=(2.0,1.0,3.0)m X (0.0, 2.0, = 1.0)N = (-7.0, 2.0, 4.0)N-m
4.13) L=rx p=(0, 2, 5)m X (4, 6, 0)kg-m/s = (-30, 20, — 8)kg:m?*/s
4.14) t=rxF>a)t=(2,-1,3)%(3,2,-4)=(2,-7,-2); b) T=(4,-6,3) X (3, 2, -4) =-3(6, 5, 7)

4.15) w=r X vetw,r, vstehen alle rechtwinklig zueinander > v=wXxr=(4,1,-2)%(2,-3,1)
=(-5,-8,—14)

4.16) r=(8.0,6.0),und tT=r X F=(0.0, 8.0, 6.0)m X (+2.4, -4.1, 0.0)kN = (24.6, +14.4, +19.2)m-kN.
Man kann den Betrag dieses Drehmoments bestimmen : ||T|| = V24.62 + 14.42 + 19.22m
kN =3.4-10*m-N

5. Ableitung von Vektoren
51) R= (e't In(t2 +1), —tan(t)).
2
=(-e", t2+1 cos(2t)+1)
dZR_ + 2(1-t2) 4sin2t
proml o (tz+12’ (cos(zt)+1)2)

Mit t=0 erhalt man : a) E(0) =(-1,0,-1); b) (O) (1, 2,0)
Ol 22(0) I=vZ; d) I £2(0) II= V5.

dt?
5.2) Man leite jede Komponente ab : v, = A(-awsin(wt), awcos(wt), b)

d(A B) d(A B)

53) a)AB=2t-5t"-2t>———=6t"-10t-2 ()=-6
b) A X B = ((t=2t-1), (t +4%—41-3), 3(t? t)) e BB < ((2t-2), (3t+8t-4), 32t-1)) >
48D (1) =(0,7,3)
c)A+B=((t +2t=3), (-t +1), (t+1)), IA+Bl =/(t2+2t —=3)2 + (=t +1)2 + (t+1)2=

dlla+B|| _ 2(t3+3t%-3) d||A+B||

4 3 _
Vet +4t3 - 12t +11, > = Y ey T I (D=1




5.4)

5.5)

5.6)

6.
6.1)

6.2)

6.3)

6.4)

A X (B X C) = ((cos(u)(15u+8)-u(2+5u)), (u-sin(u)(15u+8)), (sin(u)(2+5u)-cos(u))) 2> w =

([-sin(u)(15u+8)+15cos(u)-(2+10u)], [1-(cos(u)(15u+8)+15sin(u))], [cos(u)(2+5u)

d(AX(BXC)) 0) =

+5sin(u)+sin(u)]) 2 (13,-7,2)

Die Position des Teilchens erhalt man mit r(t) = (2sin(3t), 2cos(3t), 8t)
Flr die Geschwindigkeit bekommt man : v = E = (6cos(3t), — 6sin(3t), 8)
Die Beschleunigung ist somit :a = —( 185|n(3t) -18cos(3t), 0)

Betrag der Geschwindigkeit : ||v]| = \/(6 cos(3t))? + (—65sin(3t))? + 82 =18
Betrag der Beschleunigung : [|a]| = /(—18 cos(3t))2 + (—18sin(3t))? = 18

Man weiss dass F = ma = m(dt2

Flr die Position des Objekts erhalt man r = (sin(t— %), 2cos(3t), — 2t9)m > v = (cos(t — %), -

6sin(3t), — 4t)E et a =(-sin(t —%), — 18cos(3t), — 4)522

dZ

dtz
Lo, T _c. _ mo 3y 103X o _

Flirt= > Zs, F=510 3(=sin( 4), 18cos( > ), —4)N =5-107( NeL 0,—4)N

: 3 (1N, 42 333 ~ 9.102
Der Betrag von F ist: 5-10 (ﬁ) +42N=510" [Z N = 2107N

F=m(—)=m(- sm(t——) 18cos(3t), —4)N

Integration von Vektoren

Um fR(t)dt zu bestimmen, integriert man komponentenweise :
R(t) = ((3t°—1), (2 — 6t), — 4t)
[ R(t)dt = ([ (3t% — t)dt), ([(2 — 6t)dt), - ([ 4dt)) = ((t® —%t), (2t —3t%), — (2t%)) + ™

b) [ R(t)dt = [(t* —%t), (2t-3t%), - (2t)] |2 = (50, - 32, - 24)

Integriert man jede Komponente einzeln :

f:/Z(B sin(w), 2 cos(w))du = ((fn/z 3sinu du) (f /22 cosu du))

<(—3 cosu)|g (2sinu)| > (3,2)
a)A-B =2t +6t° - 6t > fo (A-B)dt = f02(2t3 + 6t% — 6t)dt = Gt‘* + 2t3 — 3t2) |2=12
b) AXxB= (- 6t°, 2t - 8t), 2t") > fZ(A X B)dt = foz(—6t3, (2t3 — 8t?), 2tMdt =

e (Bt -03), 25))2 = (<24, -2, &)
(zt’zt 3t’5t |0 24, 3’ 5

Man bestimmt zuerst v. Mit v = [adt und a=(0, -g, 0), erhalt man :

v=—/(0,g,0)dt = (0,—gt,0) + ¢, c entspricht der Integrationskonstante. Gegeben ist
v(t=0) = (vocosBy, vosinB,), woraus wir die Integrationskonstante bestimmen

= v = (vyc0s0y, (VosinBy — gt))

Um r zu bestimmen, integriert man noch einmal r = [vdt > r = f(vo cos By, (vysinf, —

gt)) dt = ((vo cos yt), (vo sinfyt — %gtz)) +c;weilr(t=0)=0,c=0



6.5)

6.6)

> r= (Vocos(Bo)t, (Vosin(Bo)t — gt%/2))

Mit v = [adt etquea=(e",-6(t+1),3sin(t)), erhélt man:

v=—[(e7t—6(t + 1),3sin(t))dt = (—e~5,—(3t? + 6t),—3cost) +¢, c ist die
Integrationskonstante. Gegeben ist v(t = 0) = 0, somit ergibt sich c = (1, 0, — 3)
S>v=((1-e",—(3t? +6t),(3—3cost))

Um r zu bestimmen, integriert man noch einmal r= [vdt > r= [((1—e™"),-(3t2 +
6t),—(3 —3cost))dt = ((t +e~"),—(t3 + 3t?),(3t — 3sint)) + ¢; gegeben ist r(t=0) = 0
somitc=(-1,0, 0)

S>r=((t—-1+e7),—(t3 +3t?),(3t — 3sint))

. (1,1,1) 11,1
Mit W, = f F-dr , hat man Wyoo)-111) = f(ooo) F-dr f(ooo) [(3x% +

(1,1,1)

6y), —14yz,20xz?] - (dx,dy,dz) = | [(3x% + 6y)dx — 14yzdy + 20xz?dz]

(ooo)
a) Wennx=t,y-= t? et z = t?, so erhalt man fir t=0 und t=1 die Punkte (0, 0, 0) und (1, 1, 1),
somit:
(11,1
Lo Frdr = [1(32 + 6t2)dt — 14(£3) (¢3)d(¢2) + 20¢(6%)2d(¢%) = f, 9t?dt -

28t6dt + 60t%°dt = [3t3 — 4t7 + 6t1°] ¢ 0 =5
b) Entlang der Geraden von (0, 0, 0) bis (1,0, 0),y=0,z=0, dy =0, dz = 0 wiahrenddem x von
1)

)
[ o0(3x% + 6(0))dx — 14(0)(0)(0) + 20x(0)?(0)] = [y 3x%dx = x3| } = 1

Von(1,1,0) bis(1,1,1),x=1,y=1,dx=0,dy=0 wahrenddem zvon 0 bis 1 variiert.

0 bis 1 variiert. Fiir das Integral f(o 0.0 F - dr erhdlt man:

Fir das Integral f(o 0.0) F . dr erhalt man :

111)
110)

_ 2023 1 _ 20

07 3

[(3(1)% +6(1))0 — 14(1)z(0) + 20(1)z%dz| = f 20z%dz
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