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a)

b)

c)

Lésungen 6 : Planetarische Physik

Ub 1: Im Lift

Fiir das inertiale Bezugsystem folgt aus dem Schema:

mZ=—-mg+F.

Im Bezugsystem des Lifts, mit dem Index r angezeigt, gibt es keine relative —
Beschleunigung da z,. konstant ist per Definition. Somit gilt rzx_l T .
—

m-z,=0=-mg+F + Fyy, -
(1)

wobei Fy; die nicht-inertalen Krafte sind. Verbindet man diese zwei
Formulierungen, somit erhdlt man

zr e, +2,(t) e, =2z(t)-€,,

€,
wobei z, der Koordinaten des Liftbodens langs z entspricht. Somit entspricht
die Analyse im beschleunigten Bezugsystem der Umformung der ersten
Gleichung wobei alle Begriffe auf dieselbe Seite gesetzt werden, d.h. Fy; = —mZ.

Die angezeigte Masse m' entspricht m’ = S. Somitistm’ =m - (1 + g) =49 [kg] .

Fum' > m beschleunigt der Lift nach oben; fir m’ < m beschleunigt er nach unten und fir m’' = m ist seine
Geschwindigkeit konstant.
!
Man hat Z = (%— l)g.
at;OStS t1=55

atl, tlﬁtS t2:155
aty(tz—t)

t3—t2

Somit gilt z(t) = .
,tzStS t3:205

Manstellta =g (% - 1). Integriert man ein zweites Mal nach der Zeit, erhdlt man:

2

2
2(ts) = 2 (‘”1 +at (%3 _ t1)> = 105 [m] ~ 30 Stocke.
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Ub.2 Artilleriegeschoss : Rechnung mit Beriicksichtigung der Erddrehung

a) Es gilt durch Konstruktion und Aufgabenstellung

In einem Inertialsystem gilt ausserdemeT,) = 0. Die Koordinaten a;, werden in der Basis des nicht-inertialen
Bezugsystems definiert und sind somit zeitabhénging : @, = a,(t). Da die Erde als perfekte Kugel angenommen
wird, ist die Distanz zwischen den beiden Koordinatensystemen konstant mit der Zeit, somit gilt 8, = cst.

Es folgt

0P = Z W), (@)
k
00=) BE® 6
k

Durch 2-maliges Ableiten der Gleichung (5) und einsetzten der Gleichung (1) findet man
0,0 =) i (8% (Ax %®) ) = 2 x (A% 0,0).
k

Ebenso findet man duch Ableiten der Geichung (4) und durch Einsetzten der Gleichung (1)
OF = ) (& + a@) = 77 + ) o = 77 + ) o (A7) = 77+ Gx 0P
k k 3
wobei ‘U_T) = Zk dk e_k)
Durch erneutes Ableiten folgt

wobei

Mit ar = X dj, e, folgt
OP=a;+0xv7+ Ox (W +Ax0P) = a7 + A xv7 + A x o7 + O x (4 x OP).
Durch Einsetzten von Gleichung (3) mit den Entsprechenden Ableitungen in Gleichung (2) folgt

@ =0P=0,0+0P=0x(0Ax0,0)+ ay+2-0xvy+0 x (G x0P).

r=d;—3x(3x0,P)-20x vy.

Qu

Man erkennt die Coriolis Beschleunigung und die Zentrifugalbeschleunigung.
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Plus tard
ﬁ.

S S

b) Essei m-d; = ﬁext =m- g . Man nihert mj mit 0;0 an da angenommen wird, dass die zuriickgelegte Distanz
des Geschosses klein ist relativ zum Radius der Erde (d. h. |ﬁ9’| « R). Aus der Abbildung folgt

Q=0 (—sin(8) e, +cos(6)-e); 0,0 =R-e,.
Benutzt man die Formlen des erten Teiles der Ubung, findet man die gegebene Gleichungen.

c) Esgilty =—-2-Q-(x-cosd + z-sind).Durch Einsetzten folgt
o+ Q- =—2-Q- (% cos8 + zysind) + Q% (...)
ﬁ{ Yo=0
Y1 =—2(%y cosd + Z, - sin§)
Die Indezis ; entsprechen der Losung ohne die fiktiven inertialen Krafte, d.h. wenn Q = 0. Somit folgt
2

t
Vo =0; xo =vy-cos(@)-t; zozvo-sin(ﬁ)-t—g-?

und
y1(t) = =2 [vg - (cos@ - cosd +sinb -sind) — g - sin(F) - t].

Durch Einsetzen der gegebenen Anfangsbedingungen, folgt
3

t
y;1(t) = g - sin(6) 3o (cos 0 - cosd + sin6 -sind) - t2.

d) Die zurlickgelegte Distanz wird Q- y,(T) = —35 [m]
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b)

c)

Ub. 3 Die Roche-Grenze

Die einzige anwesende Kraft ist die Gravitationskraft Fg), die Jupiter auf ihn
auslibt. Seine Beschleunigung ist somit in Richtung Jupiter gerichtet. Mit Hilfe
des zweiten Newtonschen Gesetztes findet man ihre Norm

S M; - 2m
|ZF|=2m-ar:>FG=G-]d—2=2m-ar:>ar= =L

Da der Satellit sich mich konstanter Geschwindigkeit auf einer Kreisbahn
bewegt, gibt es ein Zusammenhang zwischen seiner Beschleunigung,
ausschliesslich radial, und seiner Geschwindigkeit

Jupiter

/ satellite

ﬁa,1 und ﬁc,z entsprechen der Gravitationskraft, die von Jupiter auf die erste bzw. die zweite Kugel ausgeubt wird.

Der Betrag dieser zwei Kraften ist nicht derselbe, da sie von der Distanz zu Jupiter, die nicht dieselbe ist, abhangig

sind.

ﬁa,s ist die Gravitationskraft die von jeder Kugel auf die andere ausgelibt wird und enspricht der Normalkraft (oder

Stutzkraft) zwischen den zwei Kugeln. Diese Kraft ist anwesend wenn die Kugel gegeneineander gedriickt sind.

Seien d, die Distanz zwischen den Massenzentrum der zwei Kugeln und dem Zentrum von Jupiter und r der Radius

jeder Kugel. Die Distanz zwischen den Zentrum der ersten Kugel und den Zentrum Jupiters ist somit d — r. Die

Distanz zwischen den Zentrum der zweiten Kugel und den Zentrum Jupiters ist somit d + r. Die Distanz zwischen

die zwei Zentren der zwei Kugel ist dann gleich 2r. Somit konnen wir den Betrag der Kraften als Funktion von d

wie folgt ausdriicken:

- M "
|F61|: G.]—m
’ (d—r)?

S M; -
|F62|= G.]—m
' (d+1)?

2

|Fos| = G s
’ (Zr)z

|Fy| = Fy
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d)

Um den Betrag der Normalkraft Fy zu bestimmen, muss man das zweite Newtonsche Gesetz fiir jede Kugel

benutzen. Mit dem selben Achsensystem als bei der ersten Figur, erhalt man langs x :

2 N M -m m?
Fro=m-dy =0 gyt O g v =m
=
g Mmoo m
U (d+7)? (2r)?

Hier entspricht d; der Beschleunigung der i-ten Kugel und Y, ﬁi der Summe der Kraften die auf ihr wirken. Da die

FN =m'a2'x

Kugel sich auf einer Kreisbahn mit konstanter Geschwindigkeit bewegen und da sie immer mit Jupiter aufgerichtet
sind, erhalt man:

a1y =—w? - (d-71)
{ —w?-(d+7)

azx

w wurde am Anfang der Ubung bestimmt, wobei der Satellit als ein einzelnes Objektes betrachtet wurde.
Kombiniert man diese zwei Gleichungen, erhdlt man ein System zweier Gleichungen mit einer Unbekannten (Fy).
Das Gleichungssystem ist somit Gberbestimmt. Um eine Losung zu finden betrachtet man einfach eine der zwei
Gleichungen:

M;-m m?

+G- —FN=—m-G-%-(d—r)
(d —7)? (2r)?

m

@

Umso naher die Kugel zu Jupiter kommen, desto kleiner wird die Normalkraft. Am Punkt wo die zwei Kugeln sich
trennen wird die Normalkraft gleich Null. Dies passiert an einer Distanz dg des Zentrum Jupiters:

M
FN(dR)=0=>m-G-( 3 (dg —7) — =0

M;
@? " (dg —1)?
Um diese Gleichung zu |6sen benutzt man eine gangige Annaherung in der Physik:

x<L1=>0+x)"=1+n-x.

Diese Anndherung hat eine zentrale Bedeutung und sollte auswendig gelernt werden. Sie wird in den folgenden
Ubungen wieder niitzlich sein.
In dieser Ubung bemerkt man, dass die Distanz dy zwischen dem Satelliten und Jupiter ist viel grésser als der

Radius r einer der Kugeln (r < dg). Somit gilt dL <« 1 . Daher ist eine Anndaherung moglich um den letzten
R
Ausdruck der obigen Gleichung zu vereinfachen:
M M M r\"? M
] _ = / =—’-(1——) ~—L (1+2 —)
dg*

(dg —7)? dRZ . (1 —_ dr_R)Z dRZ

Man kann somit dp bestimmen

M; M
@y ) G

M M; r
Tyt 3(dR )_d_RZ.(1+2.a)

1
M3
ﬁdR=T'<12—>
m
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Dazu kennt man die Dichte des Satellits:

m 9-M
p5:4—:>dR=( _ ’) =1.8-10%[m]
§'”'r3

Diese Distanz ist Roche-Grenze genannt.

a)

b)

d)

Ub.4 Sonde auf Mars

Tr = 365-86400[s] = wy =25 =2-1077 %] > v, = wy-dp =3-10* 2]

T

|3

N[ W ~

Tr% Ty dM)

rad
22t |

2
=57-107[s] 2wy =—=11-10"7 [—
Ty s

Der Orbit des Satelliten um die Sonne wird eine Ellipse. Sein Perigdum befindet sich
in der Nahe wo er sein Motor eingeschaltet hat und das Apogaum befindet sich am
entgegenstehenden Punkt auf der anderen Seite der Sonne. Der Orbit des Satelliten
umschliesst die kreisformige Bahn der Erde vollstandig.

Eine besonders treibstoffsparende Moglichkeit besteht aus dem Hohmann-
Transfer, der erlaubt von einer kreisférmigen Bahn zu einer anderen kreisférmigen
Bahn mit anderen Radius iberzugehen. Dazu werden die Reaktoren wahrend einer
kurzen Zeit eingeschaltet um einen Geschwindigkeitssprung Av; durchzufiihren. Er

befindet sich somit auf einem elliptischen Orbit. Wenn der Satellit sich am Apogaum
seiner Trajektorie, gegenilber seiner Anfangsposition, befindet schaltet er seine Reaktoren noch mal ein um
einen zweiten Geschwindigkeitssprung durchzufiihren Avg. Benutzt man den mechanischen
Energieerhaltungssatz, kann man den Wert der Geschwindigkeitsspriinge als Funktion der Orbitradien und der
Masse des Zentralkorpers (d.h. der Sonne) bestimmen.

Sei 87 (t) die zuriickgelegte Winkeldistanz der Erde wihrend t Sekunden nach dem Ubereinanderliegen (bzw.
0y, (t) fir Mars). Sei t; die Zeit zwischen dem Ubereinanderliegen der Planeten mit der Sonne und dem
Satellitenstart. Sei T¢yipse die Periode des Satelliten auf seiner elliptischen Transfer-Orbit. Damit ein
Hohmann-Transfer Mars zu erreichen erméglicht, muss der Satellit Mars treffen und zwar in dem Moment in
dem er auf den Orbit des Mars ankommt. Es wurde festgestellt, dass sich das Apogdum gegeniiber des
Anfangspunktes befindet. Mathematisch bedeuted dies, dass:

Tellipse)

Man findet T,yip5e Mit Hilfe des dritten Keplersche Gesetztes

2
Tellipse TTZ dT + dM

= —F , avec a =
d>2"’ 2

3
a T

Da O;(t) = wr-tund 0y,(t) = wy - t, erhdlt man:

Wy Teui
wT-tl+n=wM-tl+M+mme+k-2n.

Die kleinste positive Zeit erhilt man fiir k = 1 und betragt t; = 6 - 107 [s] . Der Satellitenstart kann somit am
friihesten am 18. April 2018 stattfinden.
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