Physik - Mechanik (Prof. Gruetter) M

Lésungen Nr. 11 vom 2.12.2024

Losungen #11 : Rotationen mit starrer Achse

Ub 1. Tragheitsmoment

Achse A, 1a= m1(0) + m; (d1 + d)?= 45 kg-m?

Achse B, lz= m1di2+ myd2? = (3 kg)(1m)? + (5 kg)(2 m)? = 23 kg-m?
Achse C, Ic= m,(0) + my (d1 + d2)*= 27 kg:m?

Achse D, Ip= 0 kg m?

Beachten Sie, dass Ip gleich 0 ist, da die Massen als Punktmassen betrachtet werden.

Ub 2. Variables Triagheitsmoment

a. Tragheitsmoment des gesamten Systems:
JZ=2-IM 4+ Ibarre + Itige + IA + IB
Da D>>r1, kénnen wir P2, |€¢ |A und IB vernachl&ssigen
(siehe Ubung 1), Somit : I? ~ 2mD?

b. Esgilt: \_’“.-J

e 2. Axiom Newton: T —m, + g = m,, * a, inz-Richtung (i)

e Drehmoment der Fadenkraft:t=T-r=1*-« (i) |

e Rollen ohne Rutschen:a, = —a-r (iii) To,

Undsomit:T —m, g =-m,-a-r : _
Ersetzt man T durch Gleichung (ii), so folgt daraus routie®
I'«a Iy
T— mp g = —mp a- r | .

I-«a

——tmyrarr=my,-g ; m“.

Mg g _ g _ g
=Tz E = Iz = omD?
—+m,-r +r
T p m, T r(mp-r2+1> r<mp-r2+1)

Da die Winkelbeschleunigung proportional zu 1/D? ist, nimmt sie zu, wenn der Abstand D und somit auch das

Tragheitsmoment abnimmt.
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Ub 3. Spulen, an denen mit einer Schnur gezogen wird

a)
Situation 1 :
.y p _ mr?  MR? 2
e Tragheitsmoment bezogen auf P : [© = -t + (m+ M)R
e Drehmoment bezogen aufP: 1 = F(R — 1) )
Bewegungsgleichung: 7=1-« R
cw == ; do _ Z9cm (Bedingung fur Rollen ohne Rutschen) ) » = @
R dt R z
'F
Somitgilt:t = —1-2 | \JI N f
T T, P

mr? MR?

——+——+ (m + M)R? R-F(R—r)
FR-1)=- 2 2 "acy 7 Aoy = —

R mr2  MR?

—t (m + M)R?
Da sowohl Zahler als auch Nenner positiv sind, ist die Beschleunigung negativ und somit nach links gerichtet.

Situation 2 :
.y p _ mr? MR? 2
e Tragheitsmoment bezogen auf P : [* = -t (m+ M)r
e Drehmoment bezogenaufP:7=—F(R — 1) P R
2 2 -
R B+ —Mf + (m + M)R? () |®
—F(R—1)=— “Acy [ -
R F
_ R-F(R-71) « AN
M = r?  MRZ

5=+ =+ (m + M)r?
Die Beschleunigung ist jetzt nach rechts gerichtet.

Situation 3 :
e Tragheitsmoment bezogen auf P : I¥ = mzrz + MTRZ + (m+ M)r? DL
e Drehmoment bezogenaufP:7=F(R + 1) P
R-F(R+7)
M = T2 MR? [

mro mas 2
St + (m+ M)r
Die Beschleunigung ist nach links gerichtet.
b) Damit die Beschleunigung gleich Null wird, muss das Drehmoment bezogen auf P Null sein, d.h. die beiden

Vektoren F und d miissen dazu kollinear sein (d ist gleich der Distanz zwischen dem Rotationszentrum und
dem Angriffspunkt der Kraft).
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Ub. 4 Resident Evil — Apokalypse

Dieses Problem kann mit den Gesetzen der Dynamik oder mit Energieerhaltung gelost werden. Wir werden die
Gesetze der Dynamik verwenden. Die Konvention flir das Vorzeichen des Drehmoments und der
Winkelbeschleunigung kann der Abbildung in der Aufgabenstellung entnommen werden. Da das Seil tangential
zur Rolle verlauft, erhdlt man fiir das Drehmoment der Spannung im Seil T = TR. Die beiden Formen fiir das
zweite Axiom von Newton fir Alice und fir die Rolle sind :

Alice (F=ma) mg-T =ma (i)

Rolle (t=la) T-R =-MR?-a (i)

wobei man | = % MR? verwendet (Trigheitsmoment einer Scheibe). Da das Seil und der Rand der Rolle die
gleiche Geschwindigkeit haben (das Seil rutscht nicht), erhalt man v = wR und a = aR. Verwendet man dies in (ii)
so bekommt man

T=§M-a (iii)
Addiert man (i) und (iii) so erhalt man
a=—9 (iv)
m+s

Wir missen nun die Geschwindigkeit von Alice nach einem freien Fall aus der Héhe 3 m bestimmen.
Energieerhaltungssatz:
_1 2
mgh = 2M* Vpree
Vfree = +/ 290 (v)
Die bendtigte Zeit um einen ,kontrollierten” Sprung mit der Rolle zu realisieren, kann bestimmt werden aus der
Gleichung:
1 1 .
x(t)=5a-t2+v0-t+x0=5a-t2 (vi)
2x .
t= |— (vii)

Bedingung ist, dass die Geschwindigkeit am Boden gleich gross ist wie vs.e. Die Geschwindigkeit kann bestimmt
werden mit v=at. Kombiniert man (iv), (v) und (vii) so erhdlt man fir vs,., = a-t:

2x 2gh 2gh
J2gh=a- [ - [Z=Va - ZL=q
a 2x 2x

2gh  myg
2x M
2

2 M

Man erhilt M=3600 kg. Fiir einen Stahlzylinder (p=7000 kg/m?) mit der Dicke |=1m, entspricht dies einem
Volumen von 0.51 m?, d.h. einem Radius von 0.4 m.
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Ub 5. Gewicht und Gegengewicht...

a) Wir definieren, dass 8 im Uhrzeigersinn zeigt, @ zeigt
Richtung z (in die Ebene hinein) mit dem Betrag w = Z—z. *
Das Drehmoment fiir m; ist :
z y
(-ré,) x (-myg&,) = —mygr é,.
Das Drehmoment fiir m; ist :
(Réy) X (_ngéx) =mygR éz
Das gesamte Drehmoment ist somit :
Tior = (MygR — mygr) €, = 0.98 ¢,
Damit erhalt man :
152 = 0.98 &, mit g = 9.8m - 572,

Die Rolle bewegt sich somit im Uhrzeigersinn.

b) Das Drehmoment der beiden Krafte bewirkt eine Drehung im Uhrzeigersinn.

Das zweite Axiom von Newton fur myergibt: ma, = —m;g + Ty
dv, d (wr) dw
a,=——=—(wr) =r—
. *oodt dt dt
Man erhdltalso: T; = my rd—i) +myg
. . d
Wenn man dasselbe mit m, macht, so erhdlt man: T, = —-m;, R d—i) +my,g
Das negative Vorzeichen fiir den ersten Term stammt aus der Tatsache, dass wenn der Wert von w positiv
ist, so ist vxvon m; negativ (Die Rolle dreht im Uhrzeigersinn). Es gilt: ,,, = wé, X R€,, = —wRé,
Somit ist fir my: v, = —wR

Das zweite Axiom von Newton fiir die Rotation der Rolle ergibt :

L d®
D=l

i

5 R dw
T,Re, —Tire, = IE
Alle Vorgange zeigen in Richtung z, somit kann man sich auf diese Richtung beschranken :
dw
ToR—Tir = [—
2 1 dt

Ersetzt man die Werte von T; und T»: —m, R? Z—L: + myRg — (m1 r? Z—L: + mlrg) = 1((11_(?
So erhalt man die Bewegungsgleichung :

dw
E(l + myR? + myr?) = myRg — myrg
dw  myRg—myrg
dt (I + myR? +myr?)
myRg —myrg
t) = t+C
w(®) (I + myR? + myr?)

Mit der Anfangsbedingung (Zustand der Ruhe) erhalt man C=0. w(t) =

myRg—mqrg

(I+myR%2+m 12)
Die Geschwindigkeit der Masse 2 in Richtung x ist gegeben durch: v, = —wR =R w
(I+myR?+mqr?)
. . . " . . . . _1 —(myaRg—-mqrg) ,»
Nach Integration erhalt man die Position in Abhangigkeit der Zeit: x(t) = > R TtmaRetmor?) t“+K

Nun sucht man die Zeit tsfir die Ax = x(tf) —x(0) = —0.5m st

2 (I + myR? + myr?)
X — =
R —(myRg —myrg)

te
Man kann somit w fur die Zeit t; berechnen :
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(u(t ) _ myRg —myrg ¢
7= (I +myR2 + myr2) T
my,Rg —myrg \] E(I + myR? + myr?)

- (I + myR? + my1?) *R —(myRg —myrg)
=3.5rad/s

Ex 6: Kugel in einem Looping

a) Wir kénnen festhalten, dass die Normalkraft und die Gewichtskraft zur
Zentripetalkraft auf die Kugel beitragen. Wenn die Kugel ihre Bewegung im
Looping fortsetzt, so ist die Normalkraft grésser als 0. Der Radius der
Rotation des Schwerpunkts der Kugel entspricht der Differenz der beiden

Radien, d.h. R-r. Somit erhalten wir folgende Gleichung:

2
v

F, +mgsm@=F=m

R-r
Wenn P dem hochsten Punkt entspricht, den die Kugel erreichen kann, so gilt
dort fur die Normalkraft : Fy=0. Die Gleichung vereinfacht sich und es kann

daraus die kinetische Energie bestimmt werden:

2
v

= mgsin@ =m :>%mgsin0(R—r)=%mv2 =E,

—-r
Da die Kugel sich noch um sich selbst dreht, gibt es nicht nur kinetische Energie
der Translation sondern auch noch der Rotation Ez. Um Eg zu bestimmen,
miissen wir zuerst die Winkelgeschwindigkeit berechnen. Die Bedingung fir

Rollen ohne Rutschen ist v = @;r . Es erbibt sich:

2 2 2
Wy _ Y /r

E, =1
) 2
Somit erhalt man fir die gesamte kinetische Energie :
2 2
1 E
Ey=E +Ey=tm?+ 1" —pas L ympg = L
2 mr 1 I/
+ 2
mr

Gemaiss Energieerhaltungssatz muss die Anderung der kinetischen Energie
gleich gross sein wie die Anderung der potentiellen Energie :

AE, +AE, =0=> mgAh=E, .

= Ah= lsin O(R - r)(l + sz
2 mr

b)
: : . . " : R-r

In diesem Fall gilt @ = 90°, Fx = 0. Mit 1=0 erh&lt man aus der obenstehenden Gleichung Ah =
2 2

Alternativer Losungsansatz: Aus I, + mgsin@ = F =m erhalt man mg =m => v’ =g(R-r)
_r —

) ) Ozlmvz—mgAh Ah :i:Rir
Mit dem Energieerhaltugssatz: 2 und dann 2g 2

1
Verwendet man IZEer (Tragheitsmoment eines Voll-Zylinders) in der Gleichung fiir A/ im Teil (a) so erhélt

man: Ah :3(R——r)

Fiir einen Hohlzylinder bekommt man Ah = R —r, der Startpunkt muss also fiir einen Hohlzylinder weiter oben
liegen.
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