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EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES POUR PHYSIQUEI

1. Equations différentielles de second ordre (homogenes)
Soit I'équation différentielle homogene (membre de droite nul) de second ordre
b k
X)) +—x@)+—x()=0
m m
avec m, k, b des constantes réelles. Distinguons plusieurs cas:
21k=0

On effectue le « changement de variable » u(t) = x(¢) = u(¢) = ¥(t) pour se ramener a une

équation différentielle de premier ordre.
22b=0,k=0

L’équation différentielle devient X(#) = 0. On intégre deux fois et on trouve donc

avec C; et C, deux constantes réelles.

23b =0, k # 0 (Oscillateur harmonique I)

k
L'équation différentielle devient X(#) + —x(#) = 0, avec k > 0. La solution générale est
m

| k , | k
x(t) =Acos(ty/—)+ Bsin(ty/—)
m m

avec A, B deux constantes réelles.

donnée par

2.4 Cas général (Oscillateur harmonique 1I)

On parle de cas général lorsque k et b sont des constantes quelconques.

La solution générale est donnée par

=b b

x(t) = Ae + Be

avec A, B deux constantes. On voit qu’il y a plusieurs cas a distinguer concernant le signe

de ce qui se trouve a l'intérieur de la racine:

b? k
241 — > —
4dm?2  m

La solution est simplement donnée par
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b? k
242 — = —
dm?2 m

Dans ce cas de figure, la racine devient nulle et on a

x(t) = (A + Bt)e" 7"

bk

243 — < —

4m?2  m

Cette fois I'intérieur de la racine est négatif. On a donc forcément un chiffre complexe qui
apparait dans I'exposant, et apres quelques calculs en utilisant la formule d’Euler et en

factorisant, on trouve la solution

b ~
x(t) =e 2mn'(Acos | ¢

Remarque: Habituellement, pour le cours de physique I, on écrit cette équation différentielle comme
X(t) +27x(1) + wix () =0

afin de faciliter certains calculs et de mettre en avant certaines grandeurs physiques des le début.

On wvoit donc, par rapport a la premiere version de cette équation différentielle, que — = 2y et
m

k

— = a)g. La solution générale en fonction des nouveaux parametres est donc

m
2 2 2 2
X(t) — Ae(_7+\/7 —CU())Z +Be(_7_\/7/ —wy)t

et la solution dans le cas ott y < w, (cas complexe) est donnée par
x(t) = e (A cos(y/r* — @f 1) + Bsin(y/r* — @} 1)

2. Equations différentielles de second ordre (non homogénes)

Soit I'équation différentielle de second ordre
b k
X(t) +—x(1) + —x(0) =f(2)
m m
alors la solution générale est donnée par

x(t) = x,(t) + xp(t)

avec x;(t) la solution homogene (trouvée au point 1) et xp(t) la solution particuliere (va

dépendre de f(1)). Il existe plusieurs maniéres de trouver la solution particuliere xp(t). On
va s’intéresser a une méthode appelée coefficients indéterminés. Selon la nature de f()
(fonction trigonométrique, fonction exponentielle, polyndme, etc), on va poser un certain
type de solution particuliere avec des coefficients A, B, etc,, qu’il faudra ensuite

déterminer par identification. Distinguons donc plusieurs cas:
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1. Fonction trigonométrique de degré 1
Si f(t) est du type f(t) = C, cos(kt) + C,sin(kt), ot A, B, et k sont des constantes réelles

quelconques, alors on pose toujours

x, (1) =A sin(kt) + B cos(kt)

Remarque: L'une des deux constantes C; et C, peut étre nulle. Dans ce cas, on se retrouve avec une
fonction f(t) = C, cos(kt) ou f(t) = C, sin(kt). Cependant, la solution particuliere que I’on pose
ne change pas! On a donc toujours x,(t) = A sin(kt) + B cos(kt).

Exemple:
Sif(t) = 3 cos(2t), alors on pose xp(t) = A sin(2t) + B cos(2t).

Remarques sur certaines notations et expressions:

—On peut écrire x au lieu de x(t) pour faciliter la notation: il est sous-entendu que x est une
fonction du temps t. Méme chose pour les dérivées successives de X.

—Certaines expressions vous seront démontrées en Analyse 1I, ainsi que d’autres méthodes de

résolution d’équations différentielles.



