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ensemble de forces (torseur)



Ensemble de forces (torseur)

définition du torseur

Un torseur est un ensembile fini ou infini
noté

T:

ou v, est un vecteur lié (ou glissant) au point P, (ou le long d’'une
droite passant par P, dans le cas d’un vecteur glissant).

remarque

Il existe dans la litérature des définitions plus formelles du concept de
torseur. Pour I'étude élémentaire de la statique, la définition ci-dessus
suffit. Il faut remarquer que le torseur n'implique pas nécessairement
des forces comme ensemble de vecteurs. Pour la statique, les
vecteurs v, seront néanmoins des forces.



éléments de réduction par rapport a un point arbitraire A

résultante
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Reégle BABAR ... pour le transfert de moment

théoreme de transfert (regle BABAR...)
Nig —

démonstration



conditions de I’équilibre

conditions de I’équilibre

En tout point A arbitraire, les éléments de réduction du torseur
des forces F,, appliquées au point P, sont nuls afin de
garantir I'’équilibre statique :

ﬁ:

My =



table avec masse

énonceé

Une table horizontale de masse M repose sur deux pieds
équidistants situés a une longueur r de chaque extrémité de la table.
On demande (a) de calculer la masse d’un objet posé a I'extrémité de
la table sans que celle-ci ne bascule; (b) les forces que les pieds
exercent alors en A et B.



table avec masse

torseur de forces
« F, : force du pied en A
« Fg : force du pied en B
* Mg : poids de la table
« mg : poids de la personne en C

T:



table avec masse

A la limite du basculement FZ\ =0

condition d’équilibre

La réduction du torseur par rapport a n'importe quel point P est nul
(R=0,Mp =0).

En choisissant P = C :

—

M = 0
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table avec masse

condition d’équilibre (suite et fin)
Fa = 0

L

Fe = MQE

m =



coupe virtuelle

contexte et torseur de forces

f On considere un solide et des forces
F., qui s’appliquent chacune en un

' point particulier P, du solide. Ceci

donne naissance au torseur

T:



coupe virtuelle

On considére une séparation du corps
solide en deux blocs, un bloc v et un
bloc 6. La séparation s’effectue, par
exemple, par un plan de coupe arbi-
traire.

%38




coupe virtuelle

décomposition du torseur en deux

T=T,UT;s

avec 7., qui contient les éléments (P,, I-:a) € 7., et 75 qui contient les
éléments (Pg, Fg) € 75




coupe virtuelle

lors de I'équilibre statique, et pour un point quelconque A

+R =
+ M



travaux virtuels




travaux virtuels

contexte

Lobjectif est de donner une condition de I'équilibre statique qui
implique le travail virtuel des forces appliquées (celles autres que les
forces de contraintes des liaisons) pour tout déplacement virtuel
compatible avec les liaisons

systéme : N points matériels P, i=1,... N

mif; = Fi + Ti;
travail virtuel pour tout 5/; compatible

oW =



liaison bilatérale parfaite et principe de d’Alembert

rappel

Le principe de d’Alembert garantit que le travail virtuel des forces des
liaisons bilatérales est nul lors de tout déplacement virtuel compatible
avec ces liaisons. Ceci est valable hors équilibre (mouvement) et a
I'équilibre (statique).

formulation du principe de d’Alembert

pour tout 67; compatible avec les contraintes bilatérales



travaux virtuels de forces exercées et équilibre statique

condition uniquement a I’équilibre

Le travail virtuel des forces exercées est nul a I'équilibre statique pour
tout déplacement compatible avec les liaisons bilatérales

condition pour I’équilibre statique
pour tout déplacement virtuel compatible avec les liaisons bilatérales :



principe des travaux virtuels

théoreme
A I'équilibre (g;, g; =0, i =1,...,n) lors de contraintes bilatérales

I
oW =0

démonstration

Les contraintes bilatérales associées au principe de d’Alembert
conduisent (cf. Lagrange Il et lll) a

n
d /0T oT
> |5 (55) - 5| fa=ow

i=1



principe des travaux virtuels

démonstration (suite)
Le Lemme | (cf. diapos suivantes) implique qu’a I'équilibre

d (oT oT
dt(@q,)aqro VI’E‘I,...,n

ce qui donne
oW =20

et achéve ainsi la démonstration



principe des travaux virtuels

lemme |
A I'équilibre

d [oT oT
dt(@c’y,>_8q,o vret,...,n

démonstration
Le lemme Il (cf. diapos suivantes) donnent

2Zml] q17"'aqu qlqj
ij=1



principe des travaux virtuels

démonstration du Lemme I (suite)

aT
%G Zmlr G- Gn)Gi
3

d [T n . omj . .
=== = E m;rq; + E iQi
df (8Qr> |: /rCIl = 8q,- q]q/]

i=1

et ainsi a I'équilibre (g =0etqg,=0,Vieq,...n)
d(oTY _
at\og. )
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principe des travaux virtuels

démonstration du Lemme | (suite)

omj;
aqr ~2 ZZ 2. 3

et ainsi a I'équilibre (g;=0,i=1,...,n)
oT
—_ =0
oqr

et on achéve ainsi la démonstration du Lemme |

21



principe des travaux virtuels

Lemme Il _ _ . _
T est une forme quadratique des vitesses, a savoir

qu q1,---,0n)qiq;

démonstration
Par définition

mi(X¢ + yZ + 2F) (1)

N =
1M=

Xi = fi(Q1a---7Qn)
Yi = 9i(a1,-..,qn)
zi = hi(g1,...,qn)
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principe des travaux virtuels

démonstration du Lemme Il (suite)

ainsi
n
of; .
Xi = Z 50 9 (@)
=99
n
99i
Vi=> g (3)
=99
n
oh; .
Zj = Z 87C]jlql (4)

sont des formes linéaires des vitesses g;

23



principe des travaux virtuels

démonstration du Lemme Il (suite)

ce qui implique que X2, y? et 22, i =1,..., N deviennent des formes
guadratiques des vitesses g;, i = 1,. .., n. En effet, en remplagant
(2), (3) et (4) dans (1), puis en réarrangeant les termes, la
démonstration du Lemme |l s’achéve en produisant

1 »
T= Ezm/](q‘h 7qn)qlq]
i
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principe des travaux virtuels

réciproque
Lors de contraintes bilatérales et lorsque les vitesses g; = 0,
i=1,...,nconjointement avec

W =0
cela implique 'équilibre, c.-a-d.

E],‘IO I':‘I,...,I’)
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principe des travaux virtuels

démonstration de la réciproque

SW = Z (Q, ) 6g; =0
implique (puisque les 6g; peuvent étre choisis arbitrairement)

oV
Qr*aiqr—o r—17...,n

et en appliquant Lagrange (avec g; =0,i=1,...n):
d (0T oT oV
#(5) 55 = Q"a*qro

= Zmlfq17"'7qf7ql_0 r:1a"'7n
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principe des travaux virtuels

démonstration de la réciproque (suite)
On peut montrer que la matrice

my1(Q1,---,Gqn) M2(q1,---,Gn) .- Mip(Q1,...,qn)

m11(CI17--~7Qn) m12(Q1;---aCIn) m1n(Q1a-~-aQn)

Mp1(Q1,---,Gn) Mn2(G1,---,Gn) .. Man(G1,- .-, 0n)
est inversible pour tout g4, . .., g, ce qui implique

ce qui achéve la démonstration de la réciproque

27



exemple

blocs reliés et appuyés contre des parois
Deux blocs de méme masse m sont
reliés par une tige de longueur / et
'ensemble est en équilibre statique.
Déterminer la force a exercer sur le
deuxieme bloc en fonction de 'angle
de latige. Il n’y a pas de frottement

28



exemple

repére et liaisons bilatérales
4 coord. cartésiennes : x1, y1, X2 €t y»

(centre de masse de chaque bloc)

3 liaisons bilatérales :

Xq =
v 0 Yo =

L. /2

<L

>0

1 coordonnée généralisée :

29



exemple

liaisons sous forme explicite (en fonction de 6)

Xy =
i =
Yo =
Xo =

déplacements virtuels compatibles
tout déplacement dx» et dy; qui satisfasse

0 =
5X2

) yvhn =

30



exemple

principe de d’Alembert
que le systeme soit en équilibre ou non :

Tix0x1 + T1y5y1 + ToxdXo + T2y5y2 =0

T pour tout déplacement virtuel compa-
tible, et donc sous liaisons :

avec T,y déterminé par le type de mou-
vement ou par la condition d’équilibre

31



exemple

condition d’équilibre par le principe des travaux virtuels
des forces appliquées!

Pour tout déplacement virtuel compa-
tible et uniquement a I'équilibre :

0 = sW= —mg5y1 + Fodxo =0
= —mglcos00 + Folsin656 =0

Fo = mgtan %

32



exemple

Le principe de d’Alembert...

permet de faire disparaitre les forces de liaison (paroi + tige) de la
condition d’équilibre. Ne permet pas de déterminer les forces de
liaison entierement. Seul une relation est établie

Le principe des travaux virtuels...

des forces appliquées permet de déterminer la condition de I'équilibre
et permet de déterminer la force purement horizontale a appliquer
pour garantir I'équilibre sans faire intervenir les forces de liaisons
(paroi + tige)

Fo =

33



exemple

la détermination des forces de contraintes T; et To...
nécessite de considérer les forces de

liaisons comme des forces appliquées
et de supprimer les liaisons

W = 0= Tixdxy + (—mg+ Tiy)dys
+(F2 + Tox)ox2 + (—mg + T1y)dy4

et ainsi
T1x =0
T1y = mg
1
Tox = —F2=-mg
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exemple

forces exercées par la tige et les parois
La méthode classique (par exemple

torseur de forces) doit assumer une
structure des forces de contraintes :

1. lelong de latige : T} et T}
2. perpendiculaire aux parois : TP et
P
T2
équivalence entre les forces de liai-
sons :

T = T+
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