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déplacement virtuel

Déplacement virtuel

Définition du déplacement virtuel

On considére un ensemble de contraintes entre plusieurs
coordonnées du type

fi(q1>Q2a"'>QI7t):0 Z:Lm

Un déplacement virtuel est un déplacement infinitésimal quelconque
des coordonnées dqi, dq- - . ., dq; tel que les équations

of;

5 0f: Oise =0 =1,
a1

0qo + ...+
0q2 © 0q

co,m

oq1 +

soient satisfaites. Le temps est figé de telle sorte que

Afi
ot

§t=0, i=1,....m
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point de départ pour les équations de Lagrange

Point de départ pour les équations de Lagrange

Contexte

Plusieurs points matériels P;, i = 1,..., N sont soumis a un certains
nombre de contraintes indépendantes, disons m de telle sorte que

n = N — m coordonnées soient libres et appelées coordonnées
généralisées q1, q2, - . ., ¢,- On part de I'expression des coordonnées
des points en fonction des coordonnées généralisées

Liaisons (explicites)

€Ty = fi(ql)q27"'vqn’t)
vi = 9i(q1,92, -, qnst)
Z; = hi(Ql,QQ7~--7Qn,t)
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point de départ pour les équations de Lagrange partie cinétique

Composante cinétique des équations de Lagrange

Forces et équations du mouvement

N points matériels sont sujets a des forces. Soit (F, ;, F i, F~ ;) les
composantes des forces appliquées (forces issues de potentiels et
forces non conservatives). Soit (1 ;,T),i, T ;) les composantes des

forces de liaisons.
mi; = Fpi+ Ty,
mzy’L = Fy,i + Ty,i
miZ; = F.;+1T.;
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point de départ pour les équations de Lagrange partie cinétique

Composante cinétique des équations de Lagrange

Soit r € 1...n et multiplions ces équations respectivement par...

8q7~ aqr aqT )

.. pour obtenir ...

Zm — 8‘%4—2-8}“
i\ "o ylaqr * dgyr

afi 9g; hi
Fzz sz Fz Tz in Tzi
S (a4 T+ (s + Ty i+ (P T 3 )

oy
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point de départ pour les équations de Lagrange partie cinétique

Composante cinétique des équations de Lagrange

Regle de la dérivation en chaine

96 9d, (aqlql T T e T T g, T e

... etcomme il N’y a qu’un terme en g, ...

oi; 0 of; of;
8(17‘ B 8%‘ <+ 8qur+“‘> B aQT
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point de départ pour les équations de Lagrange partie cinétique

Composante cinétique des équations de Lagrange

Appliquons la regle de Leibniz dans le sens contraire...

. 5
o0~ T og,

d (. 0; B d (0x;\ ot; d (0f;
Tt <x8q> Yt (8 ) B ( aqr> ~ (aqr)
d (. 0 . P 02,
Tt (”” aqr> 1aqr Wt g ataq)
d (,0n\ . 0 (0fi  Ofi of, . of;
:dt<‘”"aqr> T <8q1 R PR 8t>

d afz 89[:1
B dt (xza%") B xla‘h
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point de départ pour les équations de Lagrange partie cinétique

Composante cinétique des équations de Lagrange

.. ainsi ...
Ofi _d (0 Ok
18%" dt xza(jr lﬁ(]r
- i tar (2#)} - 2 (%)

En procédant de méme pour y; et z;, puis en pondérant par les masse

N
. Ofi . 0gi . Oh;
;ml <xl oqr T g, A 0qr

N N
_1 dfOd (o 2 | 1 B S S
- ; dt{@ (xi+yi+z,-)} 2;mz8%(f’3z’+yi+2¢)
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point de départ pour les équations de Lagrange énergie cinétique

Energie cinétique

Définition
La quantité

1 N

T o= o w4 g+ )
=1

représente I'énergie cinétique du systeme, et on sait que I'on peut
I'exprimer en fonction des coordonnées généralisées q1, o, - . ., ¢n.
C’est donc une fonction du type

T(q.la(ij' . 'a(jnaqlv' . 'aQnat)
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point de départ pour les équations de Lagrange énergie cinétique

Composante cinétique des équations de Lagrange

Récapitulatif

i aT B or
dt \ 9, gy B

N

df; dg; oh;
iz; <(F:” L Z)a%" (Fy, 1y )aQT (FZZ + L Z)a(h)
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le principe de d’Alembert

Le principe de d’Alembert

Principe

Les forces de liaisons parfaites (par exemple les forces d’action
réaction qui maintiennent un ensemble de points matériels afin de
constituer un solide) n'engendrent pas de travail pour satisfaire les
contraintes dont elles sont issues. Lors de déplacements
infinitésimaux compatibles avec les contraintes parfaites — avec le
temps figé — ces forces de liaison ne produisent pas de travail
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le principe de d’Alembert application du principe de d’Alembert

Application du principe de d’Alembert

Pour tout déplacement virtuel éx;, dy;, 6z; compatibles avec les
contraintes...

N
Z Tw-éxi + Tyﬂ;dyi + Tz’iézi =0
1=0

... les forces de liaison ne contribuent pas au travail virtuel

n N
ofi dgi Oh;
T, ia zi A o r =
5[50 (2l 1,20 20 6 =

r=0 Li=1
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forces appliquées

Forces appliquées

Forces issues de potentiels

Ce sont les forces conservatives, c.-a-d. celles dont le travail ne
dépend pas du chemin d’intégration. En chaque point, il existe une
fonction de potentiel qui génere ces forces. Les forces sont obtenues
en calculant le gradient de cette fonction.

Forces non conservatives

Ce sont toutes les forces qui sont appliquées qui ne dérivent pas d’'un
potentiel. Le travail entre deux points dépend du chemin entre les deux
points.
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forces appliquées

Forces appliquées

Séparation des forces appliquées

)

R pot n.c.
F%Z = Fy’i + Fyﬂ-
ot n.c.
F.; = F ,f,i + F;

_ pot n.c.
F,;, = Fw,i +Fz,i

Forces issues de potentiels
Fpot Fpot Fpot

R TR N )

v
Forces non conservatives
n.c. n.c. n.c.
Fx,i ’Fy,i ’Fz,i
v
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forces appliquées forces issues de potentiels

Forces issues de potentiels

[l existe une fonction V (¢, g2, - . ., q») telle que...

=1

af t89~ t8h~ oV
protJi | ppotYyi , ppot™i ) PF =1,...
) ( 2i 9g, |4 B, = B, 7
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forces appliquées forces généralisées

Forces non conservatives

Définition des forces généralisées

N
dfi 9g; Oh;
.= lyn .C. Zyn .C. l;n.p.
@ ;( ot q, 8(]7' N = a%’)
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équations de Lagrange dans le cas général

Formulation des équations de Lagrange
Comme les équations...

“[d /0T oT " ov
S () o) = 2|5 )

r=1

... doivent étre satisfaites Viq,, r =1,...,n
d (0T oT oV
— - =— , =1,...,
i <aq;) o 0 TO T "
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équations de Lagrange dans le cas général Lagrangien et équations de Lagrange

Définition du Lagrangien

Définition du Lagrangien J

Equations de Lagrange

d (0L oL
ﬁ<%>—%_QT r=1,...,n
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