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Introduction a la méthode des EF
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solution of differential equations

milieux continus
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Equation différentielle ordinaire: I'inconnue est une fonction d’une seule variable (ODE =
ordinary differential equations)

u(t) = 3u(t) — 3t sit> 0,
u(0) = a:

Equation aux dérivées partielles (EDP): I'inconnue est une fonction de plusieurs variables
(PDE = partial differential equations), exemple pour T(x,y,z,t):

T
O _ w27 — 0
ot

Il y a alors dépendance en temps et en espace de la solution.

La méthode des éléments finis (EF) donne une approximation numérique de la solution
des EDP en des temps donnés (schéma temporel) et des positions données (schéma
spatial).
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Référence: livre Introduction a I'analyse numérique, J. Rappaz et M. Picasso, 2017,
PPUR. (chapitres 9 a 14).

1ére partie sur la théorie des éléments finis

équa diff. du ler ordre, unicité, shémas d’Euler et stabilité

différences finies pour un probléme 1D stationnaire

formulations fortes et faibles d’un pb elliptique stationnaire 1D
formulation de Galerkin et éléments finis 1D de degré 1

eléments finis 1D de degré 2, traitement des conditions aux limites
Probleme elliptique et éléments finis triangulaires de degré 1 (maillage)
Probléme parabolique 1D/2D transitoire et éléments finis de degré 1
Problemes de convection-diffusion et éléments finis 1D et 2D

Propél: mercredi 6 Nov. 2 heures puis correction
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2"de partie : introduction a Abaqus, programme d’éléments finis

Intéréts des éléments finis, matrices élémentaires et globales
Fonctions de forme et élément maitre, assemblage

intégration de Gauss-Legendre, maillage et choix des éléments
Résolution sur Abaqus (salle informatique MXF-014):

Unités, symétries et conditions aux limites

Probleme parabolique 2D transitoire : thermique de moulage.
Probleme de convection-diffusion : thermique de coulée continue.
Probleme de statique: poutre élastique encastrée

Probleme élastoplastique: retour élastique sur poutre encastrée
Dépendance au maillage: convergence et consistance
Contrainte en pointe de fissure (fracture mechanics).

Propé2: le 20 décembre 2 heures par groupe de 2
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Cours 1

Equations différentielles ordinaires, existence et unicite,
shémas d’Euler et stabilité

Différences finies pour un probléme 1D stationnaire

Exos 1 et 2.
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Equa diff. du 1er ordre, unicité, shémas d’Euler et stabilité: chapitre 9
Soit une fonction f de 2 variables:

x = variable d’espace fi(x,t) e RxRT — f(x,t) €R
t = variable temporelle.

Pb dit de Cauchy: trouver u(t) continuement dérivable telle que :

u(t) = fu(t),t) sit>0,
u(0) = ug,

Ex:  a(t) = 3u(t) — 3t sit> 0.
u(0) = o
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Existence et unicité

Il n'y a pas toujours unicité de la solution.
siu > 0,uu'"’=1, éi(u2/3)=1, i(um):%
Ex:  a(t) = v u(t) sit >0, i
i 2. . 2 8
u(O) — (- u =§tpulsque u(0)=0etu= gt =, |—t

Il'y a 3 solutions: u(t) =0 et wu(t) = £/8t3/2T7.

1d d

La solution n’est pas tjs définie sur [0, oo siu > 0,uu’=1 ,-——(u'z)zl, —(u'2)= 2
2 dt dt
Ex: u(t) = u’(t), t >0, u’= iz= -2t +1 car u(0)=1 etu = ‘/é pourt<1/2
u -

u(0) = 1;

La solution existe sur [0, 1/2[ etvaut: w(t) = 1/y/1 — 2t

L'existence et 'unicité de solution du pb de Cauchy est délicate.
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Existence et unicité

Théoréme: si la dérivée partielle en x de f est bornée pour toutt> 0, il y a une
solution unique globale (i.e. définie pour tout t > 0).

0 g _
j—f(;znﬂ < K, vreR, Vt=0.
or
Ex: u(t) = —u’(t) + et /2, t >0,
u(0) =1,

lci, f(x,t) vaut:  f(x,t) = —2° + et /2

La dérivée partielle en x est bornée pour tout t > 0:
af (.. _ 9.2 :
9L (z,t) = =322 <0

Il y a une solution unique et globale.
Mais pas de solution explicite. Intégration numerique.
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Schéma d’Euler progressif

Pb de Cauchy: a(t) = fu(t),t)  sit>0,

Schéma d’Euler progressif: on approxime la dérivée au temps t

Soit 0 = tgp < t1 < tg < t3 < ... < tp < tpe1 < ..., des points de
RT et supposons connue une approximation u™ de u en t = t,. Nous notons
dans la suite u™ =~ wu(t,). Un schéma numérique & un pas consiste a calculer
u™ 1, approximation de u en f = £, 1, a partir de u". Par exemple, le schéma
d’Euler progressif est obtenu en s’inspirant de la premieére équation de (9.1)
et s’écrit :

ufrH—l —um

= f(u", tn),

tn—l—l — t'ﬂ-

ou, de facon équivalente :

" = u" 4 (tagr — ta) f(u" ). (9.5)
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Schéma d’Euler progressif

Le schéma d’Euler progressif est dit explicite:

W' = u" 4 (tpgr — ta) fF(U™ ).

Il est facile a implémenter numériquement MAIS il est conditionnellement stable:

Considérons le cas ou f(x,t) = —fx, ou 3 est un nombre réel positif donné.
Le probleme (9.1) devient :
u(t) = —Fu(t), s1t >0,

'U.(U') == Uup, (99)

La solution tend vers 0 en l'infini: u(t) = e Pty
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Schéma d’Euler progressif

On discrétise I'axe Ot en posant t, = nh avec h (= At, pas de temps) >0.
Le schéma d’Euler progressif (9.7) devient

u"tt = (1 = gh)u™, n=0,1,2,... (9.10)

et par suite
u" = (1 — Bh)"uog, n=0,12.... (9.11)

u, est une suite géométrique de raison (1-ph) avec >0 eth> 0.

Si (1-Bh) < -1, u, diverge a l'infini en alternant de signe:

le schéma progressif est dit instable (u_ ne tend pas vers la solution u)

Pour assurer que u, tende vers 0. en l'infini, il faut imposer (1-Bh) > -1

ie.h=At<2/ B : clest la condition de stabilite, le pas de temps, h, est limité.
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Schéma d’Euler rétrograde

Pb de Cauchy: a(t) = flu(t),t) sit >0,

Schéma d’Euler rétrograde: on approxime la dérivée au temps t_,,

n—+1 n
U — U
= f(u™ taiq), n=0,12....,
hn
-uo = Up.
un+1
u T~

1:n 1:n+1
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Schéma d’Euler rétrograde

Le schéma d’Euler rétrograde est dit implicite.
En effet, nous avons avec le pas de temps : h, =t,11 — tn

u" T — By f(uT ) = u™

€+

Si nous voulons calculer ©™ 1. nous définissons la fonction
b

Q(I) =T — h-nf(;f._fn_kl) —um"

et nous cherchons un zéro de g(x) en prenant, par exemple une méthode de New-
ton (sect. 8.3). Ainsi nous pouvons poser xo = u" et 11 = Tm—g(xm) /g (Tm),
m = 0,1,... Puisque ¢'(z) = 1 — h,df(x,tpe1)/0x, nous obtenons donc dans
ce cas le schéma :

mn
T =1u ,

T — hpflxm. t —u"
Tmi+l = Tm — = nf,( m tnt1) : m=20,1,....

1 — h-n‘_.—{;l.‘-m., tn_|_1}
Ox

: I (= |
lm x,, = u

T— 00
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Schéma d’Euler rétrograde

|| est plus fastidieux a implémenter numériquement MAIS il est inconditionnellement stable:

Considérons le cas ot f(x,t) = —3x, ol J est un nombre réel positif donné.
Le probléme (9.1) devient :

u(t) = —pu(t), sit >0,
() (9.9)
u(0) = ug.
La solution tend vers 0 en l'infini:  u(t) = e %tug
Le schéma d’Euler rétrograde (9.8) devient dans le cadre de notre exemple :

(1 + gh)u™tt =™, n=0,1,2 ... (9.13)

et par suite :

1 mn
u" = : U, n=20,12,.... B > (. donc 1/(1+Bh) <1
1+ 5h
Dans ce cas, nous voyons que pour tout i > 0, nous avons

Im o™ = 0;
TL— O

le schéma. d’Euler rétrograde est donc toujours stable; h n’a pas a étre limité!
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«précision» des schémas d’Euler dans le cas d’une solution globale unique

Soit T > 0 le temps jusqu’ot nous voulons intégrer (9.1), soit N un entier
positif, soit h = T/N le pas de temps et soit t, = nh avecn =0,1,2,... N,
Alors il existe une constante C' (indépendante de N mais qui peut dépendre de
1) telle que pour tout N nous avons :

A
. N ¢ _C
w(l) —u"'| < — = —h, 9.22
u(T) - < < = = (9.22)
- - - ;I' - -
ot les approximations u°. u', ... uY sont données par le schéma d’Euler pro-

gressif (9.7) ou le schéma d’Euler rétrograde (9.8). En particulier nous avons
= 0.

l'llllﬁr_h:.x_, "U(T) —_ u.N

Considérons I'estimation d’erreur entre u(7") et u”, donnée de facon générale
par la relation (9.22). Puisque 1/N = h/T = O(h) lorsque h tend vers zéro (il
faut lire 1/N est d’ordre h lorsque h tend vers zéro), [u(T) — u’¥| = O(h).
Nous dirons que les schémas d’Euler sont d’ordre 1 en h. En pratique, 'erreur
commise au temps t = 1" sera, en principe, divisée par deux chaque fois que le
pas de temps h est divisé par deux.
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Autres méthodes ...

Formule des trapezes (méthode implicite ou explicite ?):

1 _
M”hﬂf:§Mmeﬁd+ﬂW“imﬂ) n=01,2...,

Runge-Kutta classique (méthode implicite ou explicite ?):

p1 = f(u", tn),

hn hn
Doy = L S R
p2 = f(u" + 5P +2).

h h
p3 = fu" + o p2,tn + =),

2 2
pa = f(u" + hpps, thyt),

h
"t =" 4 %(}?’1 + 2p2 + 2p3 + pa).
hf T4
C’est une méthode d’ordre 4: u(T) —u™| < Ch* = C—

‘\4
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Systemes différentiels vectoriels du premier ordre

Soit M un entier positif et soit f : (#,t) € RM x Rt — f(#.t) € RM
une fonction vectorielle donnée, supposée continue. Si iy est un vecteur a M
composantes données, on pose le probléme de trouver une fonction a valeurs

vectorielles
i@:teRY —@(t) e RM

telle que

-

- (@®),8),  ¢>0, (9.32)

—

LQ-

Composante par composante soit M équations différentielles ordinaires.
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Equation différentielle du second ordre

Considérons dans un premier temps le cas d’une fonction a 3 variables
(. 2 +
[z, y,t) e R X RT — f(z,y,1) €R

que nous supposons continue, et soit, deux nombres donnés ug et vg. On pose le
probléme de trouver une fonction

u:t € R — u(t) €R,
deux fois contintiment dérivable. telle que

u(t) = flu(t), u(t),t), t >0, 0.34)
u(0) = up, 1(0) = v, '
oll nous avons noté i(t) = d2u(t)/dt*. Le probléme (9.34) est appelé probléme
différentiel du deuzxiéme ordre ; deux conditions initiales sont fixées qui, en
dynamique par exemple, correspondent le plus souvent a l’état initial et a la
vitesse initiale lorsque ¢ est le temps.
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Equation différentielle du second ordre
Pour résoudre numériquement, le probléme (9.34), nous pouvons par exemple

introduire une nouvelle inconnue v(t) = u(t) et ainsi remplacer (9.34) par un
systéme du premier ordre pour les inconnues u(t) et v(?) :

u(t) = v(t),
o(t) = f(u(t),v(t), 1), t >0, (9.35)
u(0) = ug et v(0) =

Le probléme (9.35) est un systéme différentiel du premier ordre de 2 équations
a 2 inconnues.
Ex: force de freinage lors d'une chute dans l'air

ent=0,z=0etv=0 (g=ge,)

pourt>0,v=zetmv=mz=-kv+g
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Résumé

Pour résoudre le pb de Cauchy, (t) = f(u(t).t)  sit >0,
U(U) = Uup.,

on a recours:
- au schéma progressif qui est explicite mais conditionnellement stable

- au schéma rétrograde qui est implicite et inconditionnellement stable

- O0u a des schémas d'ordre supérieur (formule des trapézes ou Runge Kutta)

Ces schémas :

- ne donnent une approximation qu’en certains temps t,

- sont d’autant plus précis que le pas de temps est petit

- et seront utilisés pour la résolution en temps des problemes transitoires
résolus par les éléments finis en espace.

Abaqus utilise I'intégration implicite en temps car inconditionnellement stable.
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Exol: on considere I'équation différentielle suivante:

a(t) = —ud(t) +e /2, t>0,
u(0) =1,

1- Ecrire le schema de Euler explicite et calculer dans Excel u(t=10) avec 4 chiffres
derriére la virgule pour At=1. et At=0.1

2- evaluer dans excel le pas de temps maximum qui donne une solution convergente

3- écrire le schéma de Euler implicite sans le résoudre

4- écrire le schéma mixte (méthode des trapezés) sans le résoudre



Introduction a la méthode des EF

Différences finies et éléments finis pour un probléeme 1D stationnaire
(chap. 10 de Introduction a I'Analyse Numérique)

Considérons le probléme suivant : étant donné deux fonctions c et f continues
sur 'intervalle [0, 1], trouver une fonction v deux fois contintiment dérivable sur

0, 1] telle que

—u"(x) + c(x)u(r) = f(x) si0<x<1,
w(0) = u(1) = 0. (10.1)

Ex: fléchissement d’'une corde étirée selon son axe par une force P et fixée en x =0 et 1.
avec appuis simple. F(x) est la densité linéaire de charge, c(x) = P/El(x) avec E module
de Young et I(x) moment principal d’inertie de la section de la poutre en x

/()
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Remarques:

La longueur de la corde est normalisée a 1. On cherche donc la solution sur [0,1].

Si la corde est définie entre a et b, on fait le changement de variable x’=(x-a)/(b-a) et
ainsi X’ variede 0 a 1.

Le pb est du second ordre et requiert deux conditions, appelées conditions aux limites.
Théoréme: si c(x) = 0 sur [0,1], il y a existence et unicité de la solution.
Si c(x) = 0, le pb s’appelle pb de Poisson: -u”(x) = f(x).

u(x) est le déplacement vertical d’'une corde tendue entre 0 et 1, soumise a une tension
unité et a une densité de charge verticale f(x).

300000

u(x)
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Meéethode des différences finies pour le cas ou u(x) ne s’écrit pas sous forme analytique.

Soit N un entier positif; on pose h = 1/(N + 1) et on note z; = jh, j =

0,1,2,..., N + 1, les points de discrétisation (fig. 10.3).
ro T1 T2 IN—-1 TN TN+1
| ' TR | L1 | o
0 A 2h 1

h est le pas d’espace: h < 1.0
Si u est quatre fois continGment dérivable, alors

(a ) — 2u(x ulr — h
) — u(x + h) t;?(;) +u(x — h) O

ot O(h?) désigne un reste qui, lorsque h tend vers zéro, reste borné par une
constante multipliée par h>.

Notons u; 'approximation de u(x;,). Nous obtenons:

—Uj—1 T Q’H.j — Uj+1
h?

ug = UN+1 = 0.

+c(x;)u; = f(x;) 1 <3 <N,
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Le schéma est dit pb approché ou pb discret par opposition au pb continu dont u(x) est
solution. C’est un schéma d’approximation en différences finies.
Le pb discret consiste a chercher un nbre fini, N, de valeurs u; , approximations de u(x).

Si u est le N-vecteur colonne de composantes uy, ua,....un, si f est le N-
vecteur de composantes f(xz1), f(z2),.... f(zn) et si A est la N x N matrice
tridiagonale définie par

9+ ch2 —1
—1 24+ coh? —1 O
1
A= 5 . (10.5)

0

—1
—1 2+ C.Nhg

ol ¢; = c(x;), alors le probléme approché (10.3) (10.4) est clairement équivalent
a chercher u tel que

—

Aii = . (10.6)
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Rappel: si c(x) =2 0 sur [0,1], il y a existence et unicité de la solution.

Si c(x) = 0 pour tout x > 0, on peut montrer que A est une matrice symétrique
définie positive. Elle est donc réguliére et soit # la solution de (10.6) que 'on
peut obtenir aprés avoir fait une décomposition de Cholesky de la matrice A
Rappel: matrice symétrique définie positive
Définition 5.1 Une N x N matrice A est dite symétrique définie positive si :
i) A= AT (A est symétrique),

i) 71 Ay > 0 pour tout N-vecteur 7,

iii) T Alf = 0 si et seulement si i = 0.

NB: Toutes les valeurs propres de A sont réelles positives.

lorsqu’on veut résoudre un systéme linéaire

—

AT =0,
ol la matrice A est symétrique définie positive, on fait une décomposition de

Cholesky A = LLT et on résout successivement

Lij = b. puis 117 = . NB: L est une matrice inferieure (lower)
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L'erreur entre approximation et solution est d’'ordre 2 en pas d’espace h = 1/(N+1): donc
plus h est petit, meilleure est 'approximation. Mais cela se fait au détriment du temps de
calcul .... (optimum entre temps de calcul et qualité de I'approximation).

Théoréme 10.1 On suppose que c(x) > 0, Vo € [0, 1] et que la solution u de
(10.1) est quatre fois continiment dérivable. Alors il existe une constante C
indépendante de N (et done de h) telle que
max | u(z;) —u, |[< Ch? (10.7)
1<j=N
On constate donc que si (u)1< <y est solution de (10.3) et si u est solution
J)1<j<
de (10.1), on a

lim max | u(x;)—u; |=0. 10.8
N — oc li-l'fj{i-'.’.'N | 1 J) J ‘ ( )

De plus, ’erreur est, en principe, quatre fois plus petite chaque fois qu’on double
le nombre de points de discrétisation.
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u(z + h) —2u(x) + u(x — h)
h?

1- Etablir la relation u’(x) = +O(h?)

2- Etablir le schéma aux différences finies dans lequel u(x) est le déplacement vertical
d’'une corde non tendue (P=0 donc c(x) = P/El(x) =0), fixée en x= 0 et 1 et soumise a une
densité de charge verticale f(x) = -x.

3- En prenant N = 3, calculer une approximation de la solution en x = 0.25,0.5et 0.75 a
I'aide d’'une décomposition de Cholesky.

V2 0 0 ||V2 272 0
Indication: calculer le produit matriciel: —~27/2 \E 0 \f \f
0 1220 0
3 3L N

Seconde indication: comparer votre résultat avec LA SOLUTION ANALYTIQUE

Soit N un entier positif; on pose h = 1/(N + 1) et on note x; = jh, j =
0,1,2,..., N + 1, les points de discrétisation (fig. 10.3).

Trg I1 o IN-1 TN IN+1
1 l L I 1 1 1 L
0 h  2h 1
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Exo2b: condition sur la dérivée de u(x) en x = 0, flux imposé

Etablir le schéma aux différences finies dans lequel u(x) est le déplacement vertical d’'une

corde non tendue (P=0 donc c(x) = P/EI(x) =0), telle que du/dx=a en x = 0 (flux impose) et
u(1)=0 et soumise a une densité de charge verticale f(x) = -x.

On notera u0 I'approximation de u en x = 0. et on utilisera le (N+1) vecteur 1= .....

Déterminer la solution analytique.

Soit N un entier positif; on pose h = 1/(N + 1) et on note z; = jh, j =
0,1,2,..., N 41, les points de discrétisation (fig. 10.3).

g R 1)) IN—-1 TN TN+1
l l l l l l L
0 h 2h 1
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Cours 2 : formulations fortes, faibles et de
Galerkin
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