Une méthode de Galerkin: la méthode des éléments finis.

Exo2a: Considérons le probléme suivant : étant donné deux fonctions c et f continues

sur 'intervalle [0, 1], trouver une fonction v deux fois continiiment dérivable sur
0, 1] telle que

—u () + c(x)u(x) = f(x) si0<ax <1,
u(0) =u(l) =0.

Vérifiez les 3 formules suivantes pour les fonctions linéaires de degré 1 (chapeau)
avec h=1(N+1), N>0

(10.1)

4

. 2/h  sii=j,
/ pi(a)p(x)de = § —1/h sil|i—j| =1,
0
0 autrement.

he(zy) sii=j,

0 sl i # 7,

Li(fej) = hf(z;).

Et ecrire le systéme matriciel a résoudre sous la forme: Au = f.



Une méthode de Galerkin: la méthode des éléments finis.

Corrigé exo2a: vérifier les 3 formules suivantes:

r'

. 2/h  sii=yj,
Posons Lij — / ;;(l)gj(q)(iq =9 —1/h sili—j|=1.
Jo
0 autrement.

\

Avec un espacement constant entre chaque point x1 valant h = Ax, nous avons:

¢, = 1/h sur sa partie croissante, ¢ = -1/h sur sa partie décroissante et ailleurs ¢, = 0.

[L]i—2,i =0 [L]i—l,i = =1/ [L]m- =2/h Y h

La matrice L est symetrique et non nulle seulement pour i=j-1, i=j et i = j+1: elle est
tridiagonale.



Une méthode de Galerkin: la méthode des éléments finis.

Corrigé de I’Exo2a: vérifier les 3 formules suivantes:

he(zy) sii=j,
Ln(cpivs) =9 o
0 sl 1+ 7,

Ln(fej) = hf(z;).

Intégration numeérique par la formule composite du trapéze d’'une fonction I(x):

_ 1y . . | L,
Ln(€) =h (;t‘(ﬂ‘o) + lxy) +l22) -+ lan) + 5((3‘N+1J) :

e

L, (co;9;)=0 si1# jet L, (co,¢,)=he(x;)o; (x;)¢; (x;)=hc(x;)
L, (fo,)=hi(x;) car ¢,(x;)=0;



Une méthode de Galerkin: la méthode des éléments finis.

Le systeme matriciel a résoudre s’écrit sous la forme: Al = F
1 1 ‘
avee: A= | @)@+ [ callae(o)s
0 Jo
A=Z+h A=A, =2 f=hf
i o(x;) et A=A L= i (Xj)
Systéme identique au facteur 1/h pres de la méthode des différences finies:
Si @ est le N-vecteur colonne de composantes wuy, ua, ..., un, si f est le N-
vecteur de composantes f(x1), f(xa),.... f(zn) et si A est la N x N matrice
tridiagonale définie par
2+ cyh2 -1 |
—1 2+ co h? —1 O
1
A=— -1 10.5
3 (10.5)
0 -1
| —1 2+ cyh?

ou ¢; = ¢(x;), alors le probléme approché (10.3) (10.4) est clairement équivalent

a chercher w tel que

—

Aii = f.

(10.6)



Exo2b:

Eléments finis 1D de degré 1

Soit f une fonction continue de [0.,1] dans R. On cherche u de [0.,1] dans R telle que:

—

_c;ix((lﬂ()j_zj =f(x) s1 0<x<1

et u(0)=u(l)=0.

Donnez une formulation faible du probléme (ne pas développer la premiere dérivée)
Appliquez la méthode de Galerkin de degré 1 (fonctions chapeau) en notant h =

1/(N+1) et xj =

jnavecj=0,1,...N+1. Calculez les coefficients de la matrice A et

ecrire cette matrice pour N = 4.

0

. N ry+; =1

I o



Exo2b: Corrigé Elements finis 1D de degré 1

Soit f une fonction continue de [0.,1] dans R. On cherche u de [0.,1] dans R telle que:

_i((Hx)d—uj =f(x) si 0<x<1
dx dx

et u(0)=u(l)=0.

1.  Donnez une formulation faible du probleme.
Soit v(x) une fonction de [0,1] dans R a dérivée continue par morceaux.

1 1

_ J'(;ix((ler)u'(x))V(x)dx = ! fx)v(x)dx

_ [(1 +X) u'(X)V(X)]L + j‘ (1 +X ) u'(x)V'(x)dx = j f(x)v(x)dx

avec v(0) =v(1)=0., il vient

1 1

j (I+x)u'(x)v'(x)dx = jf(x)v(x)dx ceci pour toute fonction v(x)
0 0



Exo2b: corrigé

Eléments finis 1D de degré 1

Appliquez la méthode de Galerkin de degré 1 (fonctions chapeau) en notant h = 1/(N+1)

etxj=jhavecj=0,1, ..

.N+1. Calculez les coefficients de la matrice A.

0

I ro ... Ti—1 xr; i+ ... IN

I I | i | | —

N4 =1

Soit Vh l'espace vectoriel de dimension N engendré par les fonctions chapeaux notées ¢,

Soit u, une approximation de la solution dans la base de Vh: u, (X):Z u.0.(X) = u,0,(x)

i=1

i=1

N 1
ZJ- 1+x u 0. (X)V'(x)dx = If(x)v(x)dx ceci pour toute fonction v(x) de Vh donc pour
0

tous les @,(x): ZN:j 1+x u;0,'(x)0,'(x)dx = If(x)(p ;(x)dx

i=l ¢

N
2. (

i=1

O"_"—‘

1+X (p1 (X)o;'(x)dx = ZA u. = j f(x)o;(x)dx pourtoutj=1aN.



Exo2b: corrigé Eléments finis 1D de degré 1

Soit u le N-vecteur des u., alors nous avons:

-

1
Ali = avec A symétrique et ;= f(x)p;(x)dx 1
0

et A, = Jl‘(1+x) ¢,'(x)9;'(x)dx

0

X

A= j‘(1+x)(pi'(x)(pi'(x)dx= I(1+X)%dx+xr(l+x)%

Xi-1

1

0
A= J;(1+X)hidx+ j 1+X h_dX_E(2+X +X. )+L

X1

11

A= i(zl-—'_xi-l H2x,4x;, ) B z_lh (4+(i' Dh+2ih+(1+1 )h) B

2h

dx

(2+X +X. )

%(Hih)



Exo2b: corrigé Eléments finis 1D de degré 1

Soit u le N-vecteur des u., alors nous avons:

1
Al =T avee et f,=[f(x)o;(x)dx A
0

et A, = J-(1+X)(pi'(x)(pj'(x)dx

0 1 '

1 Xi+1 1 .
A, = '([ (1+x) 9, (x)o,,,' (X)dx—-j (1+X)Fdx pouri=1,2,...N-1

X

Il(1+x)hidx -1

Xj

A,

11+1 i+1

(2+X +X. )

A,

11+1

1 1
2+ih+(G+1h 2+h+21h
2h(1(l))2h( ih)




Exo2b: corrigé Eléments finis 1D de degré 1

formule du trapéze avec un pas h constant:
1 1
1 1
f j=_[ f(x)o;(x)dx = I I(x)dx = h(EI(XO)'H(XI)+....+1(XN)+51(XN+1)j avec I(x)=f(x)o;(x)
0 0
il vient ;= hf(jh) pourj=1aN

In fine, on obtient le systeme linéaire suivant pour N =4 et donc h = 1/5:

—_

Au=f

2(1+hyh  -(2+3h)2h 0 0 hf(h)

(2+3h)y2h 2(1+2h)h  -(2+5h)/2h 0 |- |hf2h)
0 L2+5h)2h  2(1+3hyh -(2+7h)2h | | hf(3h)
0 0 _2+7hy2h 2(1+4hyh ) | hi(4h)

.y an41 =1



Eléments finis 1D de degré 1
Exo2c:

Soit f une fonction continue de [0.,1] dans R. On cherche u de [0.,1] dans R telle que:

d d :

-—((Hx)—uj =1f(x) s1 0<x<1 etu(0)=0etu'(l)=a

dx dx

Donnez une formulation faible du probléme (ne pas développer la premiere dérivée)
Appliquez la méthode de Galerkin de degré 1 (fonctions chapeau) en notant h =
1/(N+1) et xj = jh avec j =0, 1, ....N+1. Calculez les coefficients de la matrice A et

écrire cette matrice pour N = 3. Comme la solution u(x) n’est pas connue en x = 1,
on définit en plus la fonction linéaire ¢, par:

r—ITN . .
{ ————— SBlITN ST X TN,

N —

TN41 — TN
0 sinon.

onN+1(z) =

Le graphe des fonctions ¢, pour i=1,2, ...N, N+1 est donc le suivant :

Prst

“““““““““ A/




Exo2c: corrigé Eléments finis 1D de degré 1

On intégre par parties .... |.‘. ___________________ P; Pr1
__:[C%(((Hx)u'(x))v(x)dx = if(x)v(x)dx | I/;\| /I

] [t - oo

avec v(0) =0etu'(l)=a, 1l vient

1 1

j(l+x)u’(x)v’(x)dx 2av(l) = j f(x)v(x)dx (eq.1) ceci pour toute fonction v(x)
0

0

N+1

uh=Zui(pi(x) et v(x) = ¢,(x) (NB: V(1)=(pN+1(1)=1) pour j=1aN+lI

N+1 N+1

Zu j (1+x)9,' ()9, '(x)dx = Zul ; j f(x)o,(x)dx, Vj=1, N

N+1 1

et > u, j (1+x)9. (X)P ., (x)dx = 2a + j f(x)y., (x)dx quand j = N+1

i=1 0



Exo2c: corrigé Eléments finis 1D de degre 1

Formulation Au =f , Areste symétrique. A

?; P+t
[
1 1 1 . : |
A= _([ (1+x) 9, (X)9, (x)dx= j(1+X)FdX+I (1+x)ﬁdx pouri< N /\ /
) ) = I | 1 ! ——

Xit1

A= % I (I+x)dx :%%(I‘FXH—{—I—*—XHI)=%(2+2Xi)=%(1+ih)

1 Xit1 1 .
A= _([ 1+x (pl'(x)(plﬂ'(x)dx— —.[ (1+X)Fdx pouri=1,2,..N-1

X

f (1+x —dx——}ll(2+xlﬂ+x)

11+1

1 1
A. 2+ih 1)h 2+h+2ih
2h( +ih+(i+1)h)= 2h(++1)

i+1

1 1

NB: AN’N+1=2_—h(2+h+2Nh)=2_—h(2-h+2(N+1)h)=%(4-h) puisque (N+1)h = 1

Xy

Aniinn= _[(1+X)(PN+1 (X)Py., ' (x)dx _L _[ (1 X)dX BT (1+XN+1+XN+1)_ (1+1'h+1+1)_ _(4'h)




Exo2c: corrigé Eléments finis 1D de degré 1
Formulation Au = f

f= j f(x)o,(x)dx = j f(x)¢,(x)dx = hf(x,) pour j < N

en posant 1(x)=f(x)¢; (x), fonction continue, dans la formule du trapeze, f,,,=2a + %f(l)

Avec N =3 et h = 1/4, nous avons 4 inconnues .

2(1+h)yh  -(2+3h)/2h 0 0
((2+3h)2h  2(1+2h)/h  -(2+5h)/2h 0 hf(h)
Au=f 0 L omh2in) 2 (1+in L (o4h12in) [u= nft2h)
’ ﬁ( ih) E( ih) E( ih) hf(ih)
0 0 i (4-h)  (4-hy2h 2a+hi{1)/2

Derniere ligne pour h tendant vers 0. en remarquant que u,, tend vers u,., (u est continue):
-(4-h)u/2h +(4-hyu,,,/2h = -2u,/h+2u, /h ~2a

u,,,-uy Ou : : . .
NN & j = a qui est bien la condition aux limites en x=1.
x=1

h OX
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