Eléments finis 1D de degré 2

Exo3a:

Calculez le terme Aii pour i paire puis pour i impaire avec un pas d’espace h
constant et dans le cas ou ¢ = 0.

A = j(@l )2 dx
0
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Eléments finis 1D de degré 2
Exo3a: corrigé

Aii pour i paire et h constant

4

(;'I'.‘ — ;I_‘.i__l)(.'l‘ — .']‘1;_%) b,

siz,_1 <x <y,
(2 — xi—1) (75 — T, 1 ) ¢ t

Uilz) = 4 (;’I'.‘ — ;I_‘.i__|_1}(;1'.' — T 1 )

2

(:I'-'z' — Ti41 J'(;'I'-'i — I-z'.—|—% )

Slr; <o < g,

0 Sl < T;_ 10U > T4y,
\ . T
Li—1 Fi—

% €Ty -1‘1;4_% Lit1

Avec un pas h constant:
2(X-X. ) (X-X,,,)
hh
2(XX; ) (XK i)
AX)—
W; (%) Hh

V. (X)= sur [X.,,X;]

sur [X;,X,, ]



Eléments finis 1D de degré 2
Exo3a: corrigé

Aii pour i paire: 1¢ méthode

X.,, =X., T h/2 donc

2(x-X,,,)t2(x-x,,) 2ut2u-h 4u-h
hh ~ hh

X, =X, Th/2 etx,, =x, +h donc

2(X-X o )JF2(X-X ;) 2v-h+2v-2h  4v-3h
hh ~ hh

avec u=x-x., variantde 0 a h

v, '(x)=

V. '(x)= avec v=x-x.varlantde 0 a h

A= T(““hj du+ j(‘w?’h) =ij( 4u-h) +(4u-3h)2)du

1 1 (32
.=—4j (320°-32ub+10h")dx = (3 h’- 16h3+10h3j
0
I

il

Aﬁ=g o514 ~ 4.666/h pour 1 paire.
h\ 3 3h



L Eléments finis 1D de degré 2
Exo3a: corrigé

Aii pour i paire: 2¢me méthode
X.,, =X, Th/2donc
2(x-X,,)F2(xXx, ;) 2ut2u-h 4u-h
hh ~ hh
Xin =Xy, -h/2  donc
2(XXyp)T2(XX;,,) _ 2vth+2v _4v+h
hh ~ hh

h 0 h

J‘ (4‘1'}1} J' ( 4V+hj v j (4u—hj du j ( 4u+hj du (avec u = -v dans la seconde intégrale)
0

h

V. (%)= avecu=x-x,, vartantde 0 a h

v, '(x)= avec v=x-x_,,variantde -h a 0

A

0 -h

(%j du + j(“;hhj du 2[(4“ hj du

0

A= j

0

h
A= 34 [ (160> -8uh+h?)dx = 2 (16h3-4h3+h3j
h'? h*{ 3
1

Aii=2 —-3 _14 ~ 4.666/h pour 1 paire.
h\ 3 3h



Eléments finis 1D de degré 2
Exo3a: corrigé

Aii pour i impaire et h constant

(¢ —x;)(T — Tipq)
(301 — 2) (T4 1 — Tig1)

si x; ; T E Liiq,

0 siz<mzouzr>

-4(x-X; )(X-X,,,)

sur [X;,X..,]

0;(X) =Wy, p(X) =

hh

1 16 ¢
Aii(iimpaire) — j((P ) dx= h_ J- ((X X (XX, ))

0 X;
Adi i impaire) — g ]tl (u-h+u) du—;—6 (2u- h) du avec u = x-x,= x-x,,,+h

X; 0
161 s 161, 4 3_E~

Aii(iimpaire) — Fg[(2u—h) :|0 —Fg(h +h ) 3h 5. 333/h



Méthode des EF

Exo 3b:
Etant donné deux fonctions c et f continues sur [0,1], trouver u(x) doublement dérivable

sur [0,1] telle que:
—u"(2) + c(x)u(x) = f(x) si0<x <1, avecu’(0)=aetu(1)=0

Comme la condition aux limites (CL) en x = 0 porte sur u’(x), on définit la fonction ¢,
centrée en 0 pour déterminer I'inconnue u(0) approximation de u en x = 0.

2xh)xh2) o

fonction ¢y(x) vaut avec un pas h constant: ¢ (x)=

Ecrire les formulations faibles puis de Galerkin avec do(X) Vip1(x)
des éléments quadratiques et définir A et f:

Au=f
En prenant c(x)=0, montrer que Ay, =7/3h, A;,=-8/3h
et Ay,=1/3h.

Ecrire la premiére ligne du systéme linéaire puis O h/2 h 3h/2 2h
faire tendre h vers 0 pour retrouver la C.L. en x =0.



Exo 3b: corrigé
—u () + e(x)u(x) = f(x) si0<x<1, avecu(0)=aetu(1)=0

On multiplie par une fonction v une fois continuement dérivable sur [0,1] et on
intégre de 0 a 1:

1 1 1
—/ -u.”(:r)-a.-*(ﬂ*)d:rJr/ c(x)u(x)v(x)dr = / f(x)v(x)dx.
0 0 Jo

En intégrant par parties le premier terme, nous avons :

1 1 1
/ u' (x)v (z)dr — ' (Dv(1) + u'(0)v(0) +/ c(x)u(z)v(x)dr = / f(x)v(x)dx.
J0 0 0

Comme la condition aux limites (CL) en x = 0 porte sur u’(x), on conserve le terme
u’(0)v(0) et on définit la fonction ¢, centrée en 0 pour déterminer I'inconnue u(0)
approximation de u en x = 0.

avec v(1) =0 et u'(0) =a, 1l vient
ju‘(x)v’(x)dx + jc(x)u(x)v(x)dx+ av(0) = jf(x)v(x)dx pour toute fonction v(x)

0



Exo 3b: corrigé

—u () + c(x)u(x) = f(x) si0O<x <1, avecu(0)=aetu(1)=0

u, :i u;,(x) et v(x) =0,(x) (NB: v(0)=¢,(0)=1) pour j=04aN=2M+]
2 uiI((Pi'(X)(P ;(X)+e(x)e;(X)e j(X))dX = ZuiAji = If(X)(P {(x)dx, Vj=1, N

1

1

et pour j = 0: 3" u, [ (0,0, (x)+e(x); (x)0, (x)) dx +a = [ £}, (x)dx

0

NB: l'e.v. V, est de dimension N+1 puisqu'on a rajouté @,.
) V;(x)

bo(X) THE

fonction ¢y(x) vaut avec un pas h constant:

2(x-h)(x-h/2)
hh

sur [0,h]

P, (x)=

0 h2 h 3h/2 2h



Exo 3b: corrigé
—u"(2) + c(x)u(x) = f(x) si0<x<1, avecu(0)=aetu(1)=0

1

pourj = 0: Y. u, [ (9,000, (X e(x)6, (00, (0) dx-ra = [ fx)p, (x)dx

(05 ()9, (X)+e()0, ()95 (X)) dx et Ay, = [ (9,009 (X)+e(x), (X, (x)) dx

0
h 2 37h 3 3

A :I(4Xhil3hj dxzﬁg(@hshj } :%Hﬁj (gj ]_ﬁ(ﬁm): 122?1 _ 37h
0 0

A _ i)

Po(X) Vi

1
2

Ay =

O ey —

|

fonction ¢y(x) et sa deérivee: ()

2(x-h)(x-h/2)
hh
2(x-h/2)+2(x-h) 4x -3h
hh i

0, (X)= sur [0,h]

¢, (x)= sur [0,h]

O h/2 h 3h/i2 2h



Exo 3b: corrigé
—u"(2) + c(x)u(x) = f(x) si0<x<1, avecu(0)=aetu(1)=0

pour = 0: 3 u; [ (000, 0 +()0, (0, () dx+a = [ 1), ()

Am:j (9,/(¥)9,(x))dx =| ( “4(2x-h) )(4Xh;13hjdle;i4 [ (@x-h)(4x-3h)dx

-4 2 2 418 5 2 2 " 48 3 e13 1 A13 -8
A= — j (8x2-10hx+3h?)dx = —| > x*-5hx’+3xh? | = —| Sh-5h*+3h* |=—

h™ 9 h*[3 , h'\3 3h
fonction ¢y(x) et sa dérivee:

_ 2(x-h)(x-h/2)
Py (X) hh

Po(X) Vitd
o' ()= 2(X-h/2h)}-:2(x-h) _4x-3h sur [0.h] -

fonction ¢,(x) et sa deérivee:

0,(x)= 4X(X h)

sur [0,h] | !

sur [0,h]

4(2x h)

¢ (x)= sur [0,h] O h/2 h 3h/i2 2h



Exo 3b: corrigé
—u"(2) + c(x)u(x) = f(x) si0<x<1, avecu(0)=aetu(1)=0

pourj=0: 3 u, [ (9,699, (e, ()0, (x)) dxa = [ f(x)g, (x)dx

A= [ (0,00, () dx =[ (4Xh)(4"h§h)dx=lj—4 [ (4x-h)(ax-3h)dx

h h
= %j 16x-16hx+3h”)dx = L[EX 8hx +3xh2} - %(16113 8h3+3h3j
0 h'| 3 h' | 3

0
fonction ¢y(x) vaut avec h constant:
2(x-h)(x-h/2)
hh

- -h -3h
o', (X) = 2(x h/2h);1r2(x ) _4x-3

fonction ¢,(x) et sa dérivee:
2x(x-h/2) <

sur [0,h] |

P, (x) =

sur [0,h]

¢, (%) = ur [0,h]

4"1‘1}1 sur [0.h] 0 h2 h 3h2 2h

P, (x) =



Exo 3b: corrigé
—u"(2) + c(x)u(x) = f(x) si0<x<1, avecu(0)=aetu(1)=0

1

N 1
pour j=0: Y u, I (0, (X)p, x)*Tc(x)p; (X)p, (x))dx+a = ~"f(x)(po(x)dx ng(O) par la formule du trapéze
0

i=0 0
1
A u, A, u,+A L u,+a :%f(o) L, = !;l(x)dx est donnée par:
7 8 1 h 1 |
3 Yo _3_hu1+3_hu2+ a =5f(0) Li(0) = h (E”‘m] (1) + Uaz) -+ Law) + Slane })
Quand h tend vers O.: ()
) + A . e
D20 1 soit u,=u,+ah ; luo—iuﬁuo ah +a=0 .
3h ° 3h '3 Po(X) Vi gy (T)

8 8 a 8 8 4a
—u,-——uy+—+ta=0=—u,——u+— =0
3h 3h 3 3h 3h 3
8u, —8u,+4ha =0 soit 2(u, —u,)=ah

ﬂ=a=CLenx=O - T

O h/2 h 3h/i2 2h
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