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Fractions rationnelles et fractions simples

Une fraction rationnelle F(X) est le rapport de deux polynébmes en la variable X

_P(X) _p, F X+ P X2 4t p X e— numérateur

F(X)= > M
OX) q+qX+q,X +-+q, X" —u__ dénominateur

Dans cette représentation, les polynémes P et O sont premiers entre eux: on ne
peut pas avoir a la fois P(X,)=0 et O(X,)=0.

Une fraction simple est une fraction rationnelle dont le numérateur est P(X) =1
et le dénominateur ne contient qu'une seule racine, souvent complexe,
O(X)=(X-X,)" de multiplicite (entiere) m =1

1
FO=xx)y
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Théoreme de déecomposition

Toute fraction rationnelle peut se décomposer, de maniére unique, comme une
somme de fractions simples a coefficients complexes et d'un polynéme:

a a a
(AR 1,2 S Lm, _
X-X X-X) (X-xX)™
a, ), . A2.m,

+ -+ +
X-X, (X-X,) (X =-X,)"

F(X)=

a
S ¥ — 4t Y4 R(X)
X-X, (X-X) (X-X)™

ou I'on a défini (rappel: N = degré du numérateur, M = degré du dénominateur)

" X.X,, X, sontles k racines distinctes du denominateur Q(X)
" m,,m,,-m, sontles multiplicités de chaque racine X ,X,,---X,
" R(X) estun polynébme de degré N-M si N =M, et sinon R(X)=0

Note: onadonc O(X)=¢q, - (X-X)"(X-X)" (X=X )™
ainsique m +m, +---+m, =M
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1. Détermination du polynome R(X)

R(X) est le quotient de la division Euclidienne de P(X) par O(X):
P(X) = OX)-R(X) + SX)

deg(S)=deg(Q)-1

ou S(X) est le reste de la division. Par conséquent:

F(X)=R(X)+ S

Q(X)

Algorithme de division Euclidienne pour P(X)=X"-X+1let O(X)=X +1:

X°-X+1 | X+1
X2+ Xx+0 [ x_2 < R(X)
-2X +1
X -2
S(X) > 3
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2. Décomposition de S(X)/0(X)

En multipliant la décomposition en éléments simples de F(X) par O(X) on obtient:

o) ... _0X)

S(X) = au&+ a

X _ Xl 1,2 (X —X1)2 | 1,m, (X _ Xl)ml
a,, O(X) ra,, O(X) fota, O(X)
X-X, T(X-X,)’ (X = X)™

a,, Q(X) va,, O(X) feta O(X)
X-X, T(X-X) (X =X )™

Il faut trouver les M = m, + m, +---+ m, coefficients q,,.

Méthode générale:
= écrire l'égalité ci-dessus pour M valeurs différentes de X = x,,x,,--,x,,

" résoudre le systeme linéaire comportant M équations pour M inconnues.

Remarque: certaines valeurs de X sont plus intéressantes que d'autres car elles
simplifient les expressions (moins de termes). Par exemple, les racines de Q(X):

X, X, X, .
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Exemple

Décomposition en éléments simples de
~ X’ +1
(X -1D*(X +2)

F(X)

1. Division Euclidienne de X’ +1 par (X =1)*(X +2):

X +1=(X-D(X+2) - 1 +3X-1
—— N g ——

P(X) o(x) RX)  SX)

2. Décomposition en fractions simples de S(X)/Q(X):

3X —1=a,(X-D)(X+2)+a,,(X +2)+a,,(X - )?
S(X) 0(X) o(X) 0(X)
X-1 (X-1)? X +2
Il faut écrire trois équations puisqu'il y a trois inconnues. On peut prendre par
exemple X =-2,0 et 1, d'ou:

r3><(—2)—1=al71 X(=2-Dx(-2+2)+a,x(-2)+2)+a,, x(-2-1)°
3x0-1=a,; x(0-1)x(0+2)+a,x(0+2)+a,, x(0-1)°
3xl-1=a, x(1-DxA+2)+a,x(1+2)+a, x(1-1)°

J\.
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ce qui donne 7-9-a,

_1 = _2. al’l + 2. al’z + az’l
2=3-aqa,

d'ou finalement a,, =7/9, a,, =2/3 et a,, =-7/9. On a donc:

X+l 7/9+ 2/3 79 ol
(X-D*(X+2) X-1 (X-1* X+2

Vérification (toujours le faire!) avec une autre valeur de X, par exemple X =-1:

D'+l 79 L2319
(-1-D*(-1+2) -1-1 (-1-1)° c1+2
0 -7/18 1/6 7/9
_TT+3-14+18
18
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Application aux S&S analogiques

En signaux et systémes analogiques, les éléments simples sont de la forme (cf.

tables de transformées de Fourier) .

(jo—s)"
ou w est la variable fréquentielle et s un parametre.

Un des problémes typiques consiste a trouver la réeponse impulsionnelle d'un filtre
analogique donné par sa réponse frequentielle H(w) sous forme de fraction

rationnelle en w.

Solution
" 1. poser X = jw et exprimer F(X)=H(X/))
" 2. décomposer F(X) en éléments simples 1/(X - X )"
" 3. remplacer X par jow ce qui donne une décomposition de H(w) en

éléments simples 1/(jw - X,)", dont les TF inverses sont données dans les
tables.
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Exemple: Soit a trouver la réponse impulsionnelle A(r) dontla TF est

1
H(w)=——7F——
—w +2jw+2
Solution
" 1. On pose F(X)=H(w) ou w=X/j ce qui donne
F(X)= !

X +2X +2
dont les deux plles sont —-1-j et -1+ ;.

= 2. En utilisant une des techniques données pour la décomposition en
éléments simples, on obtient pour

Py A B

+
X+1+j X+1-j
les valeurs A= j/2 et B=-j/2 (vérification en faisant X =0).
® 3. On a donc, enrevenanta w par X = jw:
Hw)=—12 4 ~J2
jo+l+j jo+l-j

Fourier

et en utilisant les tables qui donnent u(t)- ¢" <———1/(jw - s), on déduit

J “aspe —(1= )
h(t)==u(t)-e - ~u(t) e
(1) 5 (1) 5 (1)
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Application aux S&S numeériques

En signaux et systémes discrets, les éléments simples sont de la forme
1

(I-az™")"
ou z est la variable de la transformée en z et a un parametre.

Un des problémes typiques consiste a trouver la réponse impulsionnelle causale
d'un filtre analogique donné par sa fonction de transfert H(z) sous forme de fraction

rationnelle en 7.

Solution
" 1. poser X =z"etexprimer F(X)=H(X™")
" 2. décomposer F(X) en éléments simples 1/(X - X,)"
= 3. remplacer X par z~' ce qui donne une décomposition de H(z) en éléments
simples 1/(z"' - X,)" =(-a,)"/(1-a,z™")" en posant a, =1/X,. Les TZ inverses
de ces éléments sont données dans les tables.
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Exemple: Soit a trouver la réponse impulsionnelle i[n] dont la transformée en z est

<
H(z)=—
77+27+2
Solution
= 1. On pose F(X)=H(z) ou z=X"', ce qui donne
-1
PO - X X

XZ42X" 42 142X +2X°
dont les deux péles sont (-1- j)/2 et (-1+ j)/2.

= 2. En utilisant une des techniques données pour la décomposition en
éléments simples, on obtient pour

A B
= T 2 T x -2

les valeurs A=(-j)/4 et B=(1+ j)/4 (vérification en faisant X =0).

= 3. On a donc, enrevenanta z par X =z '
1- j)/4 1+ j)/4
H(z) = N4, _1( D!
ZH(1+))2 T+ (1-j))2
Transf. en 7

Afin d'utiliser les tables qui donnent a,[n]=u[n]-a" _ﬂ/(l— az™'), on
réécrit H(z) sous la forme

p P
1-(j-Dz"  1-(=j-Dz"
(car ((1+ J')/2)_1 =1-j et ((1—j)/2)'1 =1+ j) d'ou finalement
hln]l=-j/2-(j=D,[n]+ j/2-(=j-D,[n]
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