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1. Principe

Systeme affine en I'entrée:
x=fxX)+gx)u

Rendre équivalent ce systeme non linéaire a une chaine d’intégrateurs:

N =y r<n
x=fxX)+gx¥u <
y = h(x) y nouvelle sortie

2. Linéarisation entrée—-sortie

Soit X = f(x) + g(x) u, dim x = n, et une sortie y = h(x) donnée.

Méthode: Dériver la sortie jusqu’a apparition de I'entrée u. Poser cette derniere égale a

v.
Le bouclage
. 0Oh_  0h oh oh 1
y = axx_axf(x)+6xg(x)u u—(v—af(x))g_h—g
_Oh ) . i
Si ax gx) # 0 arréter de dériver et linéarise.
oh oh .
poserv = —f(xX)+—gxX)u=y
0x 0x




Si % g(x) =0, on dérive une fois de plus.

Définition: Pour simplifier 1a notation lors de dérivées successives, on introduit la dérivée
de Lie, notée Ly h, ou dérivée directionnelle:
h

oh )

fn

Avec cette définition (notation):

. Oh . Oh
y:£f+ag(x)u:th+Lghu

Lorsque Lg h =0, on peut dériver une fois de plus

. _OLsh
y:

oL
i=—L

h
P 5 [ +gw =Lih+LgLihu

SiLgL¢h #0, on s’arréte et on pose j = v

Si LgL¢h =0, on dérive une fois de plus
¥ =Lih+ LgLihu

et ainsi de suite...jusqu’a

3, LgL ' h #0

Définition: r est appelé le degré relatif, le premier entier r tel que LgL;f_l) h #0.

Bouclage linérisant:

x=fxX)+gx)u
y=h(x)

(r) — — _Tr 1
-y —vu—(v th)LgL;lh




2.1 Dynamique des zéros

Lorsque r < n, la chaine d’intégrateurs y'”) = v ne représente que r dimensions (une var-
iété de dimension r dans n). Il reste des états non commandés (une sous-variété de di-

mension n —r). Il est important de vérifier la stabilité de ce systeme lorsque

I demeure n — r états sujet a une dy-

namique (la dynamique des zéros)

y=h(x)=0

r=L:h=0 .

.y ! —x=fx)+gx)u Zr+l

) Zry2

y(r) :Lg_l)h r :Z(Zr+1,-..zn)
Zp

2.2 Stabilisation de la chaine d’intégrateurs

y(” = p est stabilisée (ou asservie) a l’aide de la variable d’erreur

e=Yc—Jy

1. Prendre une polyndéme caractéristique d’ordre r

() =s"+as!

+--+a
avec toutes ses racines a partie réelle strictement négative.

18 =(s—p)s—p2)---(s—p;) R(p))<0i=1,---,r




3. Poser
X(S)E(s)=0

4. Effectuer la transformée de Laplace inverse (a condition initiales nulles)

(r) 1

e”"+me +---+a,_1é,+ae, = 0

(r) _ (r-1 _

(¥e J/(r))+6l1(J’c y(r_l))+---+ar_1(j/c—j/)+ar(yc—y) =0 (1)

4. Poser
y =y et y\) = Ljph

et résoudre pour v

Le bouclage issu de la résolution de (1) pour v stabilise (asservit) x = f(x) + g(x)u, lorsque
v =0, avec

1
U= (v — L}h) —
LeLU™"h

si la dynamique des zéros z = Z(z) est asymptotiquement stable avec z =

T
(e )

3. Linéarisation exacte: sortie linéarisante avec r=n

Sortie inconnue y = h(x) a déterminer de telle sorte que r = n. L'idée est de supprimer la
dynamique des zéros.
Soit X = f(x) + g(x) u avec y = h(x) a déterminer. Nous avons un ensemble de conditions

pour garantir




(2) sont les n — 1 conditions pour déter-

_ miner la fonction /(x)
Leh=0
L,L:h=0
LLi#=0
4, Dérivée de Lie et crochet de Lie
Nous avons vu la dérivée de Lie
h
oh f2
_ [ on on oh
Leh=7f=(8 & . 2]~
In

Lensemble des conditions (2) est un systeme d’équations aux différentielles partielles

pour la fonction h(x).

Introduisons le crochet de Lie:

Définition: Le crochet de Lie entre deux champs de vecteurs f; : x — fi(x) et f,: x — fo(x)

Jfi1(x) fo1(x)

h= f=

fln(x) f2n(x)

est

of: , 0fy

[fl,fz]:a 1755 2




ofa Ofa . Ofa f ofu dfu .. O f.
0x1 0x2 0xy 11 0x; 0x2 0xy, 21
[fu,fol=| : Lo A Y B : oo :
aon 6f2n . aon f afln afln .. afln f
0x1 0xo 0xy In 0x1 0x2 0xy, 2n

Transformons, a I'aide du crochet, le systeme d’équations aux dérivées partielles (2) en

systeme d’équations aux différentielles partielles du premier ordre.

Lemme: Pour le crochet et 1a dérivée de Lie, on a la propriété suivantes:

Lip,ph=LgLyh—LgpLph

En reprenant les conditions sur h(x), en utilisant L¢h =0et LgLsh=0,0n a
LiLgh=0

et donc
LgLf]’l - Lngh = L[f'g]h = 0

En procédant de maniére analogue, on motre que (2) est équivalent au systeme

d’équations aux dérivées partielles du premier ordre
Leh=0

Lifgh=0 : : r.
_ enmtrodulsantadfg—[f,[f,---,[f,g],-"]]

L[f,[f’...’[f,g]] - Ladf”’zgh — 0




oh ah
(a)(g (f,gl f.[f,8gll - ad?—zg)zo avec (6_):(% % %)

X

Probléme: Déterminer un changement de coordonnées z = ¢p(x), un bouclage
u=a(x)+pxv

et une sortie
y = h(x)

de telle sorte qu’en posant ¥ = v, on ait une équivalence avec z; = y\¥, i =1,...,n
q p y q y

5. Théoréeme de Frobenius

Posons L;ﬁ h
21 = h(x) () TL L
2= Ly h(x) N
23= L h(x) pLa = Lg Ly h

Z, = L;Z‘l h(x)

Le probleme de linéarisation exacte est résoluble si /(x) existe. Cette existence est

donnée par le théoréme de Frobenius.

Théoreme: Soit w une 1-forme tellequewg =0, w[f, gl =0, ---, wad;?"zg =0




w est intégrable, si et seulement si les deux conditions suivantes sont réunies:

1. (;:( g adfg ad]’Z‘lg ) est de plein rang (i.e. detC # 0);

2. C={g,adsg, - ,ad]’l_2 g} est une famille involutive.

Définition: La famille {m;,---, m,_;} est involutive, lorsque le crochet de n'importe quel

élément engendré par la famille (par crochet de Lie) retombe dans la famille i.e.

[m;, m;] € span{my, -+, my_1} I #]




