VII. Constructions de fonction de Lyapunov et thm. d’instabilité

1. Méthode de Krasovskii
2. Gradients variables
3. Théoreme d’instabilité

4. Théoreme de Chetaev

1. Méthode de Krasovskii

On part de x = f(x) et on obtient la matrice Jacobienne
% gi en gardant tous les éléments de la
af 1 Xn
AX)=—=| : matrice comme des fonctions non
0x af of, o
o axn linéaires

Théoreéme: Si A(x)T + A(x) <0, Vxe QS R"”, = V = fT f est fct. de Lyap.

Démonstration:

frrefrf= (gfc)Tf+fT (%x]

vV =
X
- () e (Y =y

ainsisi AT+ A<0, Vx € Q <R” on alocalement une fonction de Lyapunov

Corollaire: (extension) Si A(x)"P + PA(x) <0, Vxe Q< %" alors V = fTPf estloc. une

fct. de Lyap.
Démonstration:
V = flpf+fipPf= Q'TP p(% ) = £ (A TP+ PA 0
- =558 P P5 x| = 1 (AP +PAW) f <

ce qui entraine que si A(x)TP+ PA(x) <0, Vx, alors V = fTPf est une fct. de Lyap.




2. Gradients variables
I’idée est d’assurer d’abord la condition V < 0, et ensuite de vérifier que V > 0.

Si on examine V, cette quantité est le produit scalaire entre le gradient de V et le champ

de vecteurs f. Il existe ainsi n fonctions g—)‘cfi avec lesquelles on peut garantir V < 0.
fx)
: oV f2(x)
_ _ _[av av oV
veLv=gor=(8 8 &)
fn (x)

On peut également écrire V = dV f ou dV est une 1-forme exacte dV =Y, %d X;

1-formes: Classification des formes différentielles

Définition: w = }.1' | w; dx; estintégrable s'il existe une fonction ¢ : R" — R telle qu'il existe

une fonction W : R” — R pour laquelle

bw=dW

Définition: w =} !, w; dx; est exacte, s'il existe une fonction W :R"” — R telle que dW =0

Théoreme:
(a) westexact © dw=0
(b) w estintégrable < dw Aw =0

(c) w n'est pas intégrable & do Aw #0




Lopérateur d est le gradient classique lorsque d agit sur une fonction.

En notation classique: En calcul extérieur:
ov ov oV
a_V:(a_V v . 6_V) AV =—dx;+—dx,+---+ dx,
ox 0x1  0x 0xp 0x; 0Xx, .

Lopérateur A indique un produit anti-commutatif
da)1 AN dwz = —dwz AN da)1
Siw estune somme ) ;a,dx; A---Adx,, =w avec a; des fonctions R"” — R, alors

dw=>) da;Ndx) N+ Ndxp,
i

Exemple:
d(3x1x§ dxyndx,) = d(3x1x§) ANdx; Ndx,
= (3x§dx1 +6dx1X,dx,) Ndx; A dxo
= 3x5dx; Adx; Adx,+6xXdX, Adx; Adx, =0
Condition d’exactitude: dw =0 2= gix; = (;ixf, I#]

Revenons a la méthode des gradients variables

(1) On choisit w;(x) de telle sorte que }_;", w;(x) f;(x) <0, Vx £ 0.

(2) On forme le vecteur ligne ( w;i(x) wix) - w,(x) ), autrement dit, on constitue la

l-forme w =Y 7, w;(x)dx;

(3) Itérer entre (1) et (2) afin de garantir la condition d’exactitude g—‘)‘c’]’_’ = %f, [ #]




On procede a I'intégration pour obtenir V'
V= waidxi
i

Comme Y ; w;dx; est exacte, la valeur [} ; w;dx; ne dépend pas du chemin d’intégration.

(cf. diff’erentielles exactes en thermodynamique).

On peut choisir un chemin en escaliers - - -
p VX1, %, %3) = | ) widx; =
(O]

L (Ul((f,(),,())df

=0

X2
+f wZ(jl)é)Or---)O)dé‘
¢=0

Xn
+...+f a)n(x'l,)_(fz,“’yxn—lyg)dé
¢

=0

Exemple:
B o= —2x]—xix,
o = —X1X%,— X,
V=( apnxy+apX; appX)+ dxp ) a;;jeRi=12j=1,2
Comme a(?le =ap = a(fx‘fz = a,, les conditions d’exactitudes sont remplies

Déterminons a;; pour que AV f <0, Vx #0

Comme avec a;; =2, d;p = ayy =1,0na

AVF = —4x]—4xix,—2x7x, —2x5%5 - 2x1%5 — X,

= —(2x1 +Xx2)%x] — (X1 + X2)°x5 <0

la condition V < 0 est remplie




Intégrons en escaliers

AV = (2x1+2x2 X1+XZ)
w = 2x1+x)dx;+ (x7+x2)dx, =wi1dx; +wodx»
X1 X2
Vg = | 2tdee | Grods
£=0 £=0

X2 x2

o IR
= xf+x1x2+?1:Exf—é(x1+x2)2>0:>V(xl,xg,xg):xf+x1x2+?2

3. Théorémes d’instabilité (ausensde Lyapunov)

Linstabilité est la négation de la proposition associée a la stabilité.

x = Oinstable au sens de Lyapunov

<

3R, V1, 3x0(r), 3T (x0) < +00, | Y (xo) | > R

En d’autres terms, il suffit d'une seule condition initiale par petite boule 98, assurant
la sortie de la trajectoire y(xp,-) du tube de confinement de rayon R. Les théorémes

d’instabilité tirent parti de cette "rareté" des conditions initiales.

Théoreme:

A0 cR",0€Q,3V,V(x) >0,VxeQ
V(0)=0

dA>0,1eR, %V - AV =0,Vx e Q alors 0 est instable au sens de Lyapunov




Démonstration: Comme V>0,1>0,dt>0

V20:>d—V2/1dt
%
In(V)+C= At
V(x) = Vet (1)

Comme Q est ouvert, on peut prendre n'importe quel R tel que Bz < Q.

maxV(x) =maxV(x) = 1%
XE%R xe,S”R

On choisit n'importe quel r < R, et n'importe quel x; € %,. On a V(xp) # 0 et comme

V(x) = V(xy) eV, il existe £, V(y(xo, £) > V

Ainsi puisque %y, est la plus grande boule contenue dans I’ensemble
XV =V},  lxx,DI>R C.Q.ED.

Le prochain théoreme tire parti de la "rareté" des conditions initiales

Théoréme de Chetaev 0Q); estle bord adjacent et contenant O de
Q.

Vi(x) >0, Vxe
d
—V(x)>0,Vxe
a7 (x) !

06691

V(x)=0,Vx € 0Q,




Esquisse de démonstration Comme V>0, V(x(xo, 1)) croit le long des trajectoires. Il faut

s’assurer que pour certaines conditions initiales, la trajectoire demeure dans ; et finis-

sent par quitter une boule %y sans passer par les bords 09Q2;.

Les trajectoires qui commencent dans Q; ne peuvent pas passer, croiser 0Q; car V > 0 et
V =0 sur 0Q;. Elles ne peuvent pas éternellement rester dans % N Q;, car V > 0.

Elles sortent donc de 98z N Q; par le bord de 98 N Q2; qui n’est pas 0Q2; N ABp.

Ainsi, en choisissant une boule %y entierement contenue dans (2, le bord de %8z N Q; qui
n'est pas Bg N 0L, est tel que tout les x sur le bord sontels que ||x|| = R. Ainsi, Vx, €
<%R N Ql) Eli) ”X(-X:Oy i) ” > R.




