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Construction par la méthode de Krasovskii

Méthode de Krasovskii

Théorème

Soit ẋ = f(x) tel que f(0) = 0 et posons A(x) = ∂f
∂x .

F (x) = AT (x) +A(x) < 0 ∀x 6= 0

⇓

V (x) = f(x)T f(x)

est une fonction de Lyapunov avec V̇ < 0.

Démonstration :

V̇ = ẋT
(
∂f

∂x

)T
f(x) + f(x)T

∂f

∂x
ẋ = f(x)T (AT (x) +A(x))f(x)
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Construction par la méthode de Krasovskii

Méthode de Krasovskii (variante)

Théorème

Soit ẋ = f(x) tel que f(0) = 0 et posons A(x) = ∂f
∂x . S’il existe P > 0

F (x) = AT (x)P + PA(x) < 0 ∀x 6= 0

⇓

V (x) = f(x)TPf(x)

est une fonction de Lyapunov avec V̇ < 0.

Démonstration :

V̇ = ẋT
(
∂f

∂x

)T
Pf(x) + f(x)TP

∂f

∂x
ẋ = f(x)T (AT (x)P + PA(x))f(x)
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Construction par la méthode du gradient variable

Méthode du gradient variable

La fonction de Lyapunov est l’intégrale de son gradient :

V (x) =

∫ x

0
∇V (ξ)dξ

Paramétrisation du gradient (et non de la fonction V elle-même) :

∇Vi =

n∑
j=1

aij(x1, x2, . . . , xn)xj i = 1, . . . , n

Imposer V̇ < 0 :

⇒ choix des aij(x1, x1, . . . , xn) i, j = 1, . . . , n.
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Construction par la méthode du gradient variable

Méthode du gradient variable

Lorsque les conditions d’intégrabilité sont satisfaites

∂∇Vi
∂xj

=
∂∇Vj
∂xi

i 6= j

... l’intégration ne dépend pas du chemin :

V (x) =

∫ x1

0
∇V1(ξ1, 0, . . . , 0)dξ1 +∫ x2

0
∇V2(x1, ξ2, 0, . . . , 0)dξ2 +

. . .+ . . .+∫ xn

0
∇Vn(x1, x2, . . . , ξn)dξn
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Construction par la méthode du gradient variable

Méthode du gradient variable

A ne pas oublier :

Vérifier que V (x) > 0 ∀x 6= 0.
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Construction par la méthode du gradient variable

Méthode du gradient variable (exemple)

Système :

ẋ1 = −2x31 − x21x2 = f1(x1, x2)

ẋ2 = −x1x22 − x32 = f2(x1, x2)

avec x̄1 = x̄2 = 0 comme point d’équilibre.
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Construction par la méthode du gradient variable

Méthode du gradient variable (exemple)

Paramètres pour le gradient :

∇V =
(
a11x1 + a12x2 a12x1 + a22x2

)
V̇ = ∇V1f1 +∇V2f2 = −2a11x

4
1 − a11x31x2 − 2a12x

3
1x2

−2a12x
2
1x

2
2 − a12x1x32 − a22x1x32 − a22x42
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Construction par la méthode du gradient variable

Méthode du gradient variable (exemple)

Dérivée du candidat de Lyapunov :
Avec a11 = 2, a12 = a22 = 1 :

V̇ = −4x41 − 4x31x2 − 2x21x
2
2 − 2x1x

3
2 − x42

V̇ = −(2x1 + x2)
2x21 − (x1 + x2)

2x22 < 0

Intégration :

V =

∫ x1

ξ=0
∇V1(ξ, 0)dξ +

∫ x2

ξ=0
∇V2(x1, ξ)dξ

=

∫ x1

0
2ξdξ +

∫ x2

0
(x1 + ξ)dξ =

1

2
x21 +

1

2
(x1 + x2)

2 > 0
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Instabilité et méthode de Lyapunov

Instabilité et méthode de Lyapunov

Définition de l’instabilité :
∃R > 0, ∀r, 0 < r < R, ∃x0, ‖x0‖ < r, ∃t̄ > 0, X (x0, t̄) > R.

Théorème d’instabilité
∃Ω ⊆ Rn, 0 ∈ Ω, V (0) ≥ 0 et V (x) > 0 ∀x ∈ Ω\{0}
∃λ > 0, d

dtV (x)− λV (x) ≥ 0, ∀x ∈ Ω

⇒

0 est instable
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Théorème d’instabilité de Chetaev

Théorème d’instabilité de Chetaev

Chetaev

∃Ω ⊆ Rn et ∃Ωl ⊂ Ω

V (x) > 0, ∀x ∈ Ωl

d
dtV (x) > 0, ∀x ∈ Ωl

0 ∈ ∂Ωl

V (x) = 0, ∀x ∈ ∂Ωl

⇒ 0 est instable

Ω

Ωl

x1

x2

0

∂Ωl
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