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Désavantage de la définition de la stabilité

Désavantages de la définition de la stabilité

Inconvénients
Il est nécessaire de pouvoir calculer de manière explicite chaque
solution correspondant à chacune des conditions initiales.
Le maniement de la définition est fastidieux.

Par conséquent, des résultats permettant de déterminer la stabilité
sans devoir intégrer les équations dynamiques seraient les bienvenus.
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Méthode directe de Lyapunov

Méthode directe de Lyapunov

Pour la bille, le comportement est stable lorsque :
L’énergie E diminue et est minimum au point d’équilibre.
L’énergie E est conservée et E est minimum à l’équilibre

Par contre, le comportement est instable lorsque :
L’énergie mécanique E augmente.
L’énergie E est conservée ou décroissante mais elle ne
correspond pas à un minimum à l’équilibre.

Cours NL Ph. Müllhaupt 4 / 24



Méthode directe de Lyapunov Candidat de Lyapunov

Candidat de Lyapunov

Une fonction définie positive est une fonction :
1 V (.) : Ω ⊂ RN → R
2 V (x) > 0 ∀x 6= 0

3 V (x) = 0, x = 0

Définition (Candidat de Lyapunov) :

Une fonction définie positive et continue V (.) est un candidat de
Lyapunov.
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Méthode directe de Lyapunov Fonction de Lyapunov

Fonction de Lyapunov

V̇ (x) =

(
∂V

∂x

)T
f(x)

Définition (Fonction de Lyapunov) :

V (x) > 0 ∀x 6= 0, V (x) = 0 x = 0,

V̇ (x) ≤ 0 ∀x 6= 0, V̇ (x) = 0 x = 0.
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Equivalence avec la définition de la stabilité

Equivalence avec la définition de la stabilité

Théorème

S’il existe une boule BR0 telle que :
1 V (x) > 0 (∀x 6= 0 dans BR0) et V (0) = 0

2 V̇ (x) = d
dtV (x) = ∂V

∂x
dx
dt = ∂V

∂x ẋ = ∂V
∂x f(x) ≤ 0 (dans BR0)

alors le point d’équilibre x = 0 est stable au sens de Lyapunov.

Si en plus, V̇ (x) < 0, ∀x 6= 0, alors la stabilité est asymptotique.
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Equivalence avec la définition de la stabilité Démonstration (stabilité locale)

Définitions préliminaires

Définitions
Une sphère de rayon r est notée Sr, et une boule de même rayon est
notée Br :

Sr = {x|‖x‖ = r}
Br = {x|‖x‖ < r}.

Sr Br

FIGURE : Sphère Sr et boule Br
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Equivalence avec la définition de la stabilité Démonstration (stabilité locale)

Ce qu’il faut démontrer :

BR

Br

X (x0, .)

FIGURE : Système stable : ∀BR, ∃Br avec ∀x0 ∈ Br ⇒ X (x0, t) ∈ BR, ∀t ≥ 0.
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Equivalence avec la définition de la stabilité Démonstration (stabilité locale)

Démonstration (stabilité locale)

m = min
x∈SR

V (x).

Br

SR

V = m

FIGURE : m représente le minimum de V (x) lorsque x parcourt la sphère SR.
Le rayon r est alors choisit de telle sorte que ∀x ∈ Br, V (x) < m.
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Equivalence avec la définition de la stabilité Démonstration (stabilité locale)

m

V (x)

O

Br

SR

FIGURE : Le choix de Br est rendu possible par la continuité de la fonction de
Lyapunov et de son annulation au point d’équilibre.
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Equivalence avec la définition de la stabilité Démonstration (stabilité locale)

La stabilité (simple) est une conséquence directe

Comme
d

dt
V (x) ≤ 0

il est vrai que :
V (X (x0, t)) ≤ V (x0) ∀t ≥ 0.

x0 ∈ Br ⇒ V (x0) < m, V (X (x0, t)) < m, ∀t ≥ 0

La stabilité est donc bien démontrée, car alors X (x0, t) ∈ BR.
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Equivalence avec la définition de la stabilité Démonstration (stabilité locale)

La stabilité asymptotique est plus subtile à établir....

Puisque V ≥ 0 et V̇ ≤ 0, la fonction de Lyapunov tend vers une limite
le long des solutions de ẋ = f(x), c-à-d. V (X (x0, t))→ V̄ , V̄ ≥ 0,
t→∞ :

Deux cas sont à envisager :

Si V̄ = 0 alors X (x0, t)→ 0, étant donné que V (x) = 0 implique
x = 0. La stabilité asymptotique est démontrée.
V̄ > 0.
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Equivalence avec la définition de la stabilité Démonstration (stabilité locale)

V̄ > 0

V̄

V

xBr0

FIGURE : Pour tout point dans Br0 , V est garantit inférieur à V̄ .
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Equivalence avec la définition de la stabilité Démonstration (stabilité locale)

V̄ > 0

W = BR \ Br0

minV = V̌

max d

dt
V = −γ

FIGURE : Une boule de taille r0 est extraite de la boule de taille R. On y définit
le minimum de V = V̌ et la décroissance la plus lente de V .
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Equivalence avec la définition de la stabilité Démonstration (stabilité locale)

V̄ > 0

Démonstration par l’absurde en supposant :

X (x0, t) ∈ W, ∀t ≥ 0

En se restreignant à la fermeture W̄, il est évident que 0 6∈ W̄ et que
W̄ est un compact (ensemble fermé et borné).

V̌ = min
x∈W̄

V (x), (0 < V̌ < V̄ ).

De plus, V̇ < 0 pour tout point deW et de W̄. Par conséquent, une
décroissance minimum de V est atteinte en un point particulier de W̄,
à savoir

γ = min
x∈W̄

(
− d

dt
V (x)

)
.
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Equivalence avec la définition de la stabilité Démonstration (stabilité locale)

V̄ > 0

En intégrant, on obtient∫ t

0
V̇ (X (x0, τ))dτ = V (X (x0, t))− V (x0)

V (X (x0, t)) =

∫ t

0
V̇ (X (x0, τ))dτ + V (x0)

Comme −d
dtV > γ, il est garantit que

V (X (x0, t)) < −γt+ V (x0)

ce qui implique ∃t1 tel que V (X (x0, t1)) < V̌ . Mais ceci contredit
X (x0, t) ∈ W, ∀t ≥ 0, et donc que V̄ = 0.
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Exemple : Robot

Exemple : Robot

τ2

q2

q1

τ1

FIGURE : Robot planaire
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Exemple : Robot Lois de la mécanique

Lois de la mécanique

Energie cinétique :

Ec =
1

2
q̇TM(q)q̇

Bilan de puissance :

d

dt
Ec = P

d

dt
1/2

(
q̇TM(q)q̇

)
= q̇T τ.
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Exemple : Robot Candidat de Lyapunov

Candidat de Lyapunov

V =
1

2
(q − q)TKp(q − q) +

1

2
q̇TM(q)q̇

Kp =


kp,1 0 0 . . . 0
0 kp,2 0 . . . 0
...

...
. . . . . .

...
0 0 0 . . . kp,n


Comme kp,i > 0, i = 1, . . . , n, on constate bien que V (.) est définie
positive au sens où V (q, q̇) > 0, ∀q 6= q, ∀q̇ 6= 0 et V (q, 0) = 0.
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Exemple : Robot Fonction de Lyapunov

Fonction de Lyapunov

V̇ = q̇TKp(q − q) + q̇T τ

En introduisant la loi de commande τ = Kp(q̄ − q)−Kdq̇ avec kd,i > 0,
i = 1, . . . , n et

Kd =


kd,1 0 0 . . . 0
0 kd,2 0 . . . 0
...

...
. . . . . .

...
0 0 0 . . . kd,n


nous avons

V̇ = q̇TKp(q − q) + q̇T (−Kdq̇ −Kp(q − q)) = −q̇TKdq̇ ≤ 0,

Ceci admet une généralisation avec des matrices définies positives
arbitraires Kp > 0, Kd > 0.
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Systèmes linéaires et Lyapunov

Systèmes linéaires et Lyapunov

Théorème
Soit ẋ = Ax ayant toutes ses valeurs propres λ de A (|λI −A| = 0) à
partie réelle strictement négative ( <(λ) < 0), alors pour toute matrice
Q > 0 (définie positive), il existe une matrice P > 0 (définie positive)
telle que

ATP + PA = −Q
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Systèmes linéaires et Lyapunov Démonstration de ATP + PA = −Q

Démonstration de ATP + PA = −Q

Comme < (λi(A)) < 0, i = 1, . . . , n, ‖eAt‖ → 0, lorsque t→∞.
En choisissant Q > 0 (une matrice définie positive)

‖etAT
QetA‖ ≤ c‖Q‖e2σt t ≥ 0, ∃σ < 0.

Ainsi,

P =

∫ ∞

0
etA

T
QetAdt

est bien définie.
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Systèmes linéaires et Lyapunov Démonstration de ATP + PA = −Q

Démonstration de ATP + PA = −Q

De plus,

ATP + PA =

∫ ∞

0

(
AT etA

T
QetA + etA

T
QetAA

)
dt

=

∫ ∞

0

d(etA
T
QetA)

dt
dt

= lim
t→∞

etA
T
QetA −Q

= −Q
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