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Potential flow
when is flow a potential flow? □

definition of flow potential □

definition of stream function □

Laplace equations □

Cauchy-Riemann equations □

circulation and vorticity □



FAQ

Is a potential flow inviscid?

vector identity: ∇2A=∇(∇ · A)−∇× (∇× A)

A potential flow is irrotational & incompressible



FAQ

Can there be vortices in a potential flow?
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Solid body rotation vs free vortex



Potential flow
streamlines and equi-ψ lines □



Potential flow
equi-ψ lines and equipotential lines □



Potential flow
Bernoulli □



Potential flow

Complex potential and it’s properties

definition of complex potential □

w̄= ?,
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dw
dz
= ?,

dw̄
dz
= ?,
�

�

�

�

dw
dz

�

�

�

�

= ?

w+ w̄= ?, w− w̄= ?,



Elementary potential flows

Uniform parallel flow



Elementary potential flows

Uniform parallel flow equipotential lines
streamlines
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Elementary potential flows

Potential vortex

In 2D:
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Elementary potential flows

Potential vortex equipotential lines
streamlines
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Elementary potential flows

Point source or sink



Elementary potential flows

Point source or sink equipotential lines
streamlines
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Elementary potential flows

Source-sink doublet



Elementary potential flows

Source-sink doublet equipotential lines
streamlines
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Elementary potential flows

Summary
w φ ψ

a. Uniform parallel flow U∞e−iα z U∞ (x cosα+ y sinα) U∞ (y cosα− x sinα)

b. Potential vortex −
iγ
2π

ln z
γ

2π
θ −

γ

2π
ln r

c. Point source or sink
Q
2π

ln z
Q
2π

ln r
Q
2π
θ

d. Source-sink doublet
µ

2πz
eiα µ

2πr
cos (θ −α) −

µ

2πr
sin (θ −α)

equipotential lines
streamlines



Elementary potential flows

Summary
w φ ψ

a. Uniform parallel flow U∞e−iα z U∞ (x cosα+ y sinα) U∞ (y cosα− x sinα)

b. Potential vortex −
iγ
2π

ln z
γ

2π
θ −

γ

2π
ln r

c. Point source or sink
Q
2π

ln z
Q
2π

ln r
Q
2π
θ

d. Source-sink doublet
µ

2πz
eiα µ

2πr
cos (θ −α) −

µ

2πr
sin (θ −α)

equipotential lines
streamlines



Combination of elementary potential flows

Source-sink dipole in free stream→ flow around cylinder

streamlines
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Combination of elementary potential flows

Source-sink dipole in free stream→ flow around cylinder

streamlines

−2 −1 0 1 2
−2

−1

0

1

2

x

y



Combination of elementary potential flows

Milne-Thomson circle theorem

Consider a flow field represented by the complex potential w(z). If a circle |z| = a is

placed into this flow field, the new complex potential g(z) of this flow field equals:

g(z) = w(z) +w

�

a2

z

�



Combination of elementary potential flows

Flow around cylinder
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Combination of elementary potential flows

Flow around cylinder

surface pressure distribution □
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Combination of elementary potential flows

Flow around cylinder

surface pressure distribution □

lift □



Combination of elementary potential flows

Flow around cylinder

surface pressure distribution □

lift □



Combination of elementary potential flows

Flow around cylinder

potential flow vs real life □



Combination of elementary potential flows

Flow around cylinder with lift



Combination of elementary potential flows

Flow around cylinder with lift

stagnation points □



Combination of elementary potential flows

Flow around cylinder with lift

surface pressure distribution □



Combination of elementary potential flows

Flow around cylinder with lift

surface pressure distribution □



Combination of elementary potential flows

Flow around cylinder with lift

lift □



Combination of elementary potential flows

Flow around cylinder with lift

D’Alembert □



Flow around cylinder with lift

Magnus effect

Flettner rotor □

Hef t  6~ 1 
6. 2. I925 ] 

wurde .  Das  E x p e r i m e n t  gab  dieser l ) be r l egung  
rech t .  Die W ~ n d e  des Versuchsger innes  u n d  a u c h  
de r  B o d e n  waren  v o m  m i t l a u f e n d e n  T t i che rn  be-  
deckt ,  so d a b  auch  hier  Ab l6sung  v e r m i e d e n  
werden  sollte. Doch  b r a c h t e n  diese fiber Ro l l en  
l a u f e n d e n  Tficher  sons t  viel  S t6 rung .  E i n e  AuG 
n a h m e  e iner  so lchen  S t r 6 m u n g  i s t  in  Fig. 16 
wiedergegebenl ) .  Ge legent l i ch  dieser  
Ver suche  i s t  auch  e inmaI  e in  e inze lner  
r o t i e r ende r  Zy l inde r  u n t e r s u c h t  worden,  
ohne  d a b  a l le rd ings  d a m a l s  viel  Ge- 
wich~ auf  diese Sache  gelegt  w o r d e n  
w~ire. Fig.  17 g ib t  die einzige e r h a l t e n  
geb l i ebene  A u f n a h m e  wieder .  Diese  
A u f n a h m e ,  die n a c h  der  yon  Prof.  AI~L- 
BORN in  H a m b u r g  a u s g e a r b e i t e t e n  Me- 
t h o d e  d u r c h  A u f s t r e u e n  y on  ]3~rlapp- 
s a m e n  auf  das  Wasse r  u n d  I31itzlicht- 
b e l e u c h t u n g  g e m a c h t  s ind,  w a r e n  t ech-  
n i sch  sehr  u n v o l l k o m m e n .  Sp~iter 
h a b e n  wir  die A u f n a h m e t e c h n i k  sehr  
ve rbes se rn  k6nnen .  Fig.  18 - -21  zeigt  
e ine y on  H.  RUBACH herges te l l t e  Bi lder-  
re ihe  aus  d e m  J a h r e  1913/14, die die 
Ab l6sungsvorg~nge  a n  Kre i s zy t i nde rn  
sehr  k la r  wiedergeben.  Man  sieht ,  wie .... 
Zun~ichst P o t e n t i a l s t r 6 m u n g  v o r h a n d e n  
is t ;  n u r  in  e iner  s c h m a l e n  Zone zeigt  
s ich  die b e g i n n e n d e  Rf i eks t r6mung .  
Das  W i r b e t p a a r  w~ichst n u n  r a sch  he ran ,  
g ib t  se inersei ts  da, w o e s  den  Zy l inder  
berf ihr t ,  A n l a g  zu s e k u n d ~ r e n  Ab-  
16sungsersche inungen  u n d  Wi rbe ln .  
Spl t ter  i s t  es yon  solchen Sekund/ i r -  
wi rbe ln  v6It ig  d u r c h s e t z t  u n d  wi rd  
i m m e r  unregelm~iBiger, f~illt schlieBlich 
urn, urn  e iner  p e n d e l n d e n  S t r 6 m u n g  m i t  
B i l d n n g  i m m e r  neue r  Wirbe I  P la t z  zu 
ma chen .  --  A u f n a h m e n  y o n  S t r 6 m u n g e n  
a n  r o t i e r e n d e n  Z y l i n d e r n  s ind d a m a l s  
n i c h t  g e m a c h t  worden.  I n  einiger  Zei t  
hoffe  ich  solche, wie a u c h  solche a n  Ab-  
s a u g e s t r 6 m u n g e n ,  n a c h h o l e n  zu k6nnen .  

W a s  n u n  die Erk l / i rung  ftir die E n t -  
s t e h u n g  de r  Z i r k u l a t i o n s s t r S m u n g  a m  
r o t i e r e n d e n  Zy l inder  bet r i f f t ,  die uns  zu 
e ine r  be f r i ed igenden  Theor ie  des Ma-  
gnusef fek t s  noch  fehlte,  so is t  diese d u r c h  
die v o r a u s g e h e n d e n  v o r b e r e i t e n d e n  Dar -  
l egungen  sehr  e in fach  geworden.  Bei  
genf igend s t a r k e r  R o t a t i o n  k o m m t  auf  der  
m i t l a u f e n d e n  Seite ke ine  Verz6gerung  und  d a h e r  
a u c h  ke ine  W i r b e l a b l 6 s u n g  zus tande ,  auf  der  
gegenl~tufigen Seite dagegen  b i lde t  s ich der  

1) Die kleinen %Virbelchen hinter  dem Zylinder- 
paar  s tammen aus der hier rascher als die iibrige StrO- 
mung laufenden Grenzschicht und haben mi t  die Ab- 
10sung erzeugenden "Wirbetn nichts zu tun.  _~hnlichen 
Ursprungs sind die yon den schneller als das VVasser 
laufenden W~nden hervorgerufenen wolkigen St6rungen 
zu beiden Seiten des mit  Lykopodium bedeckten 
Stromes. 

PRAI'gDTL: Magnuseffekt and Windkraftschiff. IOI 

"Wirbel, /~hnlich wie bei dem Zy l inde r  m i t  Ab-  
saugung.  F i i r  e ine d en  Zy l inde r  u n d  den  W i r b e l  
z u s a m m e n  umsch l ingende ,  ganz  in  der  f re ien 
S t r 6 m u n g  ve r l au fende  Lin ie  - -  a b e d a in  Fig.  22 - -  
i s t  die Z i rku l a t i on  noch  i m m e r  gleich Nul l ;  ffigt 
m a n  die zwe imal  in  e n t g e g e n g e s e t z t e m  S inn  
d u r c h l a u f e n e  Lin ie  b d h inzu ,  so wi rd  d a d u r c h  

Fig. 16. Zwei gegenl~ufig rotierende Zylinder. 

Fig. 17. Ein rotierender Zylinder. 

n i ch t s  ge/ indert ,  d a  der  H i n w e g  d en  H e r w e g  ge- 
r ade  au fheb t .  Aus  den  b e t r a c h t e t e n  W e g e n  lassen  
s ich abe r  zwei neue  geschlossene "Wege he r s t e l l en :  
a b d a u n d  c d b c. Die  le tz tere  Linie,  die den  ~Tirbel 
ffir sich a l le in  umsch l ing t ,  h a t  abe r  Z i rku la t ion ,  a lso 
muB die den  Zy l inde r  u m s c h l i n g e n d e  Linie  a b d ct 
die en tgegengese t z t  gleiche Z i r k u l a t i o n  h a b e n .  
Der  Wi rbe I  s c h w i m m t  m i t  de r  S t r 6 m u n g  fo r t  
u n d  die Z i rk u l a t i on  u m  den  Zy l inde r  b le ib t l ) .  

1) Man beachte, daB der Thomsonsche Satz in der 
tZeibungszone nicht gilt, daher  k6nnen geschlossene 
Linien, die irgendwo Fltissigkeitsmaterial durchsetzen, 

Nw. 1925. l~t 

96 PRANDTL: Magnuseffekt und Windkraftschiff.  Die  N a t u r -  
wisseaschaf ten  

U m  zu ve r s t ehen ,  was  mi~ diesen S t r 6 m u n g e n  
e r r e i ch t  ist,  mi issen  wi t  uns  n u n  m i t  der  D r u c k v e r -  
t e i l ung  in e iner  s t r 6 m e n d e n  idea len  Ft i i ss igkei t  be-  
fassen.  Zun~ichst i s t  zu sagen,  d a b  de r  .Druck an  

]Fig. 5. iJberlagerung zweier Str6mungen.  Aus den 
Stromliniensystemen I und I I  ents~eht dutch  Zeich- 
k ~ nung der Diagonalkurven das System III .  

e iner  u n d  "derselben Stel le  nach  a l len :Rich tungen  
h in  gleich ist, geradeso  wie dies in  e iner  r u h e n d e n  
Fl t i ss igkei t  der  Fa l l  ist. Der  D r u c k  an  zwei ver-  

w e g u n g s z u s t a n d  u n d  d e m  in de r  R u h e  ve r s t ehen .  
Dieser  Un te r s ch i ed  k a n n  pos i t i v  ode r  n e g a t i v  sein,  
ui id wir  sp rechen  in d iesem Z u s a m m e n h a n g  y on  
, ,~ )be rd ruck"  u n d  , , U n t e r d r u c k " .  \Venn  n u n  de r  
D r u c k  yon  i rgende iner  Stel le  A n a c h  e iner  Stelle B 
hin,  die beide  auf  derse lben  S t roml in ie  liegen, s t e t ig  
s inkt ,  so h a t  jedes k le ine  F l t i ss igkei t s te i lchen  h i n t e r  
s ich e inen  e twas  grSBeren D r u c k  als  vo r  sich, es 
wi rd  d a h e r  in  der  R i c h t u n g  s i n k e n d e n  Druckes  
vo rw~r t s  ge t r ieben,  besch leun ig t .  H a t t e  es bei A 
bere i t s  eine Geschwind igke i t  n a c h  B hin,  so wi rd  
diese auf  dem W'ege n a c h  B stXndig wachsen ;  h a t  
es u m g e k e h r t  in  B eine b e t r ~ c h t l i c h e  Geschwindig-  
ke i t  n a c h  A zu, so wi rd  es d u r c h  die en tgegen-  
s t e h e n d e n  D r u c k u n t e r s c h i e d e  ve rz6ger t  (es h a t  
d a n e r n d  vo r  sich e inen  e twas  gr6Beren D r u c k  a ls  
h i n t e r  sich). ~Vieder i s t  es so, d ab  die Geschwindig-  
ke i t  bei  B ,  w o  der  D r u c k  k le iner  ist, g r6ger  is t  als  
bei A.  Die r echner i sche  D u r c h f i i h r u n g  ftir eine 
station~tre (d. h. ze i t l ich  g le ichble ibende)  S t r 6 m u n g  
in de r  idea len  Fl i i ss igkei t  f i ih r t  zu der  Bez iehung ,  
d a b  die S m n m e  aus  d em D r u c k  p u n d  de r  GrSBe 

V x 
o - (9  =- Dich te  = ~[asse der  Vo lumeinhe i t ,  ~ 

2 
Geschwindigke i t )  auf  e iner  S t roml in i e  k o n s t a n t  
ist .  Diese von  D. BERNOULLI 1738 aufges te t l t e  

Fig. 8. KugeI unter  dem EinfluB der Schwere. 

Fig. 7. 
Fig. 6 u. 7. Zirkulat ionsstr6mungen,  aus Fig. 3 u. 4 

dutch  Uberlagerung entstanden.  

s eh i edenen  Ste l len  i s t  abe r  im a l lgemeinen  ver-  
sch ieden  grog. W i r  wol len  yon  d e m  E i g e n g e w i c h t  
de r  Fl t i ss igkei t  absehen ,  was  d a r a u f  h i n a u s k o m m t ,  
d a b  wir  u n t e r  d e m  Druck ,  yon  d e m  wi t  h ie r  reden,  
n u r  den  U n t e r s c h i e d  zwischen  deml D r u c k  i m  Be-  

Beziehung,  die v ie l fach  , ,Bernoul l i sches  T h e o r e m "  
g e n a n n t  wird, h~ingt na t t i r l i ch  eng  m i t  dem Energ ie -  
sa tz  de r  P u n k t m e c h a n i k  z u s a m m e n .  L~il3t m a n  in  
e iner  g l a t t e n  R inne ,  Fig.  8, e ine Is:ugel h e r u n t e r -  
rollen,  so i s t  a m  t i e f s t en  P u n k t  die Geschwind igke i t  
a m  grt~f3ten, a m  h 6 c h s t e n  a m  kle ins ten ,  u n d  es i s t  

V 2 
h q- 2-g = const  (g = E r d b e s c h l e u n i g u n g ;  wie zu 
e rwar ten ,  sp ie l t  der  D r u c k  bei  de r  S t r 6 m u n g  die- 
selbe Rolle,  wie h ier  die H 6 h e  (h)! 

In  den  s t a t ion t t r en  P o t e n t i a l s t r 6 m u n g e n  i s t  
V 2 

i ibr igens  p + ~ 2 n i c h t  n u r  l~ngs einer  S t roml in ie ,  

s o n d e r n  im ganzen  S t r6 inu ngsgeb i e t  k o n s t a n t .  
W i r  w e n d e n  diese K e n n t n i s  n u n  auf  die StrS- 

m u n g e n  von  Figg. 3, 6 u. 7 an.  Amt P u n k t e  A dieser  
S t r 6 m u n g e n  k o m m t  die Fl i i ss igkei t  ffir e inen  Augen-  
bl ick vSll ig zur  Rnhe ,  h ie r  muB also n a c h  dem 
Bernou l l i schen  Theo r i em der  D r u c k  am gr613ten sein, 

V ~ 
u m  ~ 2-- gr6Ber als in  d e m  u n g e s t 6 r t e n  S t r o m  (~ enn  
V die Geschwind igke i t  des  un ges tS r t en  S t r o m s  
r e l a t i v  zu unse re ln  K 6 r p e r  ~- oder  in  ande r e r  Auf-  
f a s sung  die Geschwind igke i t  des I (6 rpers  r e l a t i v  
zur  r u h e n d e n  Luf t  - -  ist).  A n  der  Stelle B, wo uns  
das  Zusammendr~ tngen  de r  S t roml in i en  das  Maxi -  
m u m  der  Geschwind igke i t  anzeigt ,  i s t  de r  l ) r u c k  
am. k le ins ten .  Der  D r u c k  bei C wieder  i s t  so grog  



Flow around cylinder with lift

Magnus effect

2

Flettner rotor with Thom-disks

Å

Å

https://youtu.be/crKwlbwvr88?feature=shared
https://youtu.be/QtP_bh2lMXc?t=23


Flow around cylinder with lift

Magnus effect



Summary
Source-sink doublet in free stream Source-sink doublet in free stream + vortex

w U∞

�

a2

z
+ z

�

U∞

�

a2

z
+ z

�

−
iΓ
2π

ln z

Vθ −2U∞ sin(θ ) −2U∞ sin(θ ) +
Γ

2πa

Cp 1 − 4sin2(θ) 1− 4sin2(θ)−
�

Γ

2πaU∞

�2

+ 2sin(θ )
Γ

πaU∞

L , D 0, 0 −ρU∞Γ , 0
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√

√ µ
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Conformal mapping

A conformal mapping function is an analytical function that preserves the local an-
gle (but not necessarily lengths) and whose derivative is non-zero everywhere

see Matlab live script ConformalMappingExamples.mlx
for examples of conformal mappings



Conformal mapping

A conformal mapping function is an analytical function that preserves the local an-
gle (but not necessarily lengths) and whose derivative is non-zero everywhere

z = ζ +
a2

ζ
Joukowski transform:

−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

ξ

η

−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

x

y

see Matlab live script
ConformalMappingJoukowski.mlx



Joukowski airfoils
are airfoils that results from transforming a circle using a conformal mapping of the form:

z = ζ+
a2

ζ

z = x + i y is the complex coordinate in the airfoil plane, ζ = ξ+ iη is the complex coordinate in the circle plane.

The inverse transformation is: ζ=
1
2

z ±
�

�

1
2

z
�2

− a2

�1/2



Joukowski airfoils
are airfoils that result from transforming a circle using a conformal mapping of the form: z = ζ+

a2

ζ

ζ0(−R, 0) (R, 0)

(0,−R)

(0, R)

ξ

η

x

y



Joukowski transformation of the flow field z = ζ+
a2

ζ

w(ζ) = U∞ζe−iα +U∞
a2

ζ
eiα w(z) = w(ζ(z))
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Kutta condition Γ =?

w(ζ) = U∞ζe−iα +U∞
a2

ζ
eiα −

iΓ
2π

lnζ uz − ivz =
dw
dz
=

dw
dζ

dζ
dz
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Kutta condition





Joukowski airfoils with camber
Now consider a circle with radius R that is shifted along the imaginary axis such that the centre of the circle is
now at ζ0 = (0,λ). The circle coordinates are ζcirc = λi + R eiθ = r(γ)eiγ

ζ0 = (0,λ)

ζ3

ζ1

ζ4

ζ2

R

r

γ

??
ξ

η

(−?,0) (?, 0)

z1 z2

(0, ?)

x

y



Joukowski airfoils with camber

ζ0 = (0,λ)

R

r

γ

aa
ξ

η

(−2a, 0) (2a, 0)

z3

x

y



Joukowski airfoils with camber
The complex potential of the flow around a cylinder with origin in ζ0 and radius R in a uniform inflow with an
angle of attack α can be written as:

w(ζ) = U∞(ζ− ζ0)e−iα +U∞
R2

(ζ− ζ0)
eiα − i

Γ

2π
ln (ζ− ζ0)



Joukowski airfoils with camber

ζ0 = (0,λ)

R

r

γ

aa
ξ

η

a+ iλ
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