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limites bidimensionnels

Prof. F. Gallaire



Exemples de problemes 2D a variable
scalaire

o Déformée transversale d'une membrane tendue
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Exemples de problemes 2D a variable
scalaire

e Torsion d'un barreau non circulaire (analogie de la membrane)

M, moment
de torsion

[ a
. , @ fonction de
contrainte
— G module de
glissement
W 6@ angle de
y F(y, 2) torsion unitaire

w Ty Txz contlrlaintes de
2 2 cisaillement
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Exemples de problemes 2D a variable

scalaire

e Ecoulement irrotationnel plan incompressible

Y (X, )

—

Y fonction de
courant

¥, fonction de

w T X courant imposée
_»5 V,, V, vitesses de
— ] v=o0 LY =Y, 'écoulement
= 0¥ /oy
y vy = —0%¥/0oX

0% + 0 _ 0 dans @
ox%  0y? équation de Laplace
¥ =Y, sur o



Probleme modele du transfert-chaleur
par conduction

Ws wy

a

y T[W:ﬂWuEﬂWs

U température
X q, pu flux d’énergie-chaleur

042, 0¢2_ frontieres a température
ou flux imposé

Milieu bidimensionnel soumis a un transfert-
chaleur par conduction (régime permanent)



Formulation forte du probleme

e Principe de conservation (bilan des flux d’énergie-chaleur
dans un volume de contréle d.{2)

Flux interne d’énergie-chaleur pénétrant

Flux interne d’énergie-chaleur absorbé
(dégagé€) par un puits (source) surracique

ru/ )\ \@ de chaleur proportionnel a la température
Flux interne d’énergie-chaleur dégagé

(absorbé) par une source (puits) surtacique
dW = dx dy de chaleur indépendante de la température

Signe des flux internes
d’énergie-chaleur




Formulation forte du probleme

e« Equation d'équilibre

Wy

o flux (vecteur)
linéique de chaleur

pérateur de
derlvat|on

X

(VT30 ) + plx, ) U, ) = 9, 7)
AVT = div

V = [alox, aloy]T dans £2



Formulation forte du probleme

e Loi de comportement (loi de Fourier)
o(x,y) =— kx,y) Vu(x, y)

k  coefficient de conductibilité thermique
Vu gradient du champ de température

A Linéarité du gradient de température

o Séparation de la frontiere en limites essentielle et naturelle
02 = 0£2, L 042
D =00 N o2,



Formulation forte du probleme

o Conditions aux limites essentielles sur le bord 042,

Ws u==au

X u(s) = a(s) Vseo
U(s) température fixée




Formulation forte du probleme

» Conditions aux limites naturelles sur le bord 0(2_

&=ru—t=r(u—i;)

82,

N opérateur des cosinus
directeurs de n

N =1n, nJ'
o(s) flux normal

1 N normale extérieure
X r(s), t(s) fonctions données

N o(s) = 6(s) = o(s)-n = r(s)u(s) —t(s) Vs e o2,




Formulation forte du probleme

e Forme forte 0Q, - u=u

directionnelle

ue C¥D) : VI(-xVu) + pu = q dans 2
u==u sur 002,

N' (- «Vu) = —xVu-n = — «{(6u/on)
= ru—t surog2;



Formulation forte du probleme

e Forme forte 0Q, - u=u

Q. c=ru—1
UECZVT(—KVU)+,OU:C| dans 2
a=-0oupn U=U sur 0€2,

N' (- xVu) = —xVu-n = — x(éul/on)
= ru—t suroQ,



Formulation forte du probleme

e Forme forte 0Q, - u=u

Régularité des 0, 0=ru—t
fonctions

ueC¥D) : VI(-xVu) + pu = q dans 2
u=-=ya4 sur 042,

N' (- xVu) = —xVu-n = — x(éul/on)
= ru—t suroQ,



Forme intégrale du probleme

e Forme intégrale

IQ[VT(—KVU) + pu — gl dudxdy = O

oU température virtuelle

e Rappel de quelques formules d’analyse vectorielle pour
intégration par parties du terme j [VT (— xVu)] du dx dy
Q

Divergence du produit du vecteur — kK VU par le scalaire ou
VI[(-xVu)ou] = uVT (- xVu) + (- x«Vu)' Véu
= MV (—xVu))= V' [(- xVu) du] + («Vu)' Véu



Forme intégrale du probleme

e Forme intégrale

IQ[VT(—KVU) + pu — gl dudxdy = O

oU température virtuelle

e Rappel de quelques formules d’analyse vectorielle pour
intégration par parties du terme j [VT (— xVu)] du dx dy
Q

Divergence du produit du vecteur — kK VU par le scalaire ou
VI[(-xVu)ou] = uVT(-xVu) + (- xVu)' Véu
= VT (- xVU) =¥ [(- xVu) D+ (k VU)T Vel
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Forme intégrale du probleme

Rappel de quelques formules d’analyse vectorielle (suite)

Théoreme de la divergence
(- xVu) aulxdy = | [(- & Vu) ] -ds
- [(— «Vu) du] -nds
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Forme intégrale du probleme

o Rappel de quelques formules d’analyse vectorielle (suite)

Theoreme de la divergence
J, VT I xvu) dildxdy = | [ xVu) & -ds
= I&Q [(— x«VUu) au] -nds

o Intégration par parties (théoreme de Green — formule de Gauss)

1- ] —
IQ [« (Vu)' Vou + pu du] dxdy jm®u5uds

Théoréme de — qoudxdy =0 Vd
la divergence "0
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Forme intégrale du probleme

o Rappel de quelques formules d’analyse vectorielle (suite)

Théoreme de la divergence
J, VT I xvu) dildxdy = | [ xVu) & -ds
= I&Q [(— x«VUu) au] -nds
o Intégration par parties (théoreme de Green — formule de Gauss)

T I _ T
J lk(Vu)TVa + pudi]dxdy — £ NTVu s ds

~— [ gsudxdy =0 V éu
P



Forme intégrale du probleme

e Prise en compte des conditions aux limites

—Jf xkNTVuodouds ..
002

.- xNT Vu du ds —j xNTVuaduds ..
0Ly 00



Forme intégrale du probleme

e Prise en compte des conditions aux limites essentielles
. xkNT Vu du ds

.
Q. —-j—xeNT—Vu-éu-da-—_[ «NTVu&uds ..
oLy - 02

Température ¥ —4%-3M 0L,
virtuelle :> sur 042,

"thermiquement”
admissible
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Forme intégrale du probleme

e Prise en compte des conditions aux limites naturelles
.- kNT"Vuasuds ..

.
—HNM%—j «NTVu duds ..
a.Qu aQG

NT (- xVu)
=(r(s)u(s) —t(s)) sur 02_



Forme intégrale du probleme

Prise en compte des conditions aux limites
- xkNTVududs ..

.
—HNM%—j «NTVu duds ..
a.Qu aQG

NT@KVU)
=(r(s)u(s) — t(s)) sur 02
- jQ [ (VU)T VU + pu du] dx dy
@rut)auds - [ adudxdy =0 ¥
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Formulation faible du probleme

o Forme faible du transfert-chaleur par conduction
ue U: IQ [« (VU)T VAU + pu du] dx dy
+ j ru du ds
0025

:j q5udxdy+j touds VoueV
0 002,

e Classes des fonctions admissibles U et V
U = {ulx,y)|u(x,y) € HY() ; u(s) = l(s), Vs € 042}
V = {aux,y)|ou(x,y) €e HY(£); du(s) =0, Vs € 02}
H(Q) = {u]u e L?(Q); oulox € LA(L) ; ouloy € LA(2)}



Formulation faible du probleme

o Forme faible du transfert-chaleur par conduction
ue U: IQ [« (VU)T VAU + pu du] dx dy
+ j ru éu ds
025

:j q5udxdy+j touds) VoueV
0 005

. . Conditions
e Classes des fonctions admissibles U et V' essentielles

U = {u(x, y) [u(x, y) e HY() v s 002}
V = {au(x,y) | du(x,y) e H{(£) ; du(s) =0, Vs € 002}
H() = {u|u e L) ; oulox e L%(£) ; ouloy e L*(0)}



