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Exemple d’application 2D de la
methode des elements finis

=
s

u=0

a

P

Distribution des températures sur une plaque carrée dont
le quart est subdivisé en quatre éléments finis identiques



Exemple d’application 2D de la
meéthode des élements finis

e Forme forte du probleme

-k (TuMin) =0 <—3><

W

ueC*) : VI(-xVu) = q dans .2

u=2~20 su
—x(ou/on) = 0 su
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Exemple d’application 2D de la
methode des elements finis

e Forme faible du probleme

y u=~0
/ q
Ay
YYVY
e
—k (TuMin) = oM

W
uel: j [ (Vu)T V&u] dx dy
j goudxdy VeV

U = V:{W|WeH1(Q),W—Osu
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Exemple d’application 2D de la
methode des elements finis

e Forme faible discrete du probleme

Kg=r (q=6G, VK | (X Vi) € 0020 =042))
A

4
K = A@ r = A°r
e=1

e=1
e Matrice élémentaire de conductivité
°K = jeQeK[(aeHT/ax) (6°H/ox)
+ (6°"HT/oy) (6°H/oy)] dx dy

e Vecteur élémentaire des sources d’énergie-chaleur

°r = LQGHT °q dx dy




Exemple d’application 2D de la
meéthode des élements finis

e Forme indicielle de la matrice de conductivité *K

ki = K [(8°hi/éx) (8°hi/ox)
+ (¢°hidy) (6"hi/oy)] dx dy
Matrice
A jacobienne : hi 168)
d
O + o°hloy)] & d&d
@Ehioy) @ hyoy)] & dedn
— [e a
_ @‘ g Niloc) ej = de

N Gah)
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Exemple d’application 2D de la
meéthode des élements finis

e Forme indicielle du vecteur des sources d'énergie-chaleur ér

er. = “h- eq dx dy
| @ |

: Matrice
°] = de A jacobienne
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Exemple d’application 2D
méthode des éléments finis

e Réseau d'éléments finis

de la
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Exemple d’application 2D de la
methode des elements finis

e Tableau de connectivité

W

numeérotation
globale des neeuds

numérotation
locale des neeuds

\

A 4 éléments finis identiques

= Calcul uniguement des
contributions dues a (2

W
% —
5
4

O WN ﬁ
~ oo Ul A §
0 O o Ul §

WP

21/12/2017 -142-



Exemple d’application 2D de la
methode des elements finis

e Transformation de coordonnées relative a I'élément 1.2

4

n

3
Q @ T g al2
RN " s
X ® Op
"W \ a/?
O O, 'w
O o 17
1 2
. X = @2, + @2)°hy = 1+ 9 @)

y = (@/2)°*h; + (a/2) *h, = (1 + ) (a/4)



Exemple d’application 2D de la
meéthode des élements finis

e Jacobien et matrice jacobienne

X = (1+ & (a/4)
y = (1+17)(a/4)

oxlo¢ =(aid) oxlon = 0 oylog = 0 oylon =(al)
i = - e /N

ol el
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Exemple d’application 2D de la
meéthode des élements finis

e Dérivées des fonctions de base

1J—1 _ @ @
0 (4/a
X ag an a ag
ohy 0% T 4 0%,
oy o0& & on a on
A Pas de distorsion géométrique de I'élément
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Exemple d’application 2D de la
meéthode des élements finis

e Calcul des composantes de la matrice de conductivité

= eK[(ah(ah
'+ (a(a oy dsdy

a erc [(0 h?(@ h’
G ‘. dedy
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Exemple d’application 2D de la
methode des elements finis

e Calcul des composantes de la matrice de conductivité

ky = [, ex[(@hiox) @hyox)
“ + (&°hioy) (@hay) e e dn

J

= € an. an
LQ x [(8*n/0d) (°hilad) e

+(&hion) @hfon] —|7¢|dédn



Exemple d’application 2D de la
methode des elements finis

e Calcul des composantes de la matrice de conductivité
ki = jaQeK[(éehilﬁx) (8°h,/ox)
+ (¢"hi/dy) ("hiloy)] & d&dy

[, _ex[(@nfod) (°hfod)
“ +(@njon) (@hjon)] /g % dedn

[, _ex[(@nfod) (°hfod)
“ + (&°hon) (@hJon)] dgdy



Exemple d’application 2D de la
meéthode des élements finis

e Calcul des composantes de la matrice de conductivité (suite)

o = [, wl(@ngog?+ @hdony1dedy
4
Ch)=-9a-ni | |

o°h,Joé = (n—-1)/4
o*hyfon = (&-1)/4 W

O
1 2

+1 ¢+l K 5 @
_[_1 _[_1 E[(U—l) +d§d77 = 2«13

(1/3+1)x2x2 (1/3+1)x2x2
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Exemple d’application 2D de la
methode des elements finis

e Calcul des composantes de la matrice de conductivité (suite)

iy = Tky = - 16 iy = Tky = - &3

Ky = Ky = — 6

Ky, = 2413 Ky = Ky, = — k16
22 23 Cy

Koy = Ky = — K13

Kyy = 2413 Koy = Ky = — k16
33 34 = 43 —

'K, = 2413



Exemple d’application 2D
méthode des éléments finis

e Matrice élémentaire de conductivité

K = 2K = 3K = “K =

K
6

de |3
(4 -1
~1 4
-2 -1
-1 -2

-2
-1
4
-1

-1

-2

-1
4

Termes indépendants de la géométrie
= géomeétrie particuliere (carre)




Exemple d’application 2D
méthode des éléments finis

e Assemblage de la matrice
de conductivité globale

1k = X
6
W W
1 1
2 2 B
3 c 4 -1
4 4 -1 4
K - X~
6|-1 -2
-2 -1

de la

—1

~1 -2
4 -1 -2
~1 4 -1
2 -1 4
-2
-1
-1
4

(1)
2)
3)
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()
(6)



Exemple d’application 2D
meéethode des eléments finis

e Assemblage de la matrice
de conductivité globale

wWow
HE S
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Exemple d’application 2D de la
methode des elements finis

. Assemblag_e _de, la matrice "4 CD) -2 -1
de conductivité globale e _K[-1 4 -1 5
6|-2 -1 4 -1
wow -1 -2 -1 4|
1 1
2 2 [
= = 4 (-1) ... -1 -2 .. (1)
4 4 -1 4 -2 -1 .. (2)
3
K_X (3)
6|-1 -2 4 -1 .. (4)
-2 -1 -1 4 .. (5)
(6)




Exemple d’application 2D
meéethode des eléments finis

e Assemblage de la matrice
de conductivité globale

3 ¢
W w
% 4 -1
-1 4
o K|
6|-1 -2
-2 -1
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Exemple d’application 2D de la
methode des elements finis

. Assemblag_e _de, la matrice "4 -1 -2 1]
de conductivité globale e _K[-1 4 -1 5
6|-2 -1 4 -1
wow -1 -2 -1 4|
1 1
2 2 [
2 e 4 -1 ... -1 -2 .. (1)
4 4 -1 4 -2 -1 .. (2)
3
K_X (3)
6|-1 -2 4 -1 .. (4)
-2 -1 -1 4 .. (5)
(6)




Exemple d’application 2D de la
meéthode des élements finis

e Assemblage de la matrice "4 -1 —2 1]
de conductivité globale 1 cl-1 @ -1 -2
K=%l-2 1 4 -1

-1 -2 -1 4|

W w
@ C? 4 -1 ... -1 -2 .. (1)
4 4

-1 (® -2 -1 . (2)

I (3)
D B R 4 -1 .. (4)
—2 -1 -1 4 .. (5)

(6)
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Exemple d’application 2D
méthode des éléments finis

e Assemblage de la matrice
de conductivité globale

1k = X
6
W W
1 1
2 2 B
8 g 4 -1
4 4 -1 4
K - X~
6|-1 -2
-2 -1

de la

—1

~1 -2
4 (CD -2
~1 4 -1
2 -1 4
-2
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Exemple d’application 2D
meéethode des eléments finis

e Assemblage de la matrice
de conductivité globale

W w
56 (u
® O
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Exemple d’application 2D
meéethode des eléments finis

e Assemblage de la matrice
de conductivité globale

K
YRR YY

1 1 -
@ é 4 -1
1 4

AR
6| -1 -2
_2 -1
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Exemple d’application 2D
méthode des éléments finis

e Assemblage de la matrice
de conductivité globale

1k = X
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Exemple d’application 2D
méthode des éléments finis

e Assemblage de la matrice
de conductivité globale

1k = X
6
W W
1 1
2 2 -
3 c 4 -1
4 4 1 4
AR
6| -1 -2
A Symétrie -2 -1

de la
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Exemple d’application 2D
meéethode des eléments finis

e Assemblage de la matrice
de conductivité globale

5%
W W
1 1
2 2 B
3 c 4 -1
o o 1 4
K|
6| -1 -2
-2 -1
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Exemple d’application 2D de la
meéthode des élements finis

* Assemblage de la matrice de 4 -1 -2 -1
conductivité globale (suite) 2 K|-1 4 -1 -2

6|l-2 -1 4 -1
W AW Termesdusal® |-1 -2 -1 4

)
:@4 -1 %G% -2 g
il oo . o
QD12 Q@s 1 @

-1 4 (6)

A WN -
OITowiN
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Exemple d’application 2D

méthode des éléments finis

e Assemblage de la matrice de conductivité globale (suite)

4
-1

-1
-2

-1
4+4 -1
-1 4
~2

~1-1 -2
2 -1

-1
-2

4+4

-1-1 4+4+4+4

-1
-2

-2
-1-1
-2
-1-1

-1-1
-2
-1-1
-2

de la

~2
-1
1 -2
~1-1 -2 -1-1 -2
4+4 |
4 -1
—2 -1 4+4 -1
-1 1 4




Exemple d’application 2D de la
meéthode des élements finis

e Assemblage de la matrice de conductivité globale (suite)

21/12/2017

@ D D 9 '
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Exemple d’application 2D de la
méthode des éléments finis

e Assemblage de la matrice de conductivité globale (suite)

21/12/2017
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Exemple d’application 2D de la
méthode des éléments finis

e Assemblage de la matrice de conductivité globale (suite)

@ D D 9D
D@D @ CcID 2
D @ QD OO
D D oD D A
<= 512 D ADEID+ D1 QD1 -2
€2 D CD-1 (4r4 ~2 -1
D O ® D
D DL 2 DO 1
~2

-1 -1 4




Exemple d’application 2D de la
méthode des éléments finis

e Assemblage de la matrice de conductivité globale (suite)

® D D D

QDQOOD @ D
D O® €2 D

D D C3ED D D
QD QD2 D@D 4 CIr1 QD1 -2
€2 D Ch1 @4 2 -1

D OO @ D
€> (G 2 OD@4 -1

~2 1

-1 -1 4




Exemple d’application 2D de la
methode des elements finis

e Matrice de conductivité globale

4 -1 0 -1 -2 0 0 0 0
-1 8 -1 -2 -2 -2 0 0 0
0 -1 4 O -2 -1 O 0 0
-1 -2 0 g8 -2 0 -1 -2 O
K=2|-2 -2 -2 -2 16 -2 -2 -2 —2
0 -2 -1 0 -2 8 o -2 -1
0 O -1 -2 O 4 -1 O
0 o -2 -2 -2 -1 8 -1
0 0 o -2 -1 0 -1 4

o O O O




Exemple d’application 2D de la
meéthode des élements finis

e Matrice de conductivité | 8

globale réduite
Prise en compte des 5
conditions aux HH
limites essentielles 2 {

-k (fluffin) =0 %V/

_ W
¢ -1 -1 -2 A

k|-1 8 -2 —2| gsyppression des
61-1 —2 8 _2| lignes et colonnes

3,6,7,8et9
—2 -2 -2 16
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Exemple d’application 2D de la
methode des elements finis

e Calcul des composantes du vecteur des sources
d'energie-chaleur

er. = LQ *h.eqejdedny = LQ *h. °q (a2/16) dngdn

4 3
O O

Iy, = _LQq (a2/16) d&d 7 X

Ch)= a-aa-na |
&, s
T @ _@._dgdn = qa?/16

1x2x2
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Exemple d’application 2D de la
methode des elements finis

e Calcul des composantes du vecteur des sources
d'énergie-chaleur (suite)

lr, = ga?/16
lr, = ga?/16
r, = ga?/16

e \Vecteur élémentaire des sources d'énergie-chaleur

2
Justification
du résultat

= 2% g9 1137
16 b) b) b)



Exemple d’application 2D de la
methode des elements finis

e Assemblage du vecteur global des sources d’énergie-chaleur
2

a
r = ql—6{1’ 141, 1, 141, 1414141, 141, 1, 141, 1}7

N
rove |
U1 o Wik $)
~oo s | =
vomo | =




Exemple d’application 2D de la
meéthode des élements finis

e Assemblage du vecteur global des sources d’énergie-chaleur

2
r = %@@1, U(D(D 14141, 141, 1, 141, 137
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Exemple d’application 2D de la
methode des elements finis

e Assemblage du vecteur global des sources d’énergie-chaleur
2

a
r= ql—6{1, 1€101)1+1, 1€131+1(131, 1, 141, 137

N
rove |
U1 o Wik $)
~oo s | =
vomo | =




Exemple d’application 2D de la
meéthode des élements finis

e Assemblage du vecteur global des sources d’énergie-chaleur

2
r = %{1, 1+1, 1, 1€0)1+1€031, 1+1(Af1)1, 1}
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Exemple d’application 2D de la
methode des elements finis

e Assemblage du vecteur global des sources d’énergie-chaleur
2

a
r = ql—6{1’ 1+1, 1, 1+1, 1+1+1-+1, 1+1. 1, 1+1. 127

N
rove |
U1 o Wik $)
~oo s | =
m@mmﬁ‘




Exemple d’application 2D de la
methode des elements finis

e Assemblage du vecteur global des sources d’énergie-chaleur
2

a
r = ql—6{1’ 141, 1, 141, 1414141, 141, 1, 141, 1}7

N
rove |
U1 o Wik $)
~oo s | =
vomo | =

e Vecteur global des sources d'énergie-chaleur
2

ga
r= 454121242121}



Exemple d’application 2D de la
meéthode des élements finis

e Vecteur global réduit des sources d'énergie-chaleur
Prise en compte des
conditons aux | 8
limites essentielles

Suppression des + + 5
lignes 3,6, 7, 8 et 9
z

—k (Tu/fn) = o%
) w

= 2 {1,2,2,4)7
I’_16 ) &y Ly
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Exemple d’application 2D de la
meéthode des élements finis

e Systéme d'équations réduit || k 8
K@= |W

a
Températures aux / +Hy’>
nceuds 1, 2, 4 et 5 %Cﬁ 2

_k (u/fin) = 0

— - N

4 -1 -1 -27(q 1
-1 8 -2 -2l ga® | 2
6| -1 -2 8 —2|lqu[ " 16 |2
~2 -2 -2 16 ||gs 4
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Exemple d’application 2D de la
methode des elements finis

e Solutions du systeme d'équations
q, = 870a?/(280x)
0, = 279a%/(112«x)
4, = 279a%/(112«)
0s = 27qa?/(140x)

o Distribution des températures
2

a
uh(x, y) = qT [0.3107 hy(x, y) + 0.2411 h.(X, y)

0.2411 h,(x, y) + 0.1929 h.(x, y)]



Exemple d’application 2D de la
methode des elements finis

e Allure de la distribution des températures - ,
solution approchée
Y uh(x, y)

,.
N Ay S

/L

9

./

O 9




Exemple d’application 2D de la
methode des elements finis

kuix, 0)

qa?
0.40 | solution

a quatre éléments

bilineaires solution

035 4 ™, aun élém_ent

biquadratique Allure de |a
030 - S :

i / » distribution des
S, solution s
025 - exacte temperatures pour
divers reseaux
0.20 -
0.15 - solution
a un élément
bilinéaire K
0.10 - solution
a seize éléments
bilinéaires
0.05
xla
0. \ \ I I )




Exemple d’application 2D de la
methode des elements finis

h
K Gul(x, 0)/dx solution
qa a un eélement
02 - biquadratique solution

a qualre éléments
bilinéaires
/ Allure du gradient de

- température pour
Sexacte. divers réseaux

solution
a seize éléments
bilinéaires
—0.6
xla
—0.8 T T \ T \

0. 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0



Exemple d’application 2D de la
methode des elements finis

e Discussion des résultats et commentaires

Bonne précision des résultats pour les réseaux a 2x2 et
4x4 éléments finis bilinéaires

Précision assez faible des résultats pour les réseaux a
1x1 élément fini bilinéaire ou biquadratique

Gradient de température discontinu

Distribution peu précise du gradient de température,
mais valeurs moyennes correctes au centre des arétes
des éléments



