Méthode des éléments finis

Formulation intégrale des problemes aux
limites bidimensionnels

Prof. F. Gallaire



Exemple d’application 2D de la méthode
des éléments finis
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Distribution des températures sur une plaque carrée dont
le quart est subdivisé en quatre éléments finis identiques



Exemple d’application 2D de la méethode des
éléments finis

e Forme forte du probleme
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Exemple d’application 2D de la méethode des
éléments finis

e Forme faible du probleme

r/qum u=0
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Exemple d’application 2D de la méthode
des éléments finis

e Forme faible discrete du probleme
Ka=r (q=6 Ykl (x y)ednro0,)

4 4
K= r= Afr
e=1 e=1

e Matrice élémentaire de conductivité

K= [ exl@HT/ox) (0°H/ox)
+ (0°H/dy) (0°H/dy)] dx dy

e Vecteur élémentaire des sources d'énergie-chaleur

er = _[e;HT eq dx dy




Exemple d’application 2D de la méethode des
éléments finis

e Forme indicielle de la matrice de conductivité *K
k; = [(8°h,/0x) (8°h,/ox)
+(8°h,/dy) (6°h;/dy)] dx dy

A }\gigﬁiﬁnne /ag)
- b a h /ax) @
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Exemple d’application 2D de la méthode
des éléments finis

e Forme indicielle du vecteur des sources d'énergie-chaleur er

er, = ,equdy

: Matrice
° = dEt A jacobienne
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Exemple d’application 2D de la méethode des

éléments finis
e Réseau d’éléments finis
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Exemple d’application 2D de la méethode des
éléments finis

e Tableau de connectivité

W

numérotation
globale des neeuds

numeérotation
locale des neeuds

— -

rOINR | =
owNn | =
~No U s | =
oo | =

OB

4 élements finis identiques

= Calcul uniguement des
contributions dues a (2,
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Exemple d’application 2D de la méthode
des éléments finis

e Transformation de coordonnées relative a I'élément 1.2
n

4 3 y
Q @ T al2 _
- 5
X O O—
L O O, W X
O O—
1 2
o X = (0/2)%hy + (a/2)hy = (1+ ) (e/4

y = (a/2)°h; + (a/2)°h, = (1 + 1) (a/4)



Exemple d’application 2D de la méthode
des éléments finis

e Jacobien et matrice jacobienne

x = (1+&) (a/b)
y = (1+n)(a/8)

ox/0& =(a/8) ox/on = 0 8y/of = 0 dy/on =(a/4
j = @DE) - 116 N\
13_ o} 1\]_1:{4/& o}

0 (al4 0 4/a
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Exemple d’application 2D de la méethode des
éléments finis

e Dérivées des fonctions de base

0 (4/a)
- G- s
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Sy gy 4o
oy o0& & on a on

A Pas de distorsion géométrique de I'élément
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Exemple d’application 2D de la méthode
des éléments finis

e Calcul des composantes de la matrice de conductivité

ky = [ exl(&h/0x) )°hifo

j .[QK @+(ée(@eh§dn
L exc [(0° h

2 L0 ‘(a h‘ N Edn

= [, xS h/0g) @h/09
+(0h/on) (O h/om)] d& dy

-----



Exemple d’application 2D de la méethode des
éléments finis

e Calcul des composantes de la matrice de conductivité (suite)

ax[(a@az+(@@n)]dédn n
- (1-gn-ma [

d’h,/0& = (n-1)/4
o°h,/on = (£-1)/4 i

+1 ) @ Q
j jl E{(n 1) +’d77 = 2x/3

(1/341)x2x2 (1/3+1)x2x2

-147-
15/12/2021



Exemple d’application 2D de la méthode des

eléments finis

e Calcul des composantes de la matrice de conductivité (suite)

'k, = ‘ky, = — K/6 ks = ‘kyy = — /3

1k14 = 1k41 = — k/6

'k,, = 2K/3 Ky = kyy = — K76
Ky = kyy = = /3

1 1 1

kys = 2K/3 ky, = k3 = — /6
Koy = 2K/3



Exemple d’application 2D de la méethode des
éléments finis

e Matrice élémentaire de conductivité

4 -1 -2 -1
k|l-1 4 -1 =2
6|-2 -1 4 -1
-1 -2 -1 4

Termes indépendants de la géométrie
= geéomeétrie particuliere (carré)

K = 2K = 3K = %K =




Exemple d’application 2D de la méethode des

eléments finis

e Assemblage de la matrice
de conductivité globale
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Exemple d’application 2D de la méethode des

eléments finis

e Assemblage de la matrice de @ D
conductivité globale (suite) @ -1 @

T 6|-2 -1

w () Termesdusa lQ |_1 _2
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Exemple d’application 2D de la méethode des
éléments finis

e Assemblage de la matrice de conductivité globale (suite)
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Exemple d’application 2D de la méthode
des éléments finis

e Matrice de conductivité globale

4 -1 0 -1 -2 0 0 O
-1 8 -1 -2 -2 -2 0 O
o -1 4 0 -2 -1 0 O
-1 -2 0 8 -2 0 -1 -2
-2 -2 -2 -2 16 -2 -2 -2
-2 -1 0 -2 8 0 =2
o 0 -1 -2 0 4 -1
o 0 -2 -2 -2 -1 8
o o0 0 -2 -1 0 -1
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Exemple d’application 2D de la méethode des
éléments finis

e Matrice de conductivité 7)
globale réduite '
Prise en comptedes 3/ 4
conditions aux
limites essentielles 1
—k (Tu/fin) = o%

4 -1 -1 -2

k|-1 8 -2 —2| guppression des
6l-1 —2 g _o| lignes et colonnes

3,6,7, 8¢et9
-2 -2 =2 16_
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Exemple d’application 2D de la méethode des

eléments finis
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Calcul des composantes du vecteur des sources
d’energie-chaleur
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Exemple d’application 2D de la méethode des
éléments finis

e (Calcul des composantes du vecteur des sources
d’energie-chaleur (suite)

r, = qa?/16
r, = qa?/16
r, = qa?/16

e \ecteur élémentaire des sources d‘énergie-chaleur

Justification
du résultat

ga’
Iy = 1—6{1, 1, 1, 1}T



Exemple d’application 2D de la méethode des
éléments finis

e Assemblage du vecteur global des sources d’énergie-chaleur

2
= AR T DT 17

A OIOION
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roNneR (=
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~ouos (=
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e Vecteur global des sources d'énergie-chaleur
2

a
r = ql—6{1, 2,1,2,4,2,1,2,1}7
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Exemple d’application 2D de la méthode
des éléments finis

e Vecteur global réduit des sources d‘énergie-chaleur

Prise en compte des
conditons aux
limites essentielles

Suppression des a/ 4
lignes 3,6, 7, 8et9
1
—k (Tu/fin) = o%

ga’
r = 1—6{1, 2,1,2,4,2,1, 2, 1}T

r = qilz{1224}T
r 16);;

-158-
15/12/2021



Exemple d’application 2D de la méthode
des éléments finis

o Systeme d’equations reduit ]

I
K, r, i
&r A
Températures aux /
noeuds 1, 2,4 et 5 a1
—k(‘ﬂu/ﬂn):o%
[~ ] ( ) ( A W
4 -1 -1 -2]||q 1
k| -1 8 -2 -21|qg, ga® | 2
— <
6| -1 -2 8 -2]||04 16 |2
-2 -2 -2 16 | |0s] 4
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Exemple d’application 2D de la méthode
des éléments finis

e Solutions du systeme d'équations
q, = 87qa*/(280«)
g, = 27qa*/(112k)
27qa%/(112k)
27qa?/(140k)

o
ds

e Distribution des températures
2

d
uh(x, y) = q—[0.3107 h,(x, y) + 0.2411 h,(x, y)
K
0.2411 h,(x, y) + 0.1929 h.(x, y)]



Exemple d’application 2D de la méthode
des éléments finis

e Allure de la distribution des températures - ,
solution approchée

Y uh(x, y)
9

e
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Exemple d’application 2D de la méthode
des éléments finis

kux, 0)
qa?
040 - solution
a quatre éléments
bilinéaires solution
035 4 ™, a un élément
biquadratique Allure de la
0.30 - _ :
B / l distribution des
S, solution ’
0.25 - exacte tem peratu I'es pOUI‘
divers reseaux
0.20 -
0.15 - solution
a un élement
bilinéaire :
0.10 - solution
a seize elements
bilinéaires
0.05 -
. Xla
0. I \ \ \ 1
0. 02 04 0.6 0.8 1.0



Exemple d’application 2D de la méthode
des éléments finis

k
K Oul(x, 0)/0x solution
qa a un élément
02 - biquadratique solution

a quatre éléments
bilinéaires
/ Allure du gradient de

_ température pour
solution divers réseaux

solution
a seize elements
bilinéaires
—0.6
x/a
—0.8 T T T \ T

0. 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0



Exemple d’application 2D de la méthode
des éléments finis

e Discussion des résultats et commentaires

Bonne précision des résultats pour les réseaux a 2x2 et
4x4 éléments finis bilinéaires

Précision assez faible des résultats pour les réseaux a
1x1 élément fini bilinéaire ou biquadratique

Gradient de température discontinu

Distribution peu précise du gradient de température,
mais valeurs moyennes correctes au centre des arétes
des éléments



Fin du chapitre 4 ...

... et (en)fin du cours de
Méthode des elements finis

Merci de votre attention ...
... et bon courage pour vos exas!

Joyeux Noél
... et excellente année 2022
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Merci de votre participation et
prenez soin de vous... *
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