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Distribution des températures sur une plaque carrée dont
le quart est subdivisé en quatre éléments finis identiques
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de la methode des élements finis | maF

e Forme forte du probleme

/lqum =
Tt
Y

2 !

X

—k(Aulén) =0 <—as<

Q

ue C*) : VI(-xVu) = q dans .2

u=2~20 Sul
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de la methode des élements finis | MAaF
e Forme faible du probleme /y u=0
NS
\/
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TYYY

X

—K(@U/é}ﬁ)ZOM

Q
uel: j [ (VU)T Véu] dx dy
J' gsudxdy VdueV
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FEDERALE DE LAUSANNE

de la methode des élements finis | maF

e Forme faible discrete du probleme
Kg=r (q=0.Vk | (X0 Vi) € 0= 042))

4 4
- CHEE
e=1 e=1
e Matrice élémentaire de conductivité
K = _LQEK[(@GHT/aX) (6°H/ox)
+ (6°"HT/oy) (6°H/oy)] dx dy

e \ecteur élémentaire des sources d’energie-chaleur

e = _LQEHT eq dx dy
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FEDERALE DE LAUSANNE

de la methode des élements finis | maF

e Forme indicielle de la matrice de conductivité *K

ki = K [(&°hi/ox) (8°hilox)

+ (%hildy) (6°hi/oy)] dx dy

_ Mat_rice
Jacobienne : i/af)
a

+((0"h./oy) (8ehj/8y)] | d&dn

o°hjay)= 1, )% /08 N
aahi/f?n) O det
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FEDERALE DE LAUSANNE

de la methode des élements finis | maF

e Forme indicielle du vecteur des sources d'énergie-chaleur ¢r

er, = hi eq dx dy
‘hi¢q ¢j d&dy
&)

: Matrice
°] = det Ajacobienne
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de la methode des élements finis | maF

e Réseau d’éléments finis

a/2 a/2 aQ,:u=0
| | | |
7 8 9
n 0Qs:oulox=0 O O O 1
4 o A 3
i T al2
- ] ‘a0 ‘0
S \
) () o -
4 \ 5 6 A
an
al2
 © 5 2 o) 20
N\ 7\ ' v X
 © 2 3
00 . ouloy =0
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FEDERALE DE LAUSANNE

de la methode des élements finis | maF

e Tableau de connectivité

_ ‘0 ‘0 ‘0 ‘o ‘o _
| nurlné(gotatlonOI Ingrrlléré)tatlon ;
ocale des nceuds 1 1 2 4 5 globale des nceuds
T 2 3 5 66—
3 5 6 8 9
4 4 5 7 8

A 4 élements finis identiques

— Calcul uniguement des
contributions dues a (2
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FEDERALE DE LAUSANNE

de la methode des élements finis | maF

e Transformation de coordonnées relative a I'élément 1.2

n
4 3 y
¢ o T al2
/\< >
4 5
& O *
0 \ a/2
O 5 e,
1 2 "
O O—7Y
1 2

X = (a/2)*h, + (a/2) ®h, = (1 + &) (a/d)
y = (&/2) *h; + (a/2) °h, = (1 + 7) (a/4)
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FEDERALE DE LAUSANNE

de la methode des élements finis | maF

e Jacobien et matrice jacobienne

X = (1+¢) (a/4)
y = (1+n)(a/4)

oxlog =(ald) oxlon = 0 aylog = 0 oylon =(ald)
— = a%/16 Ajéjjtiggﬁlttig{]

13; o} 1‘]1:{4/8. o}
0 0 4l/a

Méthode des éléments finis -144- 20/12/2018
Décembre 2018

T



FEDERALE DE LAUSANNE

de la methode des élements finis | maF

Exemple d’application 2D (T

e Dérivées des fonctions de base

13-1 _ @ 0
0 (4/3)
oy + 0%hi i,y 4 0%
X  O& on "2 a 8¢
ohy 9% -1, _ 4 0°h;
oy  of on ~a on
A Pas de distorsion géométrique de I'élément
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FEDERALE DE LAUSANNE

de la methode des élements finis | maF

e Calcul des composantes de la matrice de conductivité

% = eK[(ﬁeh (&%
| + (a(@Eh j dEdn

J, i@ h?(@ah’
© “ dé dn
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FEDERALE DE LAUSANNE

de la methode des élements finis | maF

e Calcul des composantes de la matrice de conductivité
ky =[x [(@°hyox) (&°hyox)
0
+ (8°hioy) (0 h/ay)’gdn

= [, ex[(&h/od) (@njod) "
“ 4+ (@nfon) (@nion)] ? dedn
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FEDERALE DE LAUSANNE

de la methode des élements finis | maF

e Calcul des composantes de la matrice de conductivité
ky =[x [(@°hyox) (&°hyox)
° + (@hyoy) (@hyoy)] & d&dy

[, ex[(@hfod) @njod) o, a7
“ 4+ (@nfon) (@nion)] 7 A dsdy

[, ex[(@hfod) @ njod)
“ + (&°hon) (@hJon)] dEdy
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FEDERALE DE LAUSANNE

de la methode des élements finis | maF

e Calcul des composantes de la matrice de conductivité (suite)

o = [, wl@ngog+ @ndony1dedy
(hy)= (1- (- n)/4 N |

o°h,Joé = (n-1)/4
o°hJon = (£-1)/4 02 5

+1 +1/( 2®
.[ .[1 16-(5 1)]d§d77 = 2x/3

(1/3+1)x2x2 (1/3+1)x2x2
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Exemple d’application 2D

de la méethode des éléments finis

I

EEEEEEEEEEEEEEEE
FEDERALE DE LAUSANNE

L IMaF

e Calcul des composantes de la matrice de conductivité (suite)

1
Kip =

1
k14

Prof. Th. Gmdr
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FEDERALE DE LAUSANNE

de la methode des élements finis | maF

e Matrice élémentaire de conductivité

4 -1 -2 -1
-1 4 -1 -2
1K:2K:3K:4K:£
6|-2 -1 4 -1
-1 -2 -1 4

Termes indépendants de la géométrie
— géomeétrie particuliere (carre)
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FEDERALE DE LAUSANNE

de la methode des élements finis | maF

. Assemblagg qle la matrice ‘@ 1 -2 -1
de conductivite globale e K 1 4 -1 _9
6(|-2 -1 4 -1
‘e o -1 -2 -1 4]
S @ -1 .. -1 -2 .. (1)
4 4 -1 4 -2 -1 .. (2)
3
v X (3)
6| -1 -2 4 -1 .. (4)
-2 -1 -1 4 .. (5)
(6)
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FEDERALE DE LAUSANNE

de la methode des élements finis | maF

e Assemblage de la matrice [ 4 @ _2 1]
de conductivité globale ) ol 1 1 9
K=%l-2 -1 4 1
2 o -1 -2 -1 4|
@ @ 4 CD .. -1 -2 .. (1)
4 4 -1 4 -2 -1 .. (2)
3
v X (3)
6|-1 -2 4 -1 .. (4)
-2 -1 -1 4 .. (5)
(6)
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Exemple d’application 2D

de la méethode des éléments finis

e Assemblage de la matrice
de conductivité globale

1K:K
0 %o,
1 1
7 7 B
3 c 4 -1
“ “ -1 4
L
6| -1 -2
-2 -1
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-1 €D -1]
4 -1 -2
-1 4 -1
—2 -1 4|
—2 (1)
1 2)
(3)
-1 (4)
4 (5)
(6)
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de la méethode des éléments finis

e Assemblage de la matrice
de conductivité globale

1K:K
eQ 1[2
1 1
2 2 B
3 c 4 -1
4 4 -1 4
K- X
6| -1 -2
-2 -1
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L MAF
il 7 &l
4 -1 -2
-1 4 -1
—2 -1 4|
—2 (1)
1 2)
(3)
-1 (4)
4 (5)
(6)
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. Assemblagg qle, la matrice "4 -1 -2 —-1]
de conductivité globale ! @ -1 -2
6|-2 -1 4 -1
2 o -1 -2 -1 4
1 1 i
® O 4 -1 . -1 -2 .. (1)
4 4 -1 (® -2 -1 . )
K e (3)
6|-1 -2 4 -1 .. (4)
-2 -1 -1 4 .. (5)
(6)
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de la méthode des éléments finis L MaF
. Assemblagg qle, la matrice "4 -1 -2 —-1]
de conductivite globale e K 1 4 @ o
6|-2 4 1
2 o -1 -2 -1 4|
1 —
% @ 4 -1 .. -1 -2 .. (1)
-1 4 -2 QD .. ()
K e (3)
6|-1 -2 4 -1 .. (4)
-2 -1 -1 4 .. (5)
(6)
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de la méethode des éléments finis

e Assemblage de la matrice
de conductivité globale

1K:K
0 %o,
1 1
2 2 B
3 - 4 -1
4 4 -1 4
L
6| -1 -2
-2 -1
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-1 -2 -1]
4 -1 C2
-1 4 -1
—2 -1 4|
—2 (1)
1 2)
(3)
-1 (4)
4 (5)
(6)
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de la méthode des éléments finis L MaF
. Assemblagg qle, la matrice "4 -1 -2 —-1]
de conductivite globale e K 1 4 -1 _o
6|-2 -1 (@ -1
2 o -1 -2 -1 4
1 1 i
é é 4 -1 .. -1 -2 .. (1)
~1 4 2 -1 .. )
K< Kl (3)
6|-1 -2 4 -1 .. (4)
2 -1 -10@ . (5)
(6)
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de la méthode des éléments finis L MaF
. Assemblagg qle, la matrice "4 -1 -2 —-1]
de conductivite globale e K 1 4 -1 _o
6/-2 -1 4 CD
2 o -1 -2 -1 4
1 1 i
& A 4 -1 .. -1 -2 .. (1)
@ @ 1 4 2 -1 .. (2)
K< Kl (3)
6|-1 -2 4 -1 .. (4)
2 -1 D 4 . (5)
(6)
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de la méethode des éléments finis

e Assemblage de la matrice
de conductivité globale

1K — K
‘0 10
1 1
2 2 B
3 c 4 -1
4 4 -1 4
%o B =
6| -1 -2
A Symétrie -2 -1
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-1 -2 -1]
4 -1 -2
-1 4 -1
-2 -1 4]
-2 (2)
1 2)
(3)
cD .. (4)
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de la méthode des éléments finis L MaF
. Assemblagg qle, la matrice "4 -1 -2 —-1]
de conductivite globale e K 1 4 -1 _o
6|-2 -1 4 -1
2 o -1 -2 -1 @]
1 1
- _
é ¢ 4 -1 .. -1 -2 .. 1)
O, 1 4 2 -1 .. 2)
K| (3)
Y B @ -1 . (4)
-2 -1 -1 4 .. (5)
(6)
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de la methode des élements finis | maF
e Assemblage de la matrice de 4 -1 -2 -1]
conductivité globale (suite) , cl-1 a4 -1 _o
R=%l-2 -1 4 1
‘. ‘0 ATermes dusal® |-1 -2 -1 4|
1 2
: s @D .. D . W
4 5

@@4 1 @@1 —2 ()

K| .. 4 .. -1 (3)
“-ilvoe oo . e
CDCD1 -2 DB+ -1 05

.. -2 -1 .. -1 4 (6
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FEDERALE DE LAUSANNE

de la methode des élements finis | maF

e Assemblage de la matrice de conductivité globale (suite)

4 -1 -1 ~2
~1 4+4 -1 -2 ~1-1 ~2
-1 4 _2 -1
~1 -2 4+4  -1-1 ~1 -2
K= S]_2 —1-1 -2 —1-1 4444444 —1-1 -2 —1-1 -2
0 —2 -1 ~1-1  4+4 —2 -1
-1 ~2 4 -1
~2 ~1-1 —2 -1 4+4 -1
| ~2 -1 -1 4
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FEDERALE DE LAUSANNE

de la methode des élements finis | maF

e Assemblage de la matrice de conductivité globale (suite)

@ D D 9D ]
@@}4 -1 © @1 -2
4 -1
D @ @4 @1 -1 -2
K =5@@1 2 CD-1 @ 4+4+4 —1-1 -2 —1-1 -2
° -1 “1-1 444 2 -1
-1 2 4 -1
—2 -1-1 -2 -1 4+4 -1
L -2 -1 -1 4
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FEDERALE DE LAUSANNE

de la methode des élements finis | maF

e Assemblage de la matrice de conductivité globale (suite)

@ D D 2 |
DEOD 2 B D

D G 2 D
DA Gs O -1 -2
K=21CDCHEDODCD1@Dr4+4 CD1 -2 -1-1 -2
T oa D1 @4 -2 -
-1 2 4 -1
—2 -1-1 -2 -1 4+4 -1

_2 1 1 4
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FEDERALE DE LAUSANNE

de la methode des élements finis | maF

e Assemblage de la matrice de conductivité globale (surte)

@ D D OO
DEDHDD 2 D D
DO Q D

oo % D @
- [@IDLAEYD D1 2

D1 @4 2

@ O @ D

D D1 2 D@4
~2

-1 -1 4 |
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FEDERALE DE LAUSANNE

de la methode des élements finis | maF

e Assemblage de la matrice de conductivité globale (surte)

D ® QD O
D QD Q3D
K =2 QDD co'et
QD O 1 @4 _2 1
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FEDERALE DE LAUSANNE

de la methode des élements finis | maF

e Matrice de conductivité globale

4 -1 0 -1 -2 0 O O O
-1 8 -1 -2 -2 -2 0 O O
o -1 4 0 -2 -1 0 O O
-1 -2 0 8 -2 0 -1 -2 O
K=—|-2 -2 -2 -2 16 -2 -2 -2 -2
-2 -1 0 -2 8 0 -2 -1
o 0 -1 -2 0 4 -1 O
o 0 -2 -2 -2 -1 8 -1
o 0 0 -2 -1 0 -1 4

o O O O
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FEDERALE DE LAUSANNE

de la methode des élements finis | maF

e Matrice de conductivité
globale réduite

Prise en compte des
conditions aux
limites essentielles

—k (Qulén) = 0
ooz N
K. = -1 8 -2 -2 Suppression des
P = —

_ _ . lignes et colonnes
6 1 2 8 2 3,6,7,8et9
-2 -2 -2 16 |

Prof. Th. Gmiir
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Exemple d’application 2D .M(”l’

de la methode des élements finis | maF

e (Calcul des composantes du vecteur des sources
d’énergie-chaleur

oty = [ *hieqjdédn = [ ®h;eq (a?/16) dédy
40 0 n

4 3
O O

ip, = qu (a2/16) d&d 7 5

Ch)= @-9a-n4 |,
o .

2 1 2

[ AR obn = awns
]£x2

1r1

Prof. Th. Gmdr
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Exemple d’application 2D
de la méthode des eléments finis

e (Calcul des composantes du vecteur des sources
d’énergie-chaleur (suite)

r, = ga?/16
Ir, = ga?/16
r, = a%/16

e \ecteur éléementaire des sources d’énergie-chaleur

2
Justification
du résultat
Prof. Th. Gmir
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ly = T
r= 4{L111
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Exemple d’application 2D .M(mg

de la methode des élements finis | maF

e Assemblage du vecteur global des sources d’'énergie-chaleur

2
a
r = ql—6{1’ 1+1, 1, 1+1, 1+1+1+1, 1+1, 1, 1+1, 1}7
‘0 ' ‘0 ‘0 ‘o
1 1 2 4 3)
2 2 3 5 6
3 3) 6 8 9
4 4 5 7 8
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de la methode des élements finis | maF

e Assemblage du vecteur global des sources d’'énergie-chaleur

2
r = %@@1, 1(131(11+1+1, 141, 1, 1+1, 1}7

IO WM
~N oo U1 &~
co © O U1

AWM {Qm
Mmp@
bl\)
boo
b-b
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de la methode des élements finis | maF

e Assemblage du vecteur global des sources d’'énergie-chaleur

2
r = %{1, 1D 1+1, 1D 1+1(D 1, 1, 1+1, 1}

o) o ( 20 ) 30 ‘0
1 1 2 4 5
2 2 3 5 6
3 5 6 8 9
4 4 5 7 8
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de la methode des élements finis | maF

e Assemblage du vecteur global des sources d’'énergie-chaleur

2
a
r = ql—6{1’ 1+1, 1, 141 )1+14141, 1+10 10141, 1}T
o) o 20 (Cao) ‘o
1 1 2 4 5
2 2 3 5 6
3 5 6 8 9
4 4 5 7 8
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de la methode des élements finis | maF

e Assemblage du vecteur global des sources d’'énergie-chaleur

2
a
r = ql—6{1’ 1+1, 1, 1+1, 1+1+1+¢1.1-+1. 1, 1-+1. 1}T
o) o 20 30 4_(2—
1 1 2 4 5
2 2 3 5 6
3 5 6 8 9
4 4 5 7 8
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de la methode des élements finis | maF

e Assemblage du vecteur global des sources d’'énergie-chaleur

2
a
r = ql—6{1’ 1+1, 1, 1+1, 1+1+1+1, 1+1, 1, 1+1, 1}7
‘0 ' ‘0 ‘0 ‘o
1 1 2 4 3)
2 2 3 5 6
3 3) 6 8 9
4 4 5 7 8

e \ecteur global des sources d’énergie-chaleur
2

ga
r= s{121,24,2121)
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Exemple d’application 2D M

FEDERALE DE LAUSANNE

de la methode des élements finis | maF

e \Vecteur global reduit des sources d’énergie-chaleur

Prise en compte des
conditons aux
limites essentielles

Suppression des
lignes 3,6, 7,8et9

_k(Aulén) = 0

_ 9’ ;
Ik = E{l, 2, 2, 4}
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y u=0
e Systeme d’équations réduit

K@y=r,

Températures aux
noeuds 1, 2,4 et 5

— K (Aulén) = 0

— =] ( A ( )

4 -1 -1 -27(q
k| -1 8 -2 -2/||0g, ga’
E X — 3

1

2
-1 -2 8 -2|]|a, 16 |2
-2 -2 -2 16 ||gs, 4
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e Solutions du systeme d’équations
q, = 87qa%/(280«)
0, = 27qa%/(112«)
0, = 27qa%/(112«)
0s = 27qa?/(140x)

e Distribution des températures
2

uh(x, y) = %[0.3107 h,(X,y) + 0.2411 h,(X, y)

0.2411 h,(x, y) + 0.1929 hg(X, y)]
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e Allure de la distribution des températures . ,
solution approchée

QZ s uh(x, y) :
(T T
S TS AL
4 ~/ s ~
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xkuh(x, 0)
qaz :
040 -, solution
a quatre éléments
bilinéaires solution
0.35 - a un elément
biquadratique
0.30 -
T solution
0.25 exacte
0.20 -
0.15 - . solution
a un element
oo 4 b|I|nea|re‘ solution
a seize eléments
bilineaires
0.05 -
0. I \ \ \
0 0.2 0.4 0.6 0.8
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Allure de la
distribution des
temperatures pour
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K oun(x, 0)/ox

_ solution
ga a un elément
0.2 - biquadratique
a quatre eléments
bilinéaires

-0.2 -
— _solution
a seize élements
bilinéaires
0.6 -
-0.8 | |
0 0.2 0.4

Prof. Th. Gmiir
Méthode des éléments finis
Décembre 2018

At

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE
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température pour
divers réseaux
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e Discussion des résultats et commentaires

Bonne precision des résultats pour les réseaux a 2x2 et
4x4 élements finis bilinéaires

Précision assez faible des résultats pour les réseaux a
1x1 élément fini bilinéaire ou biquadratique

Gradient de température discontinu

Distribution peu précise du gradient de température,
mais valeurs moyennes correctes au centre des arétes
des éléments
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