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• Transformation des éléments finis de forme régulière en 
éléments géométriquement déformés  
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• Transformation de coordonnées  
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• Transformation de coordonnées bidimensionnelle  

eT :
x  =  x(ξ, η)
y  =  y(ξ, η) ! Choix des fonctions assurant 

le changement de repère

• Choix d’une transformation basée sur les fonctions de base de 
l’élément père  

eT :
x  =       ahi(ξ, η) exi∑

=

p

i

e

1

y  =       ahi(ξ, η) eyi∑
=

p

i

e

1
exi, eyi coordonnées nodales

! Fonctions de base   
déjà connuesahi

! Confusion 
des indices
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• Fonctions de base déjà déterminées pour la solution approchée
• Transformation régulière (régularité des fonctions de base)

• Avantages de la forme choisie pour la transformation  

• Correspondance des nœuds des éléments archétype et déformé

η

ξ
x

y

eT

Ωe

Ωa

η

ξ



Éléments finis géométriquement 
déformés

28/11/2024 -89-

• Correspondance nœud à nœud : univocité de la 
transformation de coordonnées

eT :  x =       ahi(ξ, η) exi∑
=

p

i

e

1

x = {x, y}T

exi = {exi, eyi}T

! Arêtes courbes 
possibles

=       δij
exi∑

=

p

i

e

1
Continuité restreinte 
des fonctions de base

=       ahi (ξj, ηj) exi∑
=

p

i

e

1
Position du nœud j
dans l’élément père 

⇒ x(ξj, ηj)

j
Coordonnées du 

nœud    de l’élément 
déformé 

=  exj

diminution de 
l’erreur⇒ Ω – Ωh!

Indice e ⇒
indice a
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• Effet de la transformation de coordonnées sur l’approximation  

euh(x, y)

= ahi(ξ, η) eqi =  aH(ξ, η) eq∑
=

p

i

e

1

eq =  {eq1, eq2, ..., eqep }T

aH =  [ah1, 
ah2, ..., 

ahep]

avec matrice (1×ep) des 
fonctions de base
de l’élément père

vecteur des ep
températures discrètes
dans l’élément déformé

= ehi(x, y) eqi =  eH(x, y) eq∑
=

p

i

e

1

euh[x(ξ, η), y(ξ, η)]
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• Transformation des fonctions de base  
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• Transformation de coordonnées inverse  
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! Existence 
de eT–1 ?
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• Dérivation par rapport aux coordonnées naturelles



















∂∂
∂∂
η
ξ

/
/





































∂∂
∂∂

∂∂∂∂
∂∂∂∂

y
x

yx
yx

/
/

//
//

ηη
ξξ



















∂∂
∂∂
y
xe

/
/J= =

• Transformation paramétrique inverse

eT –1 :
ξ = ξ(x, y)
η = η(x, y)

• Condition d’existence de la transformation inverse (biunivocité 
de la transformation de coordonnées)  

eJ matrice jacobienne de la transformation
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• Dérivation par rapport aux coordonnées spatiales
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jacobien de la 
transformation

• Condition d’existence de la transformation

ej =
ξηηξ ∂

∂
∂
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∂
∂

∂
∂ yxyx

!
Repère droit
⇒ ej >  0

≠ 0

∀ ξ, η ∈ aΩ
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• Calcul de la matrice jacobienne  

! Evaluation explicite de 
la matrice jacobienne
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• Calcul du jacobien (déterminant de la matrice jacobienne)

ej =
ξηηξ ∂

∂
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.–! ej =  ej(ξ, η)

! Utilité de ej ? et calcul de dxdyContrôle de l’univocité
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• Calcul de la matrice jacobienne inverse
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! Utilité de eJ–1 ?

! Inversion explicite de 
la matrice jacobienne

Calcul de ∇eH
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• Interprétation géométrique du jacobien

! ej ≠ eΩ/aΩ
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eT–1

ed     = ej d   dξ ηΩ

ej =  edΩ/adΩ
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• Jacobien négatif sur tout l’élément archétype

0/ =∂∂ ξx⇒
2// ax =∂∂ η

2// by =∂∂ ξ
0/ =∂∂ ηy 4/abje −=









2/)1(4/)1()1(4/)1()1( ξηξηξ +=++⋅+−+⋅= bbby
2/)1(4/)1()1(4/)1()1( ηηξηξ +=+−⋅+++⋅= aaax
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! Élément fini 
retourné
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• Jacobien nul en un point de l’élément archétype

2// ax =∂∂ ξ⇒
0/ =∂∂ ηx

4/)1(/ ηξ +−=∂∂ by
4/)1(/ ξη −=∂∂ by

4/)1()1( ηξ +−⋅= by
2/)1(4/)1()1(4/)1()1( ξηξηξ +=++⋅+−+⋅= aaax





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! Superposition 
de nœuds



Exemples de transformations illicites 
et conditionnelles

28/11/2024 -101-

• Transformation conditionnelle

4/)1()1(4/)1()1( 3 ηξηξ ++⋅+−+⋅= xbx e
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!

Position du 
nœud 3 variable
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• Recherche du jacobien de la transformation

4/)]([/ 33 xbxbx ee −−+=∂∂ ηξ
4/))(1(/ 3 bxx e −+=∂∂ ξη

4/)]([/ 33 yhyhy ee −−+=∂∂ ξη
4/))(1(/ 3 hyy e −+=∂∂ ηξ

8/)]()1()1([),( 33 ηξηξηξ +−+++= bhxhybj eee⇒

4/)1,1( bhje =−−
4/)1,1( 3xhj ee =+−

4/)1,1( 3ybj ee =−+
4/)()1,1( 33 bhybxhj eee −+=++

! Jacobien bilinéaire ⇒ Contrôle aux nœuds 
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• Conditions d’existence de la transformation inverse (biunivocité)

! Limites dans le 
quadrant licite ?
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! Qualité de 
convergence
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• Cas particulier de transformation illicite

)233(
32

),( ηξηξ −−= bhje⇒(ex3, ey3)  =  (b/2, h/4)
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x = 0 x = b

y = 0

y = h

x = b/2

y = h/4

!
Zone projetée 
à l’extérieur 
de l’élément

ξ = 1 – 2η/3
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