Méthode des éléments finis

Formulation intégrale des problemes aux
limites bidimensionnels
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Eléments finis géométriqguement
deformeés

e Transformation des éléments finis de forme reéguliere en
éléments géométriquement déformés .
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Eléments finis géométriqguement
deformeés

e Transformation de coordonnées
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Eléments finis géométriqguement
deformeés

e Transformation de coordonnées bidimensionnelle

e x = x(s, 1) AChoix des fonctions assurant
"y = w(En) le changement de repere

e Choix d’'une transformation basée sur les fonctions de base de
I'élément pere

P
B N nctions de base
X = Z@li(é = A ; déja connues
er . i=1
o ep
_ ) Confusion
y = l;@‘i(é’ M A des indices

e, \&p. coordonnées nodales
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Eléments finis géométriguement
déformeés

e Avantages de la forme choisie pour la transformation
Fonctions de base déja déterminées pour la solution approchée

Transformation réguliere (régularité des fonctions de base)
Correspondance des nceuds des éléments archétype et déformé
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Eléments finis géométriguement
déformeés

e Correspondance noeud a noeud : univocite de la
transformation de coordonnées

d )
Tox =XmE s SN

°X; = {exl, Vit

i=1

Position du noeud J  Continuité restreinte Coorc;lonnées du
dans I'élément pere des fonctions de base nceud j de I'élement

déformeé
Arétes courbes diminution de
A possibles = Verreur £2—
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Eléments finis géométriqguement
deformeés

o Effet de la transformation de coordonnées sur I'approximation
‘D
wh(x, y) = D hx.)%q; = H(x,») °q
i=1

°p
Wx(& m), (& m] = D h(E n)eq, = H(E 1) °q
=1

avec matrice (1x¢p) des
4 a ; fonctions de base
: [ Ay, Ry, ey hey] de I'élément pere

_ T

‘4)= {°91> 4> > Qe § vecteur des p
températures discretes
dans |I'élement deforme




Eléments finis géométriqguement
deformeés

e Transformation des fonctions de base

fongtiondebase
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Eléments finis géométriqguement
deformeés

e Transformation de coordonnées inverse
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Eléments finis géométriqguement
deformeés

e Condition d’existence de la transformation inverse (biunivocité
de la transformation de coordonnées)

Transformation paramétrique inverse

ep1 &= ¢(x, )
n=nx,y)
Dérivation par rapport aux coordonnées naturelles
0/0¢| _ [ox/0&  aylog] [olax| _ op{olox
o/on|  |ox/én  dylon||o/dy 010y

°J matrice jacobienne de la transformation



Eléments finis géométriqguement
deformeés

Dérivation par rapport aux coordonnées spatiales

olox| _ [0&/ox  onlox|[0/08| _ .y 1 [0/0&
o/oy|  |0&/dy onldy||6/on 0/0n
_ L[ aylon  —apl0g][010] ¢ _ geyceny
(¢j)}-0x/on  x/0& ||0/0m|  jacobien de la
transformation
Condition d’existence de la transformation
. ox Oy ox Oy 0 . ;
G = - T < # epeére droit
05 on  on o¢ =4 > 0
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Eléments finis géométriqguement
deformeés

e (Calcul de la matrice jacobienne

Ox/0E  Oyld&

ey = Evaluation explicite de
ox/0n 0Oy/on la matrice jacobienne
0 ‘D aahi p ‘D aahi
= Z °X; . Z Vi
o =1 Og oc =1 0¢
a ep 8ahi a ep 6ahi
i Z °X; . Z Vi
on =l on on =l on

A T = W& )
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Eléments finis géométriqguement
deformeés

e Calcul du jacobien (déterminant de la matrice jacobienne)
ox Oy Ox 8)/

I 7 econ  onos

Q

P ah ‘D 0.
= Z Vi ——

i=1 f i=1 877

D ah. ‘D O ahi
= GEn T WA

on  i=l oS

Utilité de j ? ContrGle de I'univocité et calcul de dxdy



Eléments finis géométriguement
déformeés

e (Calcul de la matrice jacobienne inverse

o&/ox 0On/ox . .
eJl = Inversion explicite de
ot/oy onloy la matrice jacobienne
o Loem o 0%,
—Cf = — Z Vi —— a : l
Ox i-1  0n j g4
a_g 6_77 - 1 ep ex aahi

A Utilité de ¢J~' ? Calcul de VCH
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Eléments finis géométriguement
déformeés

o Interprétation géomeétrique du jacobien
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Exemples de transformations illicites
et conditionnelles

O

1
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Ox/0E = 0
ox/0n

Jacobien négatif sur tout I'élément archétype

X

a

®

x = a(A+5A+n)/4 + a-1-EA+n)/4
y = b-(1+&A-n)/4 + b-(1+5A+n)/4
oy/0& = b/2

al2 oy/on = 0

3
O Q

Elément fini
retourné

a(l+n)/2
b(1+&)/2

§ =(—)b/4



Exemples de transformations illicites
et conditionnelles

e Jacobien nul en un point de I'élément archétype

4 g 3 4

(\ @ eT C S H

uperposition
T
e, A de noceuds
@
X

O O O

1 2 1 a

x =a(+&5A-n)/4 + a-1+EA+n)/4 = a(1+&)/2

y = b-(1-9)(1+n)/4
_, x/0& =al2 oylog —b(1+77)/4} ej = ab(l;&/S
b(1-5)/4 (L n)

ox/on =0 oy/on
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Exemples de transformations illicites
et conditionnelles

e Transformation conditionnelle

1© o

Position du y=0-O
nceud 3 variable ﬁo 12

77:_1 X:b

b-(1+&)(A-m)/4 + ex;-(1+8)(1+1)/4
;-(1+5)(A+m)/4 + h-(1-5)(1+n)/4
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Exemples de transformations illicites
et conditionnelles

Recherche du jacobien de la transformation
ox/0E = [b+ex,—n(b—exy)]/4
ox/on = (1+&)(ex,—b)/4
ay/og = (I+m)(ey;—h)/4
oylon = [h+ey;,—S(h—¢y;)])/4

= ¢(&.n) = [bey;(1+5)+hexs(1+m)—bh(c+n)]/38
A Jacobien bilinéaire = Controle aux nosuds

j(—=L,—-1) = bh/4  ¢j(+1,-1) = bey,/4
j(=L+1) = hexy/4 ¢j(+L+1) = (hex;+bey,—bh)/4



Exemples de transformations illicites
et conditionnelles

Conditions d’existence de la transformation inverse (biunivocité)
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Exemples de transformations illicites
et conditionnelles

Cas particulier de transformation illicite

(x5, v3) = (bI2, hi4) = <(En) = g—g (3-3¢-27)

4
. 1 N , VTR Zone projetée
® a l'extérieur
r de I'élément
o~ =b/2
£ ‘
a =1-2n/3
2 rgg 7 y=h/4
1 C 2
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