Méthode des éléments finis

Formulation intégrale des problemes aux
limites bidimensionnels
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Eléments finis quadrangulaires
serendipiens

e Famille sérendipienne d'éléments finis rectangulaires réguliers

n
45 o3 Nceuds uniguement sur
la peripherie

: Gain en stockage et
e temps calcul sans perte
appréciable de précision
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Eléments finis quadrangulaires
serendipiens

e Formule générale des fonctions de base des €léments finis
rectangulaires sérendipiens

h(E,) = —(1 + <1+5>‘
5

+ _(1+77 + —(1
—(1 s)(1-n —(1+§)(1
—(1+§)(1+77 —(1 (5)(1+77

A Restriction de “/,(£,77) le long des arétes et aux coins
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Eléments finis quadrangulaires
serendipiens

e Elément fini rectangulaire quadratique a 8 points nodaux

n=-+1 n
4 7 3
® O O
E=+1
8 ) h°*
E=—1 \/
‘Q
O O O
1 5 2

n=-1
A Numérotation des noeuds



Eléments finis quadrangulaires
serendipiens

Fonctions de base de I'élément rectangulaire quadratique
hy(~1,1)=0 (& 1)=0

\A,C 7)\'7 r)/ “m(1,1)=0
hyl, m)= n(n—1)2 OB w O-*
o 6 hi(1, n) =0
9]
e . . — 1> 2 e .
m=1,-1)=1 5 h(1,-1)=0

e ) h(E D)= E(E- 12
h(s.m) = —(1 ) h(s,—1)

+ —(1 5) ‘m(=Lm) - —(1 &) (A=) “h(=1,=1)



Eléments finis quadrangulaires
serendipiens

Fonctions de base de I'élément rectangulaire quadratique (suite)

®hy(~1,1)=0 (& 1)=0

N

ol

(-1, m=nn-12 Q8 A%

‘Q

°hy(1,1)=0

Y

(1, ) =0

./

ehl(_la_l): 1 1 S 2 ehl(l,—l)ZO
(&, - =E(E-1)2

‘n(&n) = %(l—ﬂ)éf(f—l)
1 1 1

S 1=&) S nm-1) - L (1-&)(1-n)- (1

+ 2(1 S) 277(77 1) 4( s)(=m)- (1)



Eléments finis quadrangulaires
serendipiens

Fonctions de base de I'élément rectangulaire quadratique (suite)

®hy(~1,1)=0 (& 1)=0

e i o

ol

‘1, my=nmn-1)/2 Q8 o

‘Q

°hy(1,1)=0

Y

(1, ) =0

./

ehl(_la_l): 1 1 S 2 ehl(l,—l)ZO
(&, - =E(E-1)2

h(E,n) = i(l—f)(l—n)(—l—e?—n)



Eléments finis quadrangulaires
serendipiens

Fonctions de base de I'élément rectangulaire quadratique (suite)

“hs(-1,1)=0 “hs(£,1)=0

e i o

hs(1, 1) =0

hs-1,m=0 (8 w O
o1 “hs(1, =0

‘0

O
hs(-1,-1) = Ow hy(1,~1)=0

“hs(, -1 =1-&

h(E,17) = %(1—77) N(E,—1) = %(l—m (1-&Y)



Eléments finis quadrangulaires
serendipiens

Fonctions de base de I'élément rectangulaire quadratique (suite)

e |
= L (1= A-n)(=1-&— o _,,
O e

4
7 { 0
e 1
h, = Z(1+§)(1—77)(—1+§—77) g o
€0
1 N %
1

o )

= o cem| (5

eh4=i<1—§><1+n><—1—§+n> Q Elément fini

biquadratique
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Eléments finis quadrangulaires
serendipiens

Fonctions de base de I'élément rectangulaire quadratique (suite)

A G
B @O

— 1—
h8 2‘ T) Fonctions de base
Avariant linéairement
de face a face
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Eléments finis quadrangulaires
serendipiens

Allure des fonctions de base de I'élément rectangulaire biquadratique
fonction de base “h;(&, 1) fonction de base “h-(E,1) e

hy(S, 1)

“h-(1,
3 7(1, n)

“hi(&, 1)
hy = 1+ (1+n)(—1+E+1)/4 ‘h, = (1-EH(1+73)/2



Eléments finis quadrangulaires
serendipiens

Comparaison des fonctions de base des éléments quadratiques
lagrangien et sérendipien

fonction de base “h;(&, ) fonction de base “h-(&, )

Pourtours
identiques

e 1
l/% - 2577(93—'_1)(77_'_1) 6}7,7 — ;77(1_52)(774_1)



Eléments finis quadrangulaires
serendipiens

Critéres de convergence et élément biquadratique sérendipien

€+luh

Complétude
satisfaite

Différentiabilité

> D

satisfaite

qi

Continuité
satisfaite y

aux noeuds et
aux interfaces
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Eléments finis quadrangulaires
serendipiens

e Famille généralisée d'élements finis rectangulaires sérendipiens
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Eléments finis quadrangulaires
serendipiens

Exemple d’un élément fini rectangulaire sérendipien généralisé

()= ammEn
i % (1+&) ‘my(Lm) N
K G

OB COER CERITR)

—%(Hff)(l—n)-(l) - %n(lﬂf)(n—l)



Eléments finis quadrangulaires
serendipiens

Exemple d’un élément fini rectangulaire sérendipien généralisé (suite)

()= (em nE

-9 L b

- i (1-&)1+7) hy(—1,1)

Q)

— O
O

1 1 1 1
= (I -— (- —(1-%-—d
2(+77) 2( §)+2( S) 2(‘”7)

AFonction lindaire  — % 1-&d+n)- 1) = % (1-5)(1+n)

°h, inchangée
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Eléments finis quadrangulaires
serendipiens

Exemple d’un élément fini rectangulaire sérendipien généralisé
pour une transition bilinéaire-biquadratique

4 n 3
5 \e
. O
°Q
1 L . . .
1 2
|
=~ n(+&)(n-1 h = ‘h’
USRI Wl =,
L | A W=
)= (148) (=77 LIV
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Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens ou sérendipiens

e Numeérotation usuelle des nceuds et calcul des fonctions de base
4 Xy
(“y \”D O

@),
1 2 1

(‘o)

Fonctions de base v

linéaires

quadratiques
cubiques I

1
A Gentestfonaies fosictitiresle base tqubdpMues

O

AN

SIGIDQ)



Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens ou sérendipiens

o Construction des fonctions de base des eéléments rectangulaires

Fonctions de base des nceuds 1 a 4 de coin

e

hy =025 (1-¢ (1-1n) hy =025 (1+¢) (1+n)
‘hy =025 (1+8 (1-1n) ‘h, =025 (1-9 (1+1)
Fonctions de base des noeuds 5 a 8 de coté

ehs =05 (1-&) (1-n silenceud 5 est présent; sinon ehs =0
eh6 =05 (1+9 (1 -7 silenceud 6 est présent; sinon eh6 =0
eh7 =05 (1-&) (1+n) silenceud 7 est présent; sinon eh7 =0
hy = 0.5 (1-9 (1—7") silenceud 8 est présent; sinon ehg =0
4 3

o7 Q 41——5—413
™ D e

13/11/2024 -66-



		Fonctions de base des nœuds 1 à 4 de coin



		eh1
=
0.25
(1 – )
(1 – )
eh3
=
0.25
(1 + )
(1 + )



		eh2
=
0.25
(1 + )
(1 – )
eh4
=
0.25
(1 – )
(1 + )



		Fonctions de base des nœuds 5 à 8 de côté



		eh5
=
0.5
(1 – 2)
(1 – )
si le nœud 5 est présent;
sinon eh5
=
0



		eh6
=
0.5
(1 + )
(1 – 2)
si le nœud 6 est présent;
sinon eh6
=
0



		eh7
=
0.5
(1 – 2)
(1 + )
si le nœud 7 est présent;
sinon eh7
=
0



		eh8
=
0.5
(1 – )
(1 – 2)
si le nœud 8 est présent;
sinon eh8
=
0






Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens ou sérendipiens

e Construction des fonctions de base (suite)

Correction des fonctions de base des neeuds de coin

hy < hy @ Chg + “hg) “hy < h @ Chg + “hy)
hy < "y (0.5 Chs + “hy) hy < hy (05 Chy + Thy)

+ 7 3 Critere de déplacement
A rigide (température
. y uniforme)

P
! y > hx,y) = 1
=1
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		Correction des fonctions de base des nœuds de coin



		eh1
(
eh1
–
0.5
(eh8
+
eh5)
eh3
(
eh3
–
0.5
(eh6
+
eh7)



		eh2
(
eh2
–
0.5
(eh5
+
eh6)
eh4
(
eh4
–
0.5
(eh7
+
eh8)






Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens ou sérendipiens

e Construction des fonctions de base (suite)

Fonction de base du noeud interne 9 (élément biquadratique lagrangien)

ehg = (1-&) (1-n> sil’élément est biquadratique lagrangien; sinon ehg = 0

Correction des fonctions de base des noeuds de coin et de cote

h; <« ‘h; +025%y (i=1,2,3,4) ‘h, < h, — 05°h,  (i=5,6,7,8)




		Fonction de base du nœud interne 9 (élément biquadratique lagrangien)



		eh9
=
(1 – 2)
(1 – 2)
si l’élément est biquadratique lagrangien;
sinon eh9
=
0



		Correction des fonctions de base des nœuds de coin et de côté



		ehi
(
ehi
+
0.25 eh9
(i = 1, 2, 3, 4)
ehi
(
ehi
–
0.5 eh9
(i = 5, 6, 7, 8)






Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens ou sérendipiens

e Exemple d'application O

(h)= 0.501+) (1-7?)

()t —0Lh) e
O

= 0.251+&)(1-n) 1
—0.5(0.5(1+&)A-m2) *,

= 0.25n(+&)(n-1)

8

A Numérotation des nosuds ®
1
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7/

E

/

ements finis triangulaires

e Elément fini triangulaire (isocéle) rectangle linéaire & 3 noeuds
n

3
n=+1—~+

‘Q

1-&-n=0

&, n coordonnées
naturelles




7/

E

/

ements finis triangulaires

Fonctions de base de I'élément triangulaire rectangle

Fonctions linéaires
en Setn

Elément fini
bilinéaire Différentiabilité
satisfaite
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7/

E

/

ements finis triangulaires

Allure des fonctions de base de I'élément triangulaire bilinéaire

n
fonction de base “hy(E, 1)

Complétude
satisfaite

‘0
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E

/

ements finis triangulaires

Critére de continuité et élément etlyh

triangulaire bilineaire eyh

Continuité
satisfaite aux
noeuds et aux

-

Elément
compatible ¥
ou conforme

A interfaces
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E

/

ements finis triangulaires

e Famille d’éléments finis triangulaires rectangles

n n

S

e : e \ :

1 2 1 47 2

Fonctions de base = . _
produits normés de Intéréet : accroissement
formes linéaires de la precision
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7/

E

/

ements finis triangulaires

e Elément fini triangulaire quadratique a 6 points nodaux




Eléments finis triangulaires

Fonctions de base de I'élément triangulaire quadratique

(h)= 0=¢-n)-C~¢-n(2)

= (I=g-m(1-25-2n)

A Normalisation
Surabondance
de monomes
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Eléments finis triangulaires

Fonctions de base de I'élément triangulaire quadratique (suite)

h o= (1-E-n)(1-26-2

I ¢

hy = n(2n-1)

hy = 45(1-&-n) €>

ehs = 4cn ey

Ty = dn(1-£-n) bmome)

Différentiabilité
satisfaite

Elément fini
biquadratique
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Eléments finis triangulaires

Allure des fonctions de base de I'élément triangulaire biquadratique

fonction de base “hi(&, 1) fonction de base “h¢(E, 1)

Complétude 3
satisfaite

o= (1-&-m)(1-25-27n) hg = 4n(1-&—n)
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E

/

ements finis triangulaires

Critére de continuité et élément triangulaire biquadratique

Continuité u
satisfaite aux 1
noeuds et aux

interfaces

€+1uh

qi

Elément
A compatible
ou conforme
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Réseau d’eléments finis
guadrangulaires et triangulaires
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Précision des eléments finis
bidimensionnels réguliers

e Estimation asymptotique locale de l'erreur

| “u— e“]@[) < °Cyh" | u ||y en  (h—>0)

¢y, interpolation nodale dP'éJS grandte
z : S istance entre
e

C, )facteur de convergence deux noeuds

°h  «diametre» de I'élément fini .2
@ degré des fonctions de base (interpolation)

) Coefficient dépendant de
Norme /1 la forme de I'élément
Critére de Facteur lié a la régularité
complétude de la solution
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Précision des eléments finis
bidimensionnels réguliers

o Complétude des e€léments finis (triangles de Pascal)

PolynOmes complets
uniquement au 2eme degre
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Précision des eléments finis
bidimensionnels réguliers

o Complétude des eléments finis (suite)

h@ e 0 linéaire

e @ @ /@ quadratique  s——

n* cubique
ANVANYANA N

&n——&n’ &’ n' — quartique

Polyndmes complets
au 2eme degré

&
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Précision des éléments finis
bidimensionnels réguliers

e Estimation asymptotique de I'erreur (norme H')
||eh||m |u—u[l, o <(CYP  (h—>0)

écart entre solutions exacte u et approchée u”
facteur de convergence
longueur caractéristique du réseau (2 = max “h)

taux de convergence (degré du polynome ceomplet)

C
h
ACoefﬁcient dépendant de

la forme de I'élément Cl = Clm < Clm
A Crltér,e de D & k=2

complétude
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