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Formulation intégrale des problèmes aux 
limites bidimensionnels

Méthode des éléments finis



Formulation faible approchée
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• Approximation des températures réelle et virtuelle

u  ≈ uh ∈ Uh ⊂ U
δu  ≈ δuh ∈ Vh ⊂ V

• Forme faible approchée

uh ∈ Uh : [κ (∇uh)T ∇δuh +  ρ uh δuh] dx dy∫ hΩ

∀ δuh ∈ Vh+ t δuh ds∫∂ hσΩ
= q δuh dx dy∫ hΩ

+ r uh δuh ds∫∂ hσΩ

Domaine et frontière naturelle approchés!



Méthode des éléments finis
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:    = r u – tσΩσ∂ u : u = uΩ∂

Ω

Ω∂

Discrétisation en éléments finis triangulaires et quadrangulaires

eΩ
nodal élément

fini

point
hΩ∂

hΩσ∂e
hΩσ∂

hΩ
hΩ∂ u



Méthode des éléments finis : approche 
globale
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• Approximation des températures par la méthode des éléments 
finis : association d’une fonction de forme à chacun des p
nœuds

uh(x, y)  =  H(x, y) q
δuh(x, y)  = H(x, y) δq

q =  {q1, q2, …, qp}T vecteurs (1×p) des 
températures nodales 

réelles et virtuellesδq =  {δq1, δq2, …, δqp}T

H =  [h1, h2, …, hp]
matrice (1×p) des 
fonctions de forme 
nodales hi(x, y)

! Fonctions à 
support compact!

Méthode dérivée de la technique de Galerkin



Méthode des éléments finis : approche 
globale
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• Critère de complétude ou de complétion

hi(x, y)  =  α + β x + γ y + ...

• Critère de continuité aux nœuds

hi(xj, yj)  =  δij (i, j = 1, 2, ..., p) (xj, yj) position du 
nœud j

• Critère de continuité aux interfaces élémentaires

• Critère de différentiabilité

hi(x, y)  ∈ H1(Ω)
Régularité 

des données!

• Critères classiques de convergence (fonctions globales    )hi



Méthode des éléments finis : approche 
globale
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• Forme faible discrète
K q =  r (qk = k, ∀ k  (xk, yk) ∈ ∂Ωu)hq̂

matrice (p×p)
de conductivité

K =        [κ (∇H)T ∇H +  ρ HT H] dx dy∫ hΩ
+ r HT H ds∫∂ hσΩ
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Méthode des éléments finis : approche 
globale
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=        (κ BT B +  ρ HT H) dx dy∫ hΩ
+ r HT H ds∫∂ hσΩ

B = ∇H matrice-gradient (2×p)

• Forme faible discrète (suite)
K q =  r (qk = k, ∀ k  (xk, yk) ∈ ∂Ωu)hq̂

K =        {κ [(∂HT/∂x) (∂H/∂x)∫ hΩ

+ r HT H ds∫∂ hσΩ

+ (∂HT/∂y) (∂H/∂y)]  +  ρ HT H} dx dy



Méthode des éléments finis : approche 
globale
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• Forme indicielle de la formulation faible discrète

(qk = k, ∀ k q̂kij qj =  ri∑
=

p

j 1
(i = 1, 2, ..., p)

h(xk, yk) ∈ ∂Ωu)

kij =        {κ [(∂hi/∂x) (∂hj/∂x)∫ hΩ

+ r hi hj ds∫∂ hσΩ

+ (∂hi/∂y) (∂hj/∂y)]  +  ρ hi hj} dx dy

+         hi t ds∫∂ hσΩ
ri =        hi q dx dy∫ hΩ



Méthode des éléments finis : approche 
locale
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• Assemblage des contributions élémentaires (m éléments finis)

K =       eK
m

e=1
A r =       er

m

e=1
A (Ωh =       eΩ)

m

e=1


∫Ωe
eK =        {eκ [(∂eHT/∂x) (∂eH/∂x)

+ er eHT eH ds
+ (∂eHT/∂y) (∂eH/∂y)]  +  eρ eHT eH] dx dy

∫ ∂ he
σΩ

• Matrice élémentaire (ep×ep) de conductivité (ep points nodaux)

eH =  [eh1, 
eh2, …, ehep]

matrice (1×ep) des 
fonctions de base

!



Méthode des éléments finis : approche 
locale
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!

• Vecteur élémentaire (ep×1) des sources d’énergie-chaleur

+ eHT et dser =        eHT eq dx dy∫Ωe ∫ ∂ he
σΩ

• Frontière naturelle e∂Ωσ de l’élément fini eΩh

eΩ

hΩσ∂e

Ωσ∂

hΩσ∂



Méthode des éléments finis : approche 
locale
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• Forme indicielle des grandeurs élémentaires

ekij =        {eκ [(∂ehi/∂x) (∂ehj/∂x)

+ er ehi
ehj ds

+ (∂ehi/∂y) (∂ehj/∂y)]  +  eρ ehi
ehj} dx dy

∫Ωe

∫ ∂ he
σΩ

+         ehi
et dseri =        ehi

eq dx dy∫Ωe ∫ ∂ he
σΩ



Méthode des éléments finis : approche 
locale
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• Critère de complétude

• Critère de continuité aux nœuds
ehi(exj, eyj)  =  δij (i, j = 1, 2, ..., ep)

• Critères classiques de convergence (fonctions locales     )ehi

• Critère de différentiabilité ! Discontinuités 
des données

!
Éléments finis 
compatibles 

ou conformes

+

+

Éléments finis de 
classe ou 

compatibilité C0
⇒

Continuité
d’ordre 0

• Critère de continuité le long des interfaces élémentaires



Méthode des éléments finis : approche 
locale
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• Critères complémentaires de continuité
• Critère de déplacement rigide (température uniforme)

ehi(x, y)  =  1∑
=

p

i

e

1
• Critère de déformation constante (gradient de température 

constant)

[∂ehi(x, y)/∂x] = [∂ehi(x, y)/∂y] = 0∑
=

p

i

e

1
∑
=

p

i

e

1

! Critères valables sur l’ensemble du 
domaine de l’élément fini



Élaboration d’éléments finis 2D
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! Erreurs de 
discrétisation

! Éléments 
archétypes

• Discrétisation en éléments finis de forme régulière 

• Discrétisation en éléments finis géométriquement déformés 



Éléments finis quadrangulaires 
lagrangiens
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• Élément fini rectangulaire (carré) linéaire à 4 points nodaux  

ξ, η coordonnées 
naturelles

= + 1

ξ = + 1

η
η

ξ
ξ = – 1

= – 1η

Ωe

1 2

34



Éléments finis quadrangulaires 
lagrangiens

13/11/2024 -31-

Élément fini 
bilinéaire⇒

• Fonctions de base de l’élément rectangulaire linéaire

= + 1

ξ = + 1

η
η

ξξ = – 1

= – 1η

Ωe

1 2

34

Produit de deux fonctions 
linéaires en ξ et η!

)1()1(
4
1

2 ηξ −+=he

)1()1(
4
1

3 ηξ ++=he

)1()1(
4
1

4 ηξ +−=he

)1(
2
1)1(

2
1

1 ηξ −−= •he

)1()1(
4
1 ηξ −−=



Éléments finis quadrangulaires 
lagrangiens
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• Allure des fonctions de base de l’élément rectangulaire bilinéaire

)1()1(4
1

3 ηξ ++=he

1

3

2

4

1

= + 1

ξ = + 1

ηξ = – 1

= – 1η

Ωe

fonction de base eh3(  ,   )ξ η

Complétude 
satisfaite!

Paraboloïde 
hyperbolique

!



Éléments finis quadrangulaires 
lagrangiens
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• Critère de différentiabilité et élément fini rectangulaire bilinéaire

1 2

4 3

1 2

4
3

1 2

4 3

1 2

4 3

fonction de base 1h3(  ,   )ξ η

Ω2

Ω4

Ω1

Ω3

fonction de base 2h4(  ,   )ξ η

fonction de base 3h2(  ,   )ξ η fonction de base 4h1(  ,   )ξ η



Éléments finis quadrangulaires 
lagrangiens
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• Critère de différentiabilité et élément rectangulaire bilinéaire (suite)

1

2

4 7

5 8

6 93

nodale h5(x, y)

Ω2

Ω4

Ω1

Ω3

fonction de forme
de h5(x, y)y

x

b

b

a a

1

support de

h5 ∈ L2

!



Éléments finis quadrangulaires 
lagrangiens
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• Critère de différentiabilité et élément rectangulaire bilinéaire (suite)

1

2

3

4

5

6

8

9

x

y

–1/a

∂h5/∂ x

1/a

7

Différentiabilité 
satisfaite
h5 ∈ H1

!∂h5/∂x ∈ L2 (∂h5/∂y ∈ L2)!



Éléments finis quadrangulaires 
lagrangiens
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• Critère de continuité et élément 
rectangulaire bilinéaire

qi

qj

i
j

Ωe

Ωe+1

e+1uh

euh

Continuité 
satisfaite

aux nœuds!
et aux 

interfaces



Éléments finis quadrangulaires 
lagrangiens
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• Famille lagrangienne d’éléments finis rectangulaires réguliers  
η

ξ

Ωe

1 2

34

η

ξ

Ωe

1 2

34
η

ξ

Ωe

5

6

7

8 9

1 2

34

5

6

7

8

12

9

10

11

13

1516

14

!
Fonctions de base = 

produits de polynômes 
de Lagrange

! Intérêt : accroissement 
de la précision



Éléments finis quadrangulaires 
lagrangiens
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• Famille lagrangienne d’éléments finis rectangulaires réguliers  
η

ξ

Ωe

1 2

34

η

ξ

Ωe

1 2

34
η

ξ

Ωe

5

6

7

8 9

1 2

34

5

6

7

8

12

9

10

11

13

1516

14

!
Fonctions de base = 

produits de polynômes 
de Lagrange

! Intérêt : accroissement 
de la précision



Éléments finis quadrangulaires 
lagrangiens
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• Famille lagrangienne d’éléments finis rectangulaires réguliers  
η

ξ

Ωe

1 2

34

η

ξ

Ωe

1 2

34
η

ξ

Ωe

5

6

7

8 9

1 2

34

5

6

7

8

12

9

10

11

13

1516

14

!
Fonctions de base = 

produits de polynômes 
de Lagrange

! Intérêt : accroissement 
de la précision



Éléments finis quadrangulaires 
lagrangiens

13/11/2024 -38-

• Élément fini rectangulaire quadratique à 9 points nodaux  

! Numérotation des nœuds

= + 1

ξ = + 1

η η

ξ
ξ = – 1

= – 1η

Ωe

1 2

34

5

6

7

8 9



Éléments finis quadrangulaires 
lagrangiens

13/11/2024 -39-

Élément fini 
biquadratique⇒

• Fonctions de base de l’élément rectangulaire quadratique
η

ξ

Ωe

1 2

34

5

6

7

8 9

)1(
2
1)1(

2
1

1 −−= • ηηξξhe

)1()1(
4
1 ηξξη −−=

)1(
2
1)1( 2

5 −−= • ηηξhe

)1()1(
2
1 2 −−= ηξη

)1()1( 22
9 ηξ −−=he

Produit de deux fonctions 
quadratiques en ξ et η!



Éléments finis quadrangulaires 
lagrangiens
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• Fonctions de base de l’élément rectangulaire quadratique (suite)
η

ξ

Ωe

1 2

34

5

6

7

8 9

)1()1(
4
1

1 −−= ηξξηhe

)1()1(
4
1

2 −+= ηξξηhe

)1()1(
4
1

3 ++= ηξξηhe

)1()1(
4
1

4 +−= ηξξηhe



Éléments finis quadrangulaires 
lagrangiens
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• Fonctions de base de l’élément rectangulaire quadratique (suite)
η

ξ

Ωe

1 2

34

5

6

7

8 9

)1()1(
2
1 2

5 −−= ηξηhe

)1()1(
2
1 2

6 ηξξ −+=he

)1()1(
2
1 2

7 +−= ηξηhe

)1()1(
2
1 2

8 ηξξ −−=he

)1()1( 22
9 ηξ −−=he



Éléments finis quadrangulaires 
lagrangiens
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• Fonctions de base de l’élément rectangulaire quadratique (suite)
η

ξ

Ωe

1 2

34

5

6

7

8 9

)1()1(
2
1 2

5 −−= ηξηhe

)1()1(
2
1 2

6 ηξξ −+=he

)1()1(
2
1 2

7 +−= ηξηhe

)1()1(
2
1 2

8 ηξξ −−=he

)1()1( 22
9 ηξ −−=he



Éléments finis quadrangulaires 
lagrangiens
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• Allure des fonctions de base de l’élément rectangulaire biquadratique

)1()1(
4
1

3 ++= ηξξηhe

fonction de base eh3(  ,   )ξ η

1 2

34

Ωe

1

)1()1(
2
1 2

7 +−= ηξηhe

1

5

6

7

8

Ωe

fonction de base eh7(  ,   )ξ η



Éléments finis quadrangulaires 
lagrangiens
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• Allure des fonctions de base de l’élément biquadratique (suite)

)1()1( 22
9 ηξ −−=he

1

9
Ωe

fonction de base eh9(  ,   )ξ η

Complétude 
satisfaite!



Éléments finis quadrangulaires 
lagrangiens
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• Critères de différentiabilité et de continuité et élément biquadratique

Différentiabilité 
satisfaite!

qi

qk

i
k

Ωe

Ωe+1

euh

j

e+1uh

qj

et aux 
interfaces

Continuité 
satisfaite

aux nœuds!



Éléments finis quadrangulaires 
lagrangiens
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• Famille généralisée d’éléments finis rectangulaires lagrangiens  

η

ξ

Ωe

1 2

34

5

6

10

8

9

12

η

ξ

Ωe

1 2

34

η

ξ

Ωe

5

6

1 2

34

5

6

8

7

11

7

1513 14

!
Fonctions de base = 

produits de polynômes 
de Lagrange d’ordres 
différents selon    etξ η



Éléments finis quadrangulaires 
lagrangiens
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(i = 1, 2, …, r+1 ;
qj

qs

jq
q ηη

ηη

−

−
∏
+

≠
=

1

1pi

pr

ip
p ξξ

ξξ

−

−
= ∏

+

≠
=

1

1
),(),( ηξji

eh

j = 1, 2, …, s+1)

!
Ordres différents 

selon    et    : 
précision privilégiée 
dans une direction 

ξ η

• Fonctions de base de l’élément rectangulaire généralisé

η

ξ

Ωe

(1, 1) (2, 1) ...

(1, 2)

...

(2, 2)

(1, s+1)

(1, s) (2, s)

(2, s+1) (r+1, s+1)

(r+1, 2)

(r+1, s)

(r+1, 1)

...



Éléments finis quadrangulaires 
lagrangiens
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• Exemple d’un élément fini rectangulaire lagrangien généralisé
η

ξ

Ωe

1 2

34

5

6)1(
2
1)1(

2
1

1 ηξξ −−= •he

)1()1(
4
1 ηξξ −−=

)1(
2
1)1( 2

5 ηξ −−= •he

)1()1(
2
1 2 ηξ −−=

Produit de fonctions quadratique 
en ξ et linéaire en η

Élément fini 
quadratique-linéaire⇒!



Éléments finis quadrangulaires 
lagrangiens
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• Critères de convergence et élément rectangulaire généralisé

qi

qk

i
k

Ωe

Ωe+1

euh

j

e+1uh

qjContinuité 
satisfaite

aux nœuds et 
aux interfaces

!

Différentiabilité 
satisfaite!

Complétude 
satisfaite!
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