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Formulation intégrale des problemes aux
limites bidimensionnels
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Formulation faible approchée

e Approximation des températures réelle et virtuelle
u~u e U cu
ou~ou e Vi <V

e Forme faible approchée
uh e U @K(Vuh)T Vol + pu 5uh] dx dy

uh Su ds

@&thdxdy +b5uhds Y St e Vi
A Domaine et frontiere naturelle approchés
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Méthode des éléments finis

0 . 6c=ru—t

00 ‘e
nodal element h
fini ¢Q2 a0

Discrétisation en éléments finis triangulaires et quadrangulaires



Methode des elements finis : approche
globale

Approximation des températures par la méthode des éléments
finis : association d’une fonction de forme a chacun des p

noeuds Méthode dérivée de la technique de Galerkin
ul(x, ) = ) q Fonctions a
support compact
ou(x, ) , V) oq

matrice (1xp) des

H = 1 ., h,]  fonctions de forme
nodales /1/(x, y)

q= {99 ... qp}T vecteurs (1xp) des

températures nodales
5‘1 - {56119 59’2» R @p}T :

reelles et virtuelles
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Methode des éléments finis : approche
globale

 Criteres classiques de convergence (fonctions globales /)

Critere de complétude ou de complétion

hix,y) = a+ fx+yy+..

Critere de différentiabilité , -
. Regularl’ge
hix,y) € H(£) des données

Critere de continuité aux nosuds

B, ) = & (5j=1,2,..,p) (x,) position du
nosud j

Critere de continuité aux interfaces élémentaires




Methode des éléments finis : approche
globale

e Forme faible discrete
®1 =1 (9=q.Vk | (%4> Vi) € 0427
K = th [« (VH)' VH + pHT H] dx dy
+[  rH'Hds

0% matrice (pxp)
OoH/0x de conductivite
VH = onsey
OH/ox|'[oH/ox]  oH"oH oH' oH
oH/oy| |OH/0y ox ox Oy Oy




Methode des éléments finis : approche
globale

e Forme faible discrete (suite)
Kq=r (¢=q,Vk | (X, Vi) € 021

K = jgh { i [(OHT/6x) (OH/ox)
+ (6H"/0y) (6H/6y)] + p HT H} dx dy

+ ryH' H ds
onh

— th(KB o H'H) dx dy

+ rH' H ds
o0l

B =VH matrice-gradient (2xp)




Methode des éléments finis : approche
globale

e Forme indicielle de la formulation faible discrete

p
Zkg’ij:ri (i:1929"°9p) (Qk:éka\v/k| ;
J=1 (xka yk) = 8[2”)
k= th {x [(Oh,/&x) (Oh /o)
+ (Oh/oy) (BhJoy)] + phyh} dx dy
+ [ rhh ds
ok '/

r= | hgdcdy + jagghitds



Methode des éléments finis : approche
locale

e Assemblage des contributions €lémentaires (m éléments finis)

m m m
K= r=Acr 2 = [J0
e=1 e=1 e=1

e Matrice élémentaire (°p*¢p) de conductivité (°p points nodaux)

K = [ @1@ver) (@)
+ (EH/oy) (5H/0y)] + PHT™H] dx dy

A + T@hds

e el e ¢ matrice (1x¢p) des
H=1[h,hy, .., hep] fonctions de base
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Methode des éléments finis : approche
locale

e Vecteur élémentaire (°p*1) des sources d'énergie-chaleur

or = EZ@}IT@dxdyﬂLT ds A
Q

e Frontiére naturelle 02" de I'élément fini ¢
(02




Methode des éléments finis : approche
locale

e Forme indicielle des grandeurs élémentaires

= |, {ex[(&°h/ax) (O°hjox)
‘0
+(O°hJ2y) (BhJoy)] + <ph;°h;} dx dy
+ —[eagg r°h; “h; ds

j n, qudy+j h et ds



Methode des éléments finis : approche
locale

o Criteres classiques de convergence (fonctions locales ehi)

Discontinuités
des donnees

Aux noauds

Critere de complétude

Critere de différentiabilité
Critere de
e . . .o
hi(eij eyj) o 51] (19] T 19 29 ceey ep)

+
Critere de long des interfaces élémentaires

. o Continuité . o
Elements finis  dordre 0 Elements finis de
compatibles — classe ou

ou conformes compatibilité C°
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Methode des éléments finis : approche
locale

o Criteres complémentaires de continuité

Critere de déplacement rigide (température uniforme)

‘D
o8
i=1

Critere de déformation constante (gradient de température
constant)

‘p ‘p
> [0Ue el = L1 )] = 0
i=1 i=1
Criteres valables sur I'ensemble du
domaine de I'élément fini
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Elaboration d’éléments finis 2D

o Discrétisation en éléments finis de forme réguliere

Erreurs de
discrétisation
Eléments
O archétypes

o Discrétisation en éléments finis géométriqguement déformeés

0w




Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

e Elément fini rectangulaire (carré) linéaire & 4 points nodaux

n=+1 ! &, - coordonnées

naturelles

‘Q




Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

Fonctions de base de I'élément rectangulaire linéaire

n

()=la-o.lam o

E=+1
1 __
- La-oa-m :
4 "
e |
hz = 2(14‘5)(1_77) 1@\ _éz
n=-1

1
= 4 (1+5)A+n) Q Produit de deux fonctions

| linéaires en et 1

eh4 = —(1-5)d+n) _ Elément fini
4 bilinéaire
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Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

Allure des fonctions de base de I'élément rectangulaire bilinéaire

fonction de base “hsy(, 1)

4 13
5 — 1 77 =+ 1

e |

0 . hy = 7 1+ 1+)

E=+1
Complétude
1 1 2 satisfaite
T’ = _

Paraboloide
hyperbolique



Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

Critere de différentiabilité et élément fini rectangulaire bilinéaire

fonction de base 3h,(&, 1) fonction de base 4h (&, 1)
3 4 3
1 1 2

7/

2
/

10

1 y
fonction de base 1h;(&, 1) / fonction de base 2h4(&, 1)



Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

Critere de différentiabilité et élément rectangulaire bilinéaire (suite)

support de fonction de forme
Y de hy(x, y) nodale hy(x, y)

3 6 9




Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

Critere de différentiabilité et élément rectangulaire bilinéaire (suite)

Différentiabilité
Ohs/Ox € L? (Ohs/Oy € L?) satisfaite

hs € H'
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Eléments finis quadrangulaires

lagrangiens

Critére de continuité et élément
rectangulaire hilinéaire

Continuité 4
A satisfaite
aux nceuds ¢

et aux
interfaces

e‘i‘luh

°Q




Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

e Famille lagrangienne d’éléments finis rectangulaires réguliers
d Fonctions de base =

4(\ /7 3 . n
produits de polynomes
: de Lagrange
- Intérét : accroissement
de la précision
1© 2
Ui Ui
4 70 3 4 11 7 3
O O O O O O
80 160 015 010
80) 91 b0 s S
120 130 014 06
°Q ‘Q
O O O O O O O
1 5 2 1 5 o) 2



Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

e Famille lagrangienne d’éléments finis rectangulaires réguliers
d Fonctions de base =

4(\ /7 3 . n
produits de polynomes
: de Lagrange
- Intérét : accroissement
de la précision
1© 2
Ui Ui
4 70 3 4 11 7 3
O O O O O O
80 160 015 010
80) 91 b0 s S
120 130 014 06
°Q ‘Q
O O O O O O O
1 5 2 1 5 o) 2



Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

e Famille lagrangienne d’éléments finis rectangulaires réguliers
d Fonctions de base =

4(\ /7 3 . n
produits de polynomes
: de Lagrange
- Intérét : accroissement
de la précision
1© 2
Ui Ui
4 70 3 4 11 7 3
O O O O O O
80 160 015 010
80) 91 b0 s S
120 130 014 06
°Q ‘Q
O O O O O O O
1 5 2 1 5 o) 2



Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

e Elément fini rectangulaire quadratique a 9 points nodaux

n=-+1 n
4 7 3
® O O
E=+1
8 ) 9 O ¢
E=—1 \/
‘Q
O O O
1 5 2

n=-1
A Numérotation des noeuds



Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

Fonctions de base de I'élément rectangulaire quadratique

(n)-Lecntog-n 1,
2 2 o O

= n-90-n) é o

*hs )= <1—52>-1n<n—1> SN

1

= - 77(1 E2(n-1) Q Produit de deux fonctions

quadratiques en £ et 1

: (1 EH(1-n _, Elément fini

biquadratique
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Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

Fonctions de base de I'élément rectangulaire quadratique (suite)

1 n

h=LeneE-nm-n| g 7 :

4 ) L Co
= anEm-n | Nl o
Ty = EnE AN+ F——0,
hy = EnE-DE+D
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Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

Fonctions de base de I'élément rectangulaire quadratique (suite)

e 1 N
he = —n(1=£2 —1
5 277( 65)(77 ) 4 7£_ 3

o | |

ho =y €E00-m) | ) @ 1)
h = %n(l—fz)(nﬂ) <L—+_l
hy = %f(é—l)(l—nz)

Q
=
|l

1-&1-17) |



Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

Fonctions de base de I'élément rectangulaire quadratique (suite)

e 1 N
he = —n(1=£2 —1
5 277( 65)(77 ) 4 7£_ 3

o | |

ho =y €E00-m) | ) @ 1)
h = %n(l—fz)(nﬂ) <L—+_l
hy = %f(é—l)(l—nz)

Q
=
|l

1-&1-17) |



Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

Allure des fonctions de base de I'élément rectangulaire biquadratique
fonction de base “h;(&, 1) fonction de base “h7(&, 1)

e

= ie‘n(éﬂ)(ml) ny = %77(1—62)(%1)



Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

Allure des fonctions de base de I'élément biquadratique (suite)

fonction de base “ho(, )

9

/ >// AComplétude

. satisfaite
hy = (1-EH(1-1%)
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Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

Critéres de différentiabilité et de continuité et élément biquadratique

|

Différentiabilité
satisfaite

A=
A

Continuité
satisfaite v
aux nosuds
et aux
interfaces
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Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

o Famille généralisée d'élements finis rectangulaires lagrangiens

4 6" 3

O C O Fonctions de base =

produits de polynomes
3 de Lagrange d’ordres
différents selon et

eQ
O O
1 5 2
4 n 3 4 12 10{7 7 3
O O OO O—0
6 O oy 13 15 14 6

T Yo e O h8s

8 O )5

e() e




Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

Fonctions de base de I'élément rectangulaire généralisé

h. (&, n) = —
(l’])(§ 77) H él' B fp g=1 77]' _77q

p=1
P# q#]
(i=12,...,r+l;
n j=1,2,...,st])
(1,s+1)  (2,s+]) - (r+1, s+1)
(1, 5) O @2,59) %(r—i—l,s) A
:
e Ordres différents
1L2Q Oey  “ (+1,2) selon Set
O precision privilégiee

Ly @2 - (1, 1) dans une direction



Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

Exemple d'un élément fini rectangulaire lagrangien généralisé

1 1 !
(= e =m o o
= L £E-Da-n) :
h)= (-8 (1=1) @——o——o
= (1=£)0-1)

Produit de fonctions quadratique N Elément fini
en & et linéaire en 77 quadratique-linéaire
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Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

Critéres de convergence et élément rectangulaire généralisé

e+1uh

Complétude
satisfaite

Différentiabilité

satisfaite

> D

Continuité
satisfaite

aux noeuds et
aux interfaces
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