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Formulation faible approchée

e Approximation des températures reelle et virtuelle
u~u'e Uhc u
M~ e VWV

e Forme faible approchée
uh e Uh :@K(VUh)T vVéuh+ puh suh] dx dy

+ uh suh ds
= @qauhdxdy +5uhds v Suh e Vh
A Domaine et frontiere naturelle approchés
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Méthode des éléments finis

Ws:S =ru-—t

point
w nodal élément h
fini 8W w

Discrétisation en éléments finis triangulaires et quadrangulaires



Methode des elements finis : approche
globale

e Approximation des températures par la méthode des éléments
finis : association d'une fonction de forme a chacun des p

nosuds
uh(x,y) = Y) g Méfgmdzindlgrh/éeldek la
deohoitjuerdedsdierkin
au(x,y) S\ H(x, y) &
matrice (1Xp) des
H = ,h,]  fonctions de forme

nodales hi(X, Y)
q=9{9,0, ..., qp}T vecteurs (1xp) des
températures nodales
5q — {&:Il’ &129 cee &qp}T A I

reelles et virtuelles
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Methode des éeléements finis : approche
globale

e Criteres classiques de convergence (fonctions globales h;)

Critere de complétude ou de complétion

hi(X,y) = a+ X+ yy+ ..

Critere de différentiabilite , o,
. Regularite
hi(x, y) € HY(£) des données

Critére de continuité aux nceuds

hi(, ) = 05 (L1=1,2,..,p) (X ;) position du
noeud |

Critere de continuité aux interfaces élémentaires




Methode des éeléements finis : approche
globale

e Forme faible discrete
® =r (=0, VK | (X Vi) € 042
K = jgh [ (VH)T VH + pHT H] dx dy

+ j rHTH ds
4o matrice (Pxp)
de conductivité

oH/ox
VH = oH/oy
oH/ox|'[oH/ox]  oHToH  oHT oH
(VH)TVH = = +
oH/oy| |oH/oy OX OX oy oy




Methode des éeléements finis : approche
globale

e Forme faible discrete (suite)
Kg=r (@=0,VKk | (X Vi) € 0420

K = jgh{x[(aHT/ax) (OH/6X)
+ (0HT/oy) (oH/oy)] + pHT H} dx dy
+[ rHTHds
00N

- th(K BUB) pHTH) dx dy
+ j rHT H ds
002h
B =VH matrice-gradient (2xp)




Methode des éeléements finis : approche
globale

e Forme faible discrete (suite)

KQ :® (dx % GV K | (X Vi) € 042))

r = _[QhHquxdy +jthHTtds

vecteur (px1) des sources
d'énergie-chaleur

G = Ok = HX Vi) 9 = U"(X, Vi)
c Interpolation nodale ~ ~ UXe Vi) = U0, yi)  (G(sy))

duchampde | température
température imposé

imposée au nceud K



Methode des éeléements finis : approche
globale

e Forme indicielle de la formulation faible discrete

P
Zkij g ="r (1=12.,p) (@=0,VKk | )
=1 (Xk’ yk) € a‘(2u)

kij = _[Qh{/c[(ﬁhilax) (ah/ox)
+ (ohi/oy) (ohiloy)] + ph; h}dxdy
+ J'aggrhi h; ds

= thhiqu dy + J.&Qh h; t ds



Methode des éléments finis : approche
locale

e Assemblage des contributions élémentaires (M éléments finis)

m m m
K = A@ r=Acr (2= |2
e=1 e=1 e=1

e Matrice élémentaire (*p*€p) de conductivité (°p points nodaux)

K = [y @ [(EHT10x) (EHIpx)
+ (EH/oy) (BHIoy)] + BHTCH] dx dy

A + T@—I ds

matrice (1x®p) des
"H = ['hy, “hy, ., "he)]l fonctions de base
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Methode des éléments finis : approche
locale

e Vecteur élémentaire (°p*1) des sources d'énergie-chaleur

ey = E}Z@_'T@' dx dy + T@ ds A

e Frontiere naturelle °042" de I'élément fini *02

18/11/2020

-25-



Methode des éléments finis : approche
locale

e Forme indicielle des grandeurs €lémentaires
ki = _[eQ{eK[(ﬁehilﬁx) (8% /ox)
+ (@°h/oy) (°*hJoy)] + o °h; *h} dx dy
+ je@g},‘ °r°h; “h; ds

er, = Lgehi qdxdy + [, , °hietds

e
o0



Methode des éléments finis : approche
locale

ag \ . . e
 Criteres classiques de convergence (fonctions locales “h;)

Discontinuités
des donnees

Aux noauds

Critere de complétude

Critere dd différentiabilité

Critere de
N Y) = G (=12, %)

+
Critere de long des interfaces élémentaires

. ~ Continuite o
Elements finis  d'ordre 0 Elements finis de
compatibles = classe ou

ou conformes compatibilité C°
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Methode des éléments finis : approche
locale

o Criteres complémentaires de continuité

Critere de déplacement rigide (température uniforme)

2,

Critere de déformation constante (gradient de température
constant)

> P = S EG P = ¢

Critéres valables sur I'ensemble du
domaine de |'element fini
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-28-



Elaboration d’éléments finis 2D

o Discrétisation en éléments finis de forme réguliere

Erreurs de
discrétisation
Eléments
O archétypes

o Discrétisation en éléments finis géométriqguement déformés

0w




Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

e Elément fini rectangulaire (carré) linéaire a 4 points nodaux

h ,
h=+1 &, coordonnées

naturelles




Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

Fonctions de base de I'élément rectangulaire linéaire

n

G)-Jea an o (5

- Le-oe-n :
) y
= 1+ -n) 3 <

h=-1
1
—1+&)(A+n) Produit de deux fonctions
4 linéaires en S et 77

1 ., .
Z 1-&)A+n) N Els_nje,nt_ fini
ilineaire

eh2
eh4
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Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

Allure des fonctions de base de I'élément rectangulaire bilinéaire

Jonction de base hy(&, 1)

4 13
52_1 ﬂ=+1
e e, _ 1
Q \ h3 ! (1+§)(1+77)
E=+1
QRargiictoide
1 2 hgpédfaitgue



Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

Critere de différentiabilité et élément fini rectangulaire bilin€aire
Jfonction de base 3hy(&, 1) Jonction de base 4hy(&,n)

fonction de base 1h3(&,n) Jonction de base 2hy(&, 1)



Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

Critere de différentiabilité et élément rectangulaire bilin€aire (suite)

support de Jfonction de forme




Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

Critere de différentiabilité et élément rectangulaire bilin€aire (suite)

///
/ /R
/ 5 /VS —1/a
/ / 7/ g
/ /4
4 d;

Différentiabilité
oh:/ox € L? (6h:/oy € L?) satisfaite

he € H!



Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

Critere de continuité et élément
rectangulaire hilinéaire e+1yh

Continuité
A satisfaite
aux nceuds g

et aux
interfaces




Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

e Famille lagrangienne d’éléments finis rectangulaires réguliers
Fonctions de base =

4

O

n

A

>

produits de polyndmes

de Lagrange

Intérét : accroissement

de la précision

h
11 7 3
O O O
160 015 010,
130 014 06
W




Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

e Elément fini rectangulaire quadratique a 9 points nodaux

h=+1 n
4 7 3
O O O
X=+1
6 X
w=_1 80 9 O O
W
O O O
1 5 2

h=_1
A Numérotation des noeuds



Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

Fonctions de base de I'€lément rectangulaire quadratique

()= Lee-n.Lnm-n al :
2 2 O O

1
= Zén(l—é)(l—n) ) Gi) Lo x

N )= (1-£7). % n(n-1) ——.

_1 n1-£2)(n-1) Produit de deux fonctions
2 quadratiques en et 1

: (1-£3)(1-1?) _, Elément fini

biquadratique

8
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Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

Fonctions de base de I'€lément rectangulaire quadratique (suite)

eh1:

18/11/2020

% En(E-1)(-1)

% En(E+1) (7-1)

%577 (E+1)(7+1)

% En(E-1) (+1)

v

8 (

N

90O

1
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Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

Fonctions de base de I'€lément rectangulaire quadratique (suite)

e 1 |
ho = = n(1—&2) (-
5 277(1 5)(77 1) 4 7£_ 3

o N
=@ |l @ i

o= loa-eey | Mgen

h, = %5(5—1)(1—772)
ny = 1-E)A-1) |




Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

Allure des fonctions de base de I'élément rectangulaire biquadratique
Jfonction de base “hy(&, 1) fonction de base “h,(&, )

p—

2 5

h jﬁn(cfu) (7+1) *h, = ; 71— (n+1)



Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

Allure des fonctions de base de I'élément biquadratique (suite)

Jonction de base “hy(&, 1))

Complétude
satisfaite

hy = -2



Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

Criteres de différentiabilité et de continuité et élément biquadratique

Différentiabilité
satisfaite
Qi
Continuité
A satisfaite |
aux nceuds

et aux
interfaces W

>
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Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

e Famille généralisée d'éléments finis rectangulaires lagrangiens

N
4 6 3

O O O Fonctions de base =

produits de polyndmes
X de Lagrange d’ordres
différents selon & et 7

W
O O O
1 5 2
h
4 h 3 4 12 10| 7 3
O O O—0 O—0
6 O )7 13 151 14 X
* 80 O O
8 O )5
W W
O O O O—O—0—0
1 2 1 5 9 11 2



Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

Fonctions de base de I'élément rectangulaire généralisé

r+1 f—cf s+l 77 — 1],

N ) —
(1) p=1 S — é:p g=1 7j — Ty
p#I 0+
(i=1,2,...,r+l;
n ]=1,2,...,5%1)
(1, s+1) (2,st1) - (r+1,s+1)
(1,5) O @,5) % (r+1, s) A
X
Ordres différents
w20 oey (41,2 selon et 7 :
précision privilégiée

Ly @1 - (r+1,1) dans une direction



Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

Exemple d'un élément fini rectangulaire lagrangien généralisé

n

1 1
(h)- SEE e e e r
= &) :
)= 169~ A1) @L@__@
=~ 1-&)-n)

Produit de fonctions quadratique N Elément fini
en £ et lin€aire en 77 quadratique-linéaire
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Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

Criteres de convergence et €lément rectangulaire généralisé

e+lyh

Complétude
satisfaite

>

Différentiabilité

satisfaite

Continuité
satisfaite

> D>

aux noauds et
aux interfaces a
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