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ECOLE POLYTECHNIQUE

Formulation faible approchée e
L MaF

e Approximation des tempeératures réelle et virtuelle
u~u'e U"c U
U~ o e VMcV

e Forme faible approcheée

uh e U : @K(Vuhf V& + puh s dx dy

+uh5uhds
— !:q&_jhdxdy +uﬁ ounds Vv suh e VN

A Domaine et frontiere naturelle approchés
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ECOLE POLYTECHNIQUE

Méthode des éléments finis L“"‘“

MaF

0, c=ru-t

aQ 20Nz
nodal élément h
fnicg 22

Discretisation en éléments finis triangulaires et quadrangulaires
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Méthode des eléments finis : m!ﬂwﬂm-m

FEDERALE DE LAUSANNE

approche globale L MAF

e Approximation des températures par la méthode des élements
finis : association d'une fonction de forme a chacun des p

nceuds
uh(x,y) = Y) Q Méthode dérivée de la
technique de Galerkin
au(x, y) S\ H(x,y) &

matrice (1Xp) des

= [hy, Dy, ... p fonctions de forme
nodales hi(X, Y)

Prof. Th. Gmur
Méthode des éléments finis -18- 22/11/2018
Novembre 2018



Meéethode des eléments finis : AP

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

approche globale L MAF

Approximation des tempeératures par la methode des éléments

finis : association d'une fonction de forme a chacun des p
noeuds

uh(x,y) = H(x,y) g A Fonctions a
support compact
N(x,y) = H(xy) & PROT R

matrice (1Xp) des

H = [h ..., h,]  fonctions de forme
1@ i nodales hi(X, Y)
q = {dq., 0 ..., qp}T vecteurs (1Xp) des

températures nodales
oaq = {&y, Ay, ..., A}’

réelles et virtuelles
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Meéethode des eléments finis : .(”l!

FEDERALE DE LAUSANNE

approche globale L MAF

- Critéres classiques de convergence (fonctions globales h;)

Critere de complétude ou de complétion

hi(x,y) = a+ fBx+yy+..

Critere de différentiabilité , .
1 Régularite
hi(x, y) € H(£) des données

Critere de continuité aux noeuds

hxi, y;) = 0 (1LJ=1,2, .., p) (X;, ¥;) position du

nceud |

Critere de continuité aux interfaces élémentaires
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Meéethode des eléments finis : .M(m’

approche globale L MAaF

e Forme faible discrete
® =r (q=0, vk | (X Vi) € 00
K = jgh[K(VH)T VH + p HT H] dx dy

+ I rHTH ds
0L matrice (PxpP)
de conductivité

oH/0ox
s oH/oy
oH/ox|'[eH/ox _ OH"oH 6HT8H
(VH)TVH =
oH/oy| |oH/oy OX 6x oy oy
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Meéethode des eléments finis : .M(m’

approche globale L MAaF

e Forme faible discrete (surte)

Kg=r (q=0,VYKk | (X Vi) € 0420

K = j {x [(6HT/6x) (8H/6X)
+ (0HT/oy) (oH/oy)] + pHT H} dx dy
+[ rHTHds
004

- th(K B AT ) @ ey
+ I rH™ H ds
o.0h
B = VH matrice-gradient (2xp)
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Meéethode des eléments finis : .M(mg

approche globale L MAaF

e Forme faible discrete (surte)

Ka =1 @GV k| (x ¥ € 02

r = _[QhHquxdy + janHTtds

vecteur (Px1) des sources
d’énergie-chaleur

G = Ok = H(X Vi) 9 = U"(X, Vi)
c Interpolation nodale ~ ~ U(Xe Yi) = (X Vi) ((s)

du champ de température

temperature impose imposée au nceud K
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Meéethode des eléments finis : .M(m’

approche globale L MAF

e Forme indicielle de la formulation faible discrete

p
Zkijqj:ri (1=1,2,..,p) (o= QK’Vk| i
J=1 (X Yi) € 042))
= th{K [(6hy/ox) (Ohi/ox)
+ (ohyay) (@hiey)] + ph;h} dx dy
+ [ rhihyds
000

=] Jhadcdy + | hitds
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Méthode des eléments finis : m!ﬂwﬂm-m

FEDERALE DE LAUSANNE

approche locale L MAF

e Assemblage des contributions élémentaires (M éléments finis)
m

K = A@ r :Aer ([f — L_Jle_(g)

e=1 e=1
e Matrice élémentaire (*PX°p) de conductivité (°p points nodaux)

K = Ez{@k[(é@—ﬂlﬁx) (EH/ox)
+ (BHTIay) (BHIay)] + CpCHTCH] dx dy
+ thT@_I ds
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Méthode des eléments finis : m!ﬂwﬂm-m

FEDERALE DE LAUSANNE

approche locale L MAF

e Assemblage des contributions élémentaires (M éléments finis)
m

K = A@ r :Aer ([f — L_Jle_(g)

e=1 e=1
e Matrice élémentaire (*PX°p) de conductivité (°p points nodaux)

K = jeQ{eK[(@eHT/5X) (EHpx)
+ (B°HT/ay) (8°HIdY)] + ©p°HT °H] dx dy
+ jeagg er"HT “H ds

&Ly — [ © e matrice (1%°p) des
H = [hl’ h2’ e hep] fonctions de base
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Méthode des éléments finis : e
approche locale L MAF
. Assemblage des contributions élémentaires (M elements finis)
m
K = AK r=Acr ((j‘_UeQ)
e=1 e=1

e Matrice élémentaire (*PX°p) de conductivité (°p points nodaux)

K = jeg{eK[(aeHT/ax) (6°H/X)
+ (B°HT/ay) (6PHIay)] + ©p HT °H] dx dy

+ f——er°HT*H ds
I
Prof. Th. Gmr
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Méthode des eléments finis : m!ﬂwﬂm-m

FEDERALE DE LAUSANNE

approche locale L MAF

e Vecteur élémentaire (°p*1) des sources d'énergie-chaleur

ey = E?—IT@JI dx dy + L%QEQ-IT@ ds A

- Frontiére naturelle 042" de I'élément fini °02

Prof. Th. Gmdr
Méthode des éléments finis -28- 22/11/2018
Novembre 2018



™ = )
Méthode des eléments finis : .M(m’

approche locale L MAF

e Forme indicielle des grandeurs élémentaires

)y = [, {x[(@°hyox) (@°hfox)
(0]
+ (8°hildy) (8°hildy)] + °p °h; °h} dx dy
+ jeagg °r-h; “h; ds

er, = Lgehi cqdxdy + [, st _®h. et ds

Prof. Th. Gmdr
Méthode des éléments finis -29- 22/11/2018
Novembre 2018



Z Va B4 0 . )
Méthode des eléments finis : .(lfl!

FEDERALE DE LAUSANNE

approche locale L MAF

s . ; e
- Critéres classiques de convergence (fonctions locales "h;)

Critere de complétude

. o Discontinuités
Critere de différentiabilité des données
Critéere de continuité aux nceuds

e _ - -

hi(®;, %) = & (L1=1,2,...,°p)

Critere de continuité le long des interfaces élémentaires
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app

hode des élements finis :
roche locale

At

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

L IMaF

s . ; e
- Critéres classiques de convergence (fonctions locales "h;)

Prof. Th. Gmiir

Critere de complétude

Critere dd différentiabilité

Discontinuités
des données

Critere de AuX nceuds

S5 5 2 & G]=02, 0%

+
Critere de long des interfaces élementaires

Continuité

Eléments finis  dordre 0  Eléments finis de
compatibles m— classe ou

ou conformes compatibilité C°
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Méthode des eléments finis : .(lfl!

FEDERALE DE LAUSANNE

approche locale L MAF

e Criteres complémentaires de continuité

Critere de déplacement rigide (température uniforme)

P
%101
i=1

Critere de déformation constante (gradient de tempeérature

constant)
€ €

> [ P = 21 P =

Criteres valables sur I'ensemble du
domaine de I'élément fini
Prof. Th. Gmdr
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ECOLE POLYTECHNIQUE

Elaboration d’éléments finis 2D S
L MaF

e Discrétisation en élements finis de forme reguliere

Erreurs de
discrétisation
Eléments
O archetypes

e Discrétisation en élements finis geometriguement déformes

Prof. Th. Gmiir
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Elements finis quadrangulaires PH

FEDERALE DE LAUSANNE

lagrangiens L MaF

e Elément fini rectangulaire (carré) linéaire a 4 points nodaux

7 .
n=+1 &, 1 coordonnées

naturelles

c=-1

Prof. Th. Gmdr
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Eléments finis guadrangulaires .RA(LRE
lagrangiens L MaF

Fonctions de base de I'élement rectangulaire linéaire

n

(-9 an o =

1 =T,
- aan 5
1 @
()= L are)a-n) p £
4 n=-1
1
eh3 =~ (1+&)(1+n) Produit de deux fonctions
‘11 linéaires en et 1
eh4 =~ (1-¢8)A+n) _ Elément fini
4 bilinéaire
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Eléments finis guadrangulaires .M(Lﬂg
lagrangiens L MaF

Allure des fonctions de base de I'élément rectangulaire bilinéaire

fonction de base ®hs(& 1)

0 hy = 3 L+&) L)

E=+1
Paraboloide
1 2 hyperbolique

n=-1

Prof. Th. Gmur
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Eléments finis guadrangulaires .M(Lﬂg
lagrangiens L MaF

Allure des fonctions de base de I'élément rectangulaire bilinéaire

fonction de base ®hs(& 1)

1
4 13
(;5 =-1 n=+1
0 oy = @)
E=+1
Complétude
1 e 2 satisfaite

Prof. Th. Gmur
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Elements finis quadrangulaires PH

FEDERALE DE LAUSANNE

lagrangiens L MaF

Critere de différentiabilité et élement fini rectangulaire bilinéaire

fonction de base 3h,(&, ) /’ fonction de base 4hy(&, )
4 /

fonction de base 1hs(&, ) fonction de base 2h,(&, i)
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Eléments finis quadrangulaires
lagrangiens

At

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

L IMaF

Critere de différentiabilité et élement rectangulaire bilinéaire (surte)

support de fonction de forme
y de h.(x, y) nodale hg(x, y)
3 6 9

() ‘)
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Eléments finis guadrangulaires .M(Lﬂ’

lagrangiens L MaF

3 6/y 9
/ / / //%;@“5’“
1/a ///// [ 7 77 v x

o ff T IT T

¢

V] | ] A A
[ 4
1 4 7
Différentiabilité
A oh:/ox € L? (oh:/oy € L?) A satisfaite

he € H!
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Eléments finis guadrangulaires .M(Lﬂg
lagrangiens L MaF

Critere de continuité et élément
rectangulaire u@ e+

eyh

Continuité 4
satisfaite
aux noeuds di

et aux
Interfaces
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Eléments finis quadrangulaires

At

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

L IMaF

e Famille lagrangienne d’éléments finis rectangulaires réguliers

lagrangiens
n
40 @3
S
‘Q
i oy
4 7] 3
@ O
ISR
‘0
O O O
1 5 2

Prof. Th. Gmdr
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Novembre 2018
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Fonctions de base =
produits de polyndmes
de Lagrange

Intérét : accroissement
de la précision

11 7
160 O 15
130 O 14
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Eléments finis guadrangulaires .M(Lﬂg
lagrangiens L MaF

e Elément fini rectangulaire quadratique & 9 points nodaux

77:+]_ n
4 7 3
@, O O
E=+1
8 O 9 O OO ®
E=-1 @,
0]
O O O
1 5 2

n=-1
A Numeérotation des nosuds

Prof. Th. Gmur
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Eléments finis guadrangulaires .RA(LRE

lagrangiens L MaF

Fonctions de base de I'élement rectangulaire quadratique

()= e 20 1

]
- cane-oe-n L o 0 ¢
e.Q
= (1-£9)- —77(77 1) 1@ FN—
5
= = 77(1 E(n-1) Produit de deux fonctions
quadratiques en et 77
*hy )= (1 EAN[A-1) _, Elément fini
biquadratique

Prof. Th. Gmur
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Eléments finis guadrangulaires .RA““’
lagrangiens L MAF
Fonctions de base de I'élement rectangulaire quadratique (surte)
e 1 1
h ==¢n(c-1)n-1) 7 : :
4 V g
e 1
h, = 2577(98"'1)(77_1) 8 90 2o
‘0
e 1 N /]
h, = Zén(§+1)(n+1) ,© 5 <2
e 1
h, = 2577(5—1)(%1)
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Eléments finis guadrangulaires .M(Lﬂ’

lagrangiens L MAF

ehf%n(l—éz)(n—l) 4 GP 3
= £ D) @ @ O

0]
h, = L 51-E2)(n+1) | - NI |
2 1 5 2

*h, = %5(5—1)(1—772)
1-&2) A-1?)

(D
>
©
I

Prof. Th. Gmur
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Eléments finis guadrangulaires .M(Lﬂg
lagrangiens L MaF

Allure des fonctions de base de I'élément rectangulaire biquadratique
fonction de base “hs(&, 1) fonction de base °h;(&, 1)

/

/

1 b 2
hy = = En(E+D) -+ h,

3)
n(-&% 0+

1 1
4 2
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Eléments finis guadrangulaires .M(Lﬂg
lagrangiens L MaF

Allure des fonctions de base de I'élément biquadratique (suite)

fonction de base hy(&, 1)

O
9
Jia
O AComplétude

. satisfaite
hy = 1-&)(1-n?)

Prof. Th. Gmur
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Eléments finis quadrangulaires

lagrangiens

At

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

L IMaF

Criteres de différentiabilité et de continuité et élement biquadratique

e+1yh

Différentiabilité
satisfaite

Continuité
satisfaite
aux noeuds

et aux

interfaces 0

Prof. Th. Gmiir
Méthode des éléments finis -49-
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Eléments finis quadrangulaires

At

ECOLE POLYTECHNIQUE
FEDERALE DE LAUSANNE

lagrangiens L MAF
e Famille généralisée d’éléements finis rectangulaires lagrangiens
4 cIk 3 |
® Q Q Fonctions de base =
produits de polyndmes
5 de Lagrange d’ordres
o différents selon et 7
O O O
1 5 2
4 n 3 4 12 10| S 3
O O O O—0
6O )7 13 15i 14
5 8 O O >6 d
8O - 05 %
O O O O—0
1 2 1 5 9 11 2

Prof. Th. Gmdr
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Eléments finis guadrangulaires .M(Lﬂg
lagrangiens L MaF

Fonctions de base de I'élement rectangulaire genéralise

r+1 & — & s+l 1 =1,
i (1) = p
(. 1) g‘; _‘fp QUJ _nq
pi g=j .
(1=1,2,...,r+l1;
; ]=1,2, ..., s+1)

(1,s+1) (2,s+1) - (r+1, s+1)

o A
:

e Ordres différents
L2Q O@2  “ i(rﬂ, 2) selon et n:
précision privilégiéee
dans une direction

(1,5) O (2,59)

(1,1) 2,1 - (r+1, 1)

Prof. Th. Gmdr
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Elements finis quadrangulaires e

FEDERALE DE LAUSANNE

lagrangiens L MAF

Exemple d’'un éléement fini rectangulaire lagrangien géneralisé

()= am o

= %5(5—1)(1—77) :

€0

(-, 00 ——,
=~ 1-£)(-n)

Produit de fonctions quadratique N Elément fini
en & et linéaire en 77 quadratique-linéaire

Prof. Th. Gmur
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Elements finis quadrangulaires PH

FEDERALE DE LAUSANNE

lagrangiens L MaF

Criteres de convergence et élement rectangulaire genéralise

e+1yh
Complétude
satisfaite
Difféerentiabilité
satisfaite

Continuité
satisfaite
aux noceuds et
aux interfaces

Prof. Th. Gmiir
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