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Géneéralisation du probleme modele de
la barre en traction
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Géneéralisation du probleme modele de
la barre en traction
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 Insertion de discontinuites
Discontinuité du module d‘élasticité E en X = X;
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Géneéralisation du probleme modele de
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e Insertion de discontinuités
Discontinuité du module d*élasticité E en X = X;
Discontinuité de la charge répartie ( en X = X,
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Géneéralisation du probleme modele de
la barre en traction
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 Insertion de discontinuites
Discontinuité du module d‘élasticité E en X = X;
Discontinuité de la charge repartie ¢ en X = X,
Ajout d’une force ponctuelle Q en X = X
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Géneéralisation du probleme modele de
la barre en traction
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Géneéralisation du probleme modele de
la barre en traction
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e Modification des conditions aux limites Deéplacement
impose U

Condition essentielleen X =X, =0  u(0) = @
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Géneéralisation du probleme modele de
la barre en traction
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e Madification des conditions aux limites
Condition essentielleen X =X, =0  u(0) = 0
Condition naturelle en X = X, = ¢

EA (du/dx)|,-, = — rlu(®))+ P
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Géneéralisation du probleme modele de
la barre en traction
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e Modification de I'équation différentielle
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Géneéralisation du probleme modele de
la barre en traction
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e Modification de I'équation différentielle : ajout d'une charge
axiale pu proportionnelle au déplacement axial U

—d[EA (du/dx)]/dx + pu = q  p facteur de
T proportionnalité
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Géneéralisation du probleme modele de
la barre en traction
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e Modification de I'équation différentielle : ajout d'une charge
c axiale pu proportionnelle au déplacement axial U

—@[EA (du/dx)J/dx)+ pu = ¢

o facteur de

proportionnalité
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Géneéralisation du probleme modele de
la barre en traction
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Résumeé des modifications du probleme modele de la barre
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Equilibre de la barre

e Equation d'équilibre

N+ (dN/dx) B — N+ qix — putk = 0

q dx N effort intérieur
— >
N N + (dN/dx) dx
—¢ —P
) ‘ _ dN/dx + pu = g
N—”
X dx
> < >
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Equilibre de la barre

e Equation constitutive (loi de Hooke)

o, = E g o, contrainte normale
E module d’élasticité
&, déformation axiale

e Linéarité de la déformation

g = du/dx U déplacement axial

e Lien entre effort normal N et déplacement U
N = Ao, = EA g = EA (du/dx)
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Formulation forte du probleme

e Equation différentielle du 2éme ordre
—d[EA (du/dx)]/dx + pu = ¢
danS IJ — ] Xj_]_’ XJ [ (J — 11 21 31 4)

Régularité des — Définition de
fonctions régions régulieres

4 Equations _,  8Constantes
différentielles d’intégration
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Formulation forte du probleme

e Equations de continuité en déplacement

lim u(x) = lim u(x)
X —> X X—>X]
im u(x) = lim u(x)
X—> X5 X=X
lim u(x) = lim u(x)
X —> X3 X—> X3

Analogie avec la
mécanique des structures
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Formulation forte du probleme

e Equations de continuité en flux (contrainte)

XIer}(du(x)/dx] —XILmX_ E(x) [du(x)/dx] = 0

lim E&) [du(x)/dx] — lim E&) [du(x)/dx] = 0
X — X3 X — Xy

X5

lim E4) [du(x)/dx] — lim E&) [du(x)/dx] @/A
X—> X3 X=X
Hypothese d’'homogéneité en
mécanique des structures
A Compression au-dela de X4
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Formulation forte du probleme

e Condition aux limites{essentielle hon homogene

u(0) @ Déplacement
impose

e (Condition aux limites naturelle mixte
Forces
EA (du/dx)[, -, = — + P A imposées

e Résumé de la forme forte
4 équations différentielles a 8 constantes d'intégration
3 équations de continuité en déplacement
3 équations de continuité en flux
2 conditions aux limites
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Exemples de problemes auXx

limites a caractere linéaire

Probleme Loi de Variable Flux Facteur de Source Equation
physique conservation d’état proportionnalité constitutive’
u(x) ofx) p(x) s()  otR=ploe(x)
Déformation Equilibre Déplacement Contrainte Module Force Loi de Hooke
d’une barre des forces normale d’élasticite  volumique
Conduction Conservation  Température Flux Conductibilite  Source  Loi de Fourier
thermique de l’énergie de chaleur thermique  de chaleur
dans une barre
Ecoulement Conservation Vitesse Contrainte Viscosite Force Loi de Stokes
d’un fluide de la quantité tangentielle  dynamique  volumique
de mouvement
Ecoulement Conservation Niveau Flux Conductivit¢  Taux de  Loi de Darcy
dans un de la masse  piezométrique volumétrique hydraulique  recharge
milieu poreux (perméabilité)  uniforme
Electrostatiqgue ~ Conservation Potentiel Flux Permittivité Charge Loi de Coulomb
du flux électrique  électrique électrique  diélectrique

T Certaines lois de comportement exigent un signe négatif sans affecter toutefois la formulation.

Loi de conservation : — do(x)/dx + qdu(x)/dx + ru(x) = s(x) Loi constitutive : o(x) = pdu(x)/dx
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Formulation intégrale du probleme

e Forme intégrale de I'élastostatique du barreau

| FEA-(du/dy s UG-G dx—=—0— -6l
0

ou déplacement axial virtuel
Défaut de — Ecriture de la forme intégrale
régularité par troncon régulier

e Forme intégrale partielle

Lj R ou dx Ij:]xj—l’ Xj[ (=123 4) A

= [ {~ d[EA (du/d)l/dx + pu — g} dudx # O
j-1
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Formulation intégrale du probleme

e Intégration par parties
L R du dx
J
= jxxj" [EA (dufd) (dou/dx) + pu ] dx
~ [EA (du/dx) au] | " — [ g éudx
Xia o Xja

e Forme intégrale globale

4
ZL R5udx vV ou
=1
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Formulation intégrale du probleme

Sommation des formes intégrales partielles et prise en

compte des conditions de continuité en déplacement

EA (du/dx) (dou/dx) + pu ou] dx

— [EA (du/dx) ou]

— [EA (du/dx) ou]

Régularité de la fonction
oU et continuité en
déplacement
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Formulation intégrale du probleme

e Prise en compte des conditions de continuité en flux

... — [EA (du/dx) 5u] ; (X)) ’
=0
_ [EA (du/dx) i

= —Q du(X,)

= jj [EA (du/dx) (dsu/dx) + pu &u] dx
+ [EA (du/dx) ou]| _ ~ [EA (du/dx) &u]|
~ Qdu(xy) = jsqéudx v &
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Formulation intégrale du probleme

e Prise en compte des conditions aux limites

...LEEA-(du#daQ—%}b:O — [EA (du/dx) 5u]‘ng
u(0) = 0 :> EA (du/dx)|, -,

ouU cinématiquement = ru(/) + P
admissible

— jj [EA (du/dx) (déu/dx) + pu du] dx — Q Su(x,)
+ [ru()-P] ou(r) = jjq audx VvV du

25/10/2018 -24-



Formulation faible du probleme

e Forme faible de I'élastostatique du barreau généralisé
uel: jcf [EA (du/dx) (dsu/dx) + pu &u] dx
+ ru(f) ou(s)
= _[jq&udx FQAux) +PAU() VaueV

e Classes des fonctions admissibles U et V

U= {u(x) [ u(x) e HX0, ¢[) ; “(O A

V= {009 | du(x) € H0, /D ; uO)=0}) U £V
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Formulation faible du probleme

e Simplicité de la forme faible par rapport a la formulation forte

4 équations différentielles

3 équations de continuité en déplacement
3 équations de continuité en flux

2 conditions aux limites

Forme forte < Forme faible

1 équation intégrale
0 équation de continuité
1 condition aux limites externe
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Conditions de bord particulieres :
conditions de Dirichlet

e Conditions aux limites non homogenes de Dirichlet

u() = Uy Conditions
u/) = Q, essentielles de bord

/

- >
2 i
> u -
> - - > - - - -
o 0, X, x
-
x=x7=0 p X=X X=X X=Xx3 X=X4=1/
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Conditions de bord particulieres :
conditions de Dirichlet

e Adaptation de la forme faible aux nouvelles conditions de bord

jj [EA (du/dx) (ddu/dx) + pu &u] dx

+ -EEA—(d-H%dae—ébﬂ-‘-x — [EA (du/dx) 5u]‘

— Qdu(xy) = jqéudx v A

u(0) = G :»
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Conditions de bord particulieres :
conditions de Dirichlet

Adaptation de la forme faible aux nouvelles conditions de bord

jj [EA (du/dx) (ddu/dx) + pu &u] dx

+ . r|:/\ {PIIIIPIV\ Sl
=0 X=/

—Qéu(x3) jqéudx v A

u0) = 4, = u(0) = 0
u?) = a, = @u() =0
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Conditions de bord particulieres :
conditions de Dirichlet

e Adaptation de la forme faible aux nouvelles conditions de bord

jj [EA (du/dx) (ddu/dx) + pu &u] dx

+ ‘EEA'@I'H’LGIM"' _ TEA (duldy) Sl
=0 X=/

— Q Su(xy) = jq5udx v du
u(0) = ou(0) Q
cmemathuement
u(’) = ou(’) admissible
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Conditions de bord particulieres :
conditions de Dirichlet

e Forme faible adaptée aux nouvelles conditions de bord

uel: jj [EA (du/dx) (déu/dx) + pu &u] dx
= jsqaudx F Q) VeV

o (lasses des fonctions admissibles correspondantes
U = {u(x) [u(x) € H(JO, £[) ; u(0) = Uy ; u(f) = 0,}
V= {au(x) | su(x) € HX(]O, £[) ; au(0) = su(¢) = 0}

Deux conditions
essentielles
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Conditions de bord particulieres :
conditions de Neumann

e Conditions aux limites non homogenes de Neumann

EA (du/dx)|, - = P Conditions naturelles
EA (du/dx)|,-, = P, A s pures de bord

- -
o g
— - | | - | - -
Py Q P,

x=x9=0 P X=X X=X X=X3 X=X4=/
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Conditions de bord particulieres :
conditions de Neumann

e Conditions aux limites non homogenes de Neumann

EA (du/dx)| - =/Py A Méme signe pour P,
EA (du/dx)| -, =\P, et P, (traction)

- >
u
g q
—> > > > - — — >
Py P X, x
- >Q Ly
0
x=xy=0 p X=X X=Xy X=X3 X=X4= /
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Conditions de bord particulieres :
conditions de Neumann

e Adaptation de la forme faible aux nouvelles conditions de bord
[ j [EA (du/dx) (ddu/dx) + pu &u] dx
+ [EA (du/dx) 5u]‘ o [EA (du/dx) 5u]‘ .
"o _ Qéu(x,) = jjqéudx v du

EA (du/dx)| - @ ADeux conditions
P,

EA (du/dx)|,-, £ P, naturelles

25/10/2018 -34-



Conditions de bord particulieres :
conditions de Neumann

e Forme faible adaptée aux nouvelles conditions de bord
uell: js [EA (du/dx) (du/dx) + pu &u] dx
= [[adudx + Qau(xy) ~ Py u(0) + P, (1)
VoueV

o (lasses des fonctions admissibles correspondantes

U=V = {wX) |wXx) e H(]O, 7]} Absence de
A conditions
essentielles
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Conditions de bord particulieres :
conditions de Neumann

e Forme faible adaptée aux nouvelles conditions de bord
uell: js [EA (du/dx) (du/dx) + pu &u] dx
= [[adudx + Qau(xy) ~ Py u(0) + P, (1)
VoueV

o (lasses des fonctions admissibles correspondantes

U=V = {w(x)|w(x) e H(]O, 7D}
Importance de la définition des
classes de fonctions admissibles
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Conditions de bord particulieres :
conditions de Neumann

e Cas spécial : absence de charge proportionnelle a u (o = 0)
Forme faible modifiée

A uel: jj EA (du/dx) (ddu/dx) dx = jsq Su dx

o
déﬁﬁigt'aoﬂne + Q ou(Xs) — Poau(0) + P, ou(l) VvoueV

constante )
pres |« >
u E, A q
P P P P P P P P
PO Q Pg X,X
- P P
o)

X=Xy=0 X = Xq X = X X = X3 X=Xq=/
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Conditions de bord particulieres :
conditions de Neumann

Solution définie a une constante pres
u—>u+s+¢c Déplacement de
ou —> u+d corps rigide
Intégration de la solution dans la forme faible

EA (dufdx) (dou/dx) % = .+ d) dx
QUi+ 8] @A)+ o]+, [w)r

14
= 0= joqﬂl’dx + Qi — Py i + P, o
£ _ Equation d
= [ladc+ Q- P+ P =0 A\ Eatone

25/10/2018 -38-

Forme
faible




Conditions de bord particulieres :
conditions de Neumann

Solution définie a une constante pres
u—>u+s+¢c Déplacement de
ou —> u+d corps rigide
Intégration de la solution dans la forme faible

EA (dufdx) (dou/dx) % = d) dx

Forme :
= 0= jjqﬂl’dx + Qi — Py i + P, o

¢ Signes opposés
dx + Q(— P, + P, > 0
= J‘0 | Q<O > A pour P, et P,
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